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Discours  d  introductiun  au  Cours  de  Céonictric  supérieure  Jondi 
à  In  Faculté  des  Sciences  de  l' Académie  de  Paris. 

Séance  d'oiivorlure,   le  22  décembre  1846. 
Pau  m.  CHASLES. 


Depuis  plus  tl'un  siècle,  renseignement  de  la  Géomélrie  se  réduit 
aux  premiers  principes  qu'on  appelle  les  Eléments.  Ge  nom  iXElc- 
meiits  semble  indiquer  les  premiers  matériaux  de  l'édifice,  les  premiers 
pas  ou  l'introduction  dans  la  science;  et  si  l'on  considère  que  la  Géo- 
métrie a  pour  objet  la  mesure  et  les  propriétés  de  l'étendue j  on  sent 
aussitôt  combien  elle  est  vaste  et  que  même  le  champ  qu'elle  em- 
brasse n'a  pas  de  limites:  car  V  étendue  figurée  varie  de  formes  à  l'in- 
fini, et  les  propriétés  de  chacune  des  figures  que  présente  In  nature  ou 
que  l'esprit  peut  imaginer,  sont  elles-mêmes  extrêmement  nombreuses, 
on  pourrait  même  dire  inépuisables.  Il  semblerait  donc  que  l'étude  de 
la  Géométrie  dût  occuper  une  grande  place  dans  l'enseignement  public  ; 
et  cette  opinion  se  fortifie,  quand  on  considère  que  cette  science,  in- 
dépendamment de  son  application  à  tous  les  arts  de  construction ,  est 
réputée  le  fondement  des  sciences  mathématiques,  et  que  les  meilleurs 
penseurs,  dans  tous  les  temps,   l'ont  regardée  comme   un  excellent 
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exercice  de  logique,  émineinineiit  propre  à  former  de  bons  esprits. 
Il  en  a  été  ainsi,  en  effet,  chez  les  Anciens,  et  chez  les  Modernes 
jusque  vers  le  commencement  du  siècle  dernier.  jMais ,  depuis,  par 
l'elfet  de  ces  vicissitudes  auxquelles  les  sciences  elles-mêmes  sont  su- 
jettes, cette  partie  si  importante  de  nos  connaissances  positives  a  été 
négligée,  et  rétluite  à  ses  hlcinents. 

C>epen(lant ,  quoique  privés  des  secours  et  des  encouragements  c[ue 
proc(U'e  l'enseignement,  plusieurs  géomètres,  de|)uis  les  premières 
années  de  ce  siècle,  ont  cultivé  avec  prédilection  cette  Géométrie 
abandonnée,  et  lui  ont  fait  faire  des  progrès  notables.  On  a  même 
connnencé,  dans  plusieurs  Universités  d'Allemagne  et  d'Angleterre , 
a  la  réintroduire  dans  les  cours  publics  et  dans  les  thèses  ayant  pour 
but  l'obtention  des  grades  universitaires. 

i\r.  le  Muiislre  de  l'Instruction  publique,  dans  sa  sollicitude  pour 
lontesles  parties  de  l'enseignement  soumis  à  sa  haute  direction,  a  jugé 
que  le  temps  était  venu  de  combler  en  France  aussi  une  lacune  pré- 
judiciable aux  progrès  des  sciences  mathématiques.  La  Faculté  des 
Sciences  consultée  a  partagé  ces  vues  judicieuses  et  libérales,  et  émis  le 
vœu  que  l'enseignement  des  Mathématiques  supérieures  reçût,  dans 
la  Faculté,  le  complément  cpii  lui  manquait,  et  qu'une  chaire  de 
haute  G('oiuétiie  y  lût  immédiatement  instituée.  Ce  projet  a  reçu  la 
sanction  des  pouvoirs  législatifs. 

M.  le  Ministre  m'a  fait  l'honneur  de  me  confier  cet  enseignement. 
Qu'il  me  soit  permis  d'exprimer  ici  cond^ien  je  suis  flatté  et  reconnais- 
sant de  cette  haute  marque  de  confiance,  surtout  quand  je  considère  le 
mérite  éminent  des  collègues  et  de  l'illustre  doyen  qui  m'ont  accueilli 
avec  tant  de  bonté,  et  dont  il  m'est  si  honorable  d'avoir  à  partager  les 
travaux.  Ce  sentiment  profond  me  guidera  dans  tous  mes  efforts  pour 
que  l'enseignement  que  j'ai  mission  de  fonder  réponde  aux  intentions 
de  la  Faculté. 

INIais  cette  tâche  si  flatteuse,  qu'on  me  permette  de  le  dire  dès  ce 
moment,  en  sollicitant  l'indulgence  des  personnes  qui  me  fout  l'hon- 
neur de  m'écouter,  cette  tâche  n'est  pas  sans  difficultés.  Car  ce  ne  sont 
plus  les  théories,  ce  n'est  plus,  pour  ainsi  dire,  la  science  qu'ensei- 
gnaient Oronce  Finée,  Ramus,  Roberval ,  qu'il  s'agit  de  reproduire; 
il  ne  |)eut  suffire  d'expliquer  et  de  commenter  les  travaux  d'Archi- 
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mèdc  et  (rApolloniiis,  ilr  l'ermat,  de  («ivalcri,  do  Pascal,  d'IIiiy- 
gens,  de  Newloii,  de  Maciaiiriri.  Ces  ouvrages  reiirerineiii  d'admi- 
rables exemples  des  ressources  que  procure  la  Géométrie  dans  toutes 
les  spéculations  de  la  philosophie  naturelle  ;  on  y  trouve  le  germe  de 
plusieurs  théories  :  mais  ils  ne  forment  pas  un  ensemble  de  méthodes 
qu'on  puisse  réunir  dans  lui  corps  de  doctrine,  et  qui  sidlisent  pour 
initier  les  jeunes  mathématiciens  à  la  connaissance  et  ;"i  la  culture  de 
la  haute  Géométrie.  S'ils  offrent  de  magnifiques  applications  de  celte 
science,  ils  ne  constituent  pas  un  cours  de  Géométrie  supérieure.  VA 
d'ailleurs  la  science  a  marclié;  elle  s'est  enrichie  de  doctrines  nou- 
velles, en  harmonie  parfois  avec  celles  de  l'Analyse;  et  c'est  sur  des 
bases  nouvelles,  dont  on  n'aurait  pas  eu  l'idée  il  y  a  un  siècle,  qu'il 
faut  aujourd'hui  fonder  ce  cours  de  Géométrie  supérieure.  C'est  dans 
quelques  ouvrages  modernes,  dans  des  Mémoires  épars  dans  les  re- 
cueils scientifiques,  qu'il  faut  ciiercher  le  germe  et  les  éléments  des 
théories  et  des  méthodes  propres  à  former  le  corps  de  doctrine  que 
nous  avons  en  vue.  Ces  théories  et  ces  méthodes  une  fois  détermhiées, 
i!  faudra  les  coordonner  entre  elles ,  et  les  soumettre  à  l'enchaînement 
logique  qui  est  le  caractère  propre  des  sciences  mathématiques,  et  plus 
particulièrement  de  la  Géométrie.  C'est  donc  une  œuvre  toute  nou- 
velle à  accomplir. 

Où  trouverons-nous  les  éléments  dispersés  de  cet  enseignement  nou- 
veau? Dans  l'étude  attentive  des  travaux  de  nos  devanciers.  Nous  de- 
vrons consulter  les  ouvrages  des  Grecs,  qui  se  présentent  les  premiers 
dans  la  carrière,  qu'ils  ont  parcourue  avec  un  grand  succès;  puis  suivre 
les  développements  de  la  science  chez  les  Modernes;  puis  enfin  aborder 
les  doctrines  du  xix*^  siècle. 

Cette  étude  rétrospective  est  indispensable  pour  atteindre  le  but  qui 
nous  est  proposé.  Dès  aujourd'hui  nous  jetterons  un  rapide  cou|)  d'ieil 
sur  les  travaux  des  géomètres  anciens  et  modernes.  Ce  sera  l'objet  de 
cette  première  Leçon. 


De  ta   Géométrie  chez  Icx  Grvrs, 

I.a  Géométrie  a  été  la  science  de  prédilection  des  Grecs;  ils  la  divi- 
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saipiil  (Ml  trois  parties  distinctes  :  la  Géométrie  élémentaire  ,  qu'ils  ap- 
pelaient siiDplement  les  Élcincnis ;  la  (Jéoniétrie  pratiqii;  ou  Géodésie; 
et  la  Géométrie  supérieure,  qu'ils  appelaient  le  lien  résolu,  et  qui  était 
un  ensemble  de  questions  résolues  d'avance  et  de  tiiéories  où  le  géo- 
mètre trouvait  les  ressources  nécessaires  pour  procéder  à  la  démonstra- 
tion des  vérités,  et  à  la  solution  des  problèmes. 

("'est  cette  partie,  le  lien  résolu,  que  les  Modernes  ont  appelée 
Vyfnalyse  géométrique  des  Anciens. 

Le  peu  de  détails  qui  nous  sont  parvenus  siu-  ce  point  extrêmement 
intéressant  de  l'histoire  de  la  science  se  trouvent  dans  les  Collections 
mnthéniatiques  de  Pappus,  géomètre  qui  vivait  au  iv'' siècle  de  notre 
ère.  Ces  Collections  mathématiques  étaient  un  ouvrage  en  huit  livres, 
dont  six  .seulement  nous  ont  été  conservés.  On  y  trouve,  avec  des  dé- 
tails qui  nous  font  connaître,  sur  plusieurs  points  ,  l'état  des  mathéma- 
tiques anciennes ,  une  foule  de  propositions  et  de  lemmes  destinés  à 
servir  de  commentaires  à  divers  ouvrages,  dont  la  plupart  ne  sont  pas 
arrivés  jusqu'à  nous.  L'auteur  était  un  géomètre  éminont,  que  Des- 
cartes avait  en  grande  estime;  c'est  dans  Pappus  et  Diopliante  que  le 
grand  philosophe  remarquait  des  traces  de  cette  lumière  de  raison  qui , 
dans  l'antiquité,  était  le  caractère  des  mathématiques  véritables  [*]. 

Nous  trouvons  dans  les  Collections  de  Pappus  la  nomenclature 
des  Traités  qui ,  faisant  suite  aux  Eléments,  formaient  le  lieu  résolu, 
c'est-à-dire  la  Géométrie  supérieure.  C'étaient:  un  livre  des  Données 
d'Euclide;  deux  livres  de  la  Section  de  raison,  d'Apollonius;  deux 
livres  de  la  Section  de  l'espace,  et  deux  des  y^itouchements  [contacts 
des  cercles),  du  même;  trois  livres  des  Porismes,  d'Euclide;  encore 
d'Apollonius,  deux  livres  des  Jnclinaisnns,  deux  des  Lieux  plans,  et 
huit  des  Sections  coniques;  d'Aristée  l'ancien ,  deux  livres  des  Lieux 
solides;  d'Euclide  encore  ,  deux  livres  des  Lieux  à  la  surface;  d'Éra- 
losthènes,  deux  livres  des  Moyennes  raisons;  enfin,  d'Apollonius, 
deux  livres  de  la  Section  déterminée. 

Ces  divers  ouvrages  formaient  donc  un  corps  de  science,  une  Géo- 
métrie supérieure ,  que  les  Anciens  distinguaient  essentiellement  des 


[*]  Règles  pour  la  direction  de  l'esprit;  4"^  règle;  t.  XI  de  l'édilioi)  de  M.  Cousin 
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Éléments.  Pappiis  ajoiito  (|ue  les  g«''oii)('tres ,  en  appliiiiiaiil  les  res- 
sources que  leur  olIVaionl  ces  ouvrages  pour  la  dénioiislialion  des  vé- 
rités géométriques  et  la  solution  des  problèmes,  suivaient  deux  nié- 
thodes,  ou  plutôt  deux  manières  de  procéder  par  le  raisoniiemenl  ; 
savoir  :  la  sjnlhcsc  ou  composition,  et  V analyse  ou  di'compnsitio/i.  Ces 
deux  mots  :  syntJièsc  eX  anatjse ,  avaient  alors,  eu  malliématiques,  leur 
sens  naturel.  Mais,  connue  aujourd'hui  nous  leur  attribuons  un  sens 
très-différent,  il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  rappeler  ici  la  définition 
même  que  doiuie  l'appus,  laquelle  s'accorde  avec  celle  qu'on  trouve 
aussi  dans  Euclidc. 

Par  la  sjnthèse,  ou  part  de  vérités  connues  pour  arriver,  de  cou- 
séquence  en  conséquence,  à  la  vérité  que  l'on  cherche  ou  que  l'on 
veut  démontrer. 

Par  V analyse,  on  regarde  la  chose  cherchée,  comme  si  elle  était 
donnée,  et  l'on  marche  de  conséquence  en  conséquence,  jusqu'à  ce 
qu'on  arrive  à  quelque  vérité  connue,  et  que  l'on  puisse  en  conclure 
que  la  chose  admise  comme  vraie  l'est  réellement. 

Ces  deux  manières  de  procéder  en  mathématiques  ne  répondent 
nullement  à  la  signification  actuelle  des  deux  termes  analyse  et  syn- 
thèse, dont  le  premier  caractérise  remj)loi  du  calcul  algébrique,  et  le 
second,  la  considération  seule  des  propriétés  des  figures,  au  moyen  du 
raisonnement  naturel. 

Les  deux  méthodes  anciennes  ne  différaient,  au  fond,  que  dans  le 
point  de  départ,  les  diverses  opérations  de  raisonnement  étant  les 
mêmes  dans  l'une  et  dans  l'autre,  mais  dans  un  ordre  inverse.  On 
caractérisera  avec  brièveté  et  précision  ces  deux  méthodes,  en  appe- 
lant avec  Kant ,  la  synthèse,  méthode  progressive,  et  Y  analyse,  mé- 
thode régressive  [*]. 

Celle-ci  est,  en  quelque  sorte,  une  méthode  expérimentale,  puis- 
qu'elle consiste  à  prendre  une  idée  à  priori,  et  à  vérifier,  par  une  suite 
lie  déductions  logiques,  si  cette  idée  est  vraie  ou  fausse. 


[*j  Nous  n'entendons  pas  faire  allusion  ici  à  la  distinction  fondamentale  posée,  par 
l'illustre  philosoplie ,  entre  les  jugements  syntltétiqucs  et  analytiques.  Ce  n'est  pas  ici 
le  lieu  de  nous  en  orcuper. 
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Dans  la  synthèse,  au  contraire ,  on  ne  raisonne  que  sur  des  vérités 
connues,  pour  arriver,  en  les  composant  entre  elles,  à  la  proposition 
qu'on  veut  démontrer,  ou  :i  la  cliose  qu'on  veut  connaître  et  déter- 
miner. 

Dans  les  sciences ,  en  général ,  c'est  par  la  méthode  sftithétique  qu'on 
en  expose  les  principes  ou  les  éléments  :  c'est  ainsi  que  sont  écrits  les 
Eléments  d'EucIide.  Toutefois,  on  trouve  aussi  dans  cet  ouvrage  des 
exemples  de  la  méthode  analyti([ue,  telle  que  la  méthode  appelée  ré- 
duction à  l'absurde,  quoique  dans  ce  mode  de  démonstration  ce  ne 
soit  qu'indirectement,  ou  par  exclusion,  qu'on  introduit  dans  le  rai- 
sonnement la  proposition  que  l'on  veut  démontrer.  On  part ,  comme 
on  sait,  de  propositions  contraires  à  celle-là,  et,  en  les  combinant  lo- 
giquement avec  des  propositions  connues,  on  arrive,  de  conséquence 
en  conséquence  ,  à  un  résultat  faux  ou  absurde,  d'où  l'on  conclut  que 
la  première  est  bien  la  proposition  vraie. 

Archimède  surtout  nous  offre  des  exemples  de  l'analyse.  Ainsi, 
quand  il  se  propose,  dans  son  Traité  de  la  Sphère  et  du  Cylindre 
(  prop.  8),  de  couper  une  sphère  par  un  |)lan,  de  façon  que  les  deux 
segments  soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné,  il  raisonne  sur  la 
grandeur  inconnue  comme  sur  celles  qui  sont  données,  et  il  parvient  à 
une  proposition  qui  renferme  l'expression  de  la  grandeur  cherchée. 

Diophante,  dans  son  ouvrage  d'Algèbre,  qui  porte  le  nom  A'Ârith- 
métiqiie,  fait  usage  contiiuiellement  de  la  méthode  analytique  ;  car  i! 
représente  les  inconnues  de  la  question  et  ses  puissances  par  des  signes 
ou  des  mots,  et  il  les  introduit  dans  le  raisonnement  pour  former,  entre 
ces  inconiuies  et  les  quantités  connues,  des  égalités  d'où  il  tire  la  valenr 
des  inconnues. 

On  conçoit  que  ïanaljse  et  la  sjnlhèse  ont  dû  être  employées  con- 
curremment, dans  tous  les  temps,  depuis  l'origine  des  sciences  ma- 
thématiques: aussi,  quand  Proclus  et  Diogéne  Laërcefont  honneur  à 
Platon ,  de  l'invention  de  la  méthode  analytique ,  il  faut  croire  qtie 
cela  signifie  seulement  que  c'est  Platon  qui,  le  premier,  a  distingue 
ces  deux  manières  différentes  de  procéder,  suivant  que  l'on  connaît 
déjà  ,  ou  qu'il  faut  découvrir  les  liens  qui  existent  entie  la  vérité  que 
l'on  veut  démontrer  et  les  principes  de  la  science. 

Nous  venons  de  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  la  synthèse  et 
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Vdrinljsc,  dans  la  Céomi-trie  des  Anciens  :  nous  n'aurions  que  peu  de 
mots  à  ajouter  pour  dire  comment  ces  termes  ont  pris,  chez  les  Mo- 
dernes,  des  acceptions  très-difiVrenles;  mais  n'anticipons  pas  sur  la 
marclie  de  la  science:  Torigine  du  nouveau  sens  des  deux  mots  se  rat- 
taclie  à  la  grande  conception  de  Viète,  dont  nous  aurons  bientôt  à  faire 
mention. 

De  ces  ouvrages  qui,  d'après  Pappus,  formaient  comme  les  élé- 
ments d'une  riéométrie  supérieure ,  et  offraient  les  ressources  néces- 
saires pour  se  livrer  aux  recherches  géométriques,  trois  setdemenf 
nous  sont  parvenus  :  ce  sont  les  Données  d'Euclide,  les  sept  premiers 
livres  des  Coniques  d'Apollonius,  et  le  Traité  de  la  Section  de  raison, 
qui  s'est  retrouvé  en  langue  arabe.  La  pliqiart  des  autres  ont  été  ré- 
tablis par  divers  géomètres,  dans  le  style  de  la  Géométrie  ancienne, 
d'après  le  peu  de  détails  que  nous  en  a  laissés  Pappus. 

Cependant  on  n'est  pas  fixé  sur  le  sujet  du  livre  des  Lieux  à  la  sur- 
face, d'Euclide.  L'auteur  y  considérait  des  courbes  tracées  sur  des  sur- 
faces courbes;  mais  quelle  était  la  nature  de  ces  surfaces?  les  courbes 
qu'on  y  traçait  étaient-elles  nécessairement  planes?  La  brièveté  de 
Pappus  nous  laisse  dans  l'incertitude.  Je  dirai  toutefois  que  quelques 
indices  peuvent  porter  à  croire  que,  dans  le  livre  des  Lieux  à  la  sur- 
J'ace,  Euclide  traitait  des  conoïdes,  appelés  aujourd'hui  sinfaces  du 
second  degré  de  révolution ,  et  des  sections  faites  par  des  plans  dans 
ces  surfaces ,  comme  dans  le  cône. 

Mais  il  est  un  autre  ouvrage  d'Euclide  bien  plus  digne  de  fixer  notre 
attention,  et  qui  a  présenté  pendant  longtemps  une  énigme  indéchif- 
frable à  laquelle  se  sont  attachés,  dans  les  deux  derniers  siècles,  plu- 
sieurs des  géomètres  les  plus  célèbres;  je  veux  parler  du  Traité  des  Po- 
rismes.  Au  dire  de  Pappus,  cet  ouvrage,  où  brillait  le  génie  pénétrant 
d'Euclide,  était  éminemment  utile  pour  la  résolution  des  problèmes  les 
plus  compliqués  :  c'était,  en  quelque  sorte,  l'instrument  indispensable 
des  géomètres  dans  leurs  spéculations  et  leurs  recherches. 

Jusque  vers  le  milieu  du  siècle  dernier,  cette  question  des  porismes 
n'a  présenté  qu'une  obscurité  profonde  dans  toutes  ses  parties.  Alors 
seulement  R.  Simson  fit  les  premiers  pas  vers  la  découverte  du  sens 
caché  des  idées  de  l'auteur,  tant  en  rétablissant  la  définition  du  terme 
porisnie  et  surtout  la  forme  particulière  des  énoncés  des  propositions 
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ainsi  appelées,  qu'en  donnant  l'explication  de  six  ou  sept,  sur  une 
trentaine,  des  énoncés  de  porismcs  cjue  Papj)us  nous  a  Iransnus  en 
termes  laconicpies  et  obscurs.  Cette  divination  a  fait  beaucouj)  d'hon- 
neur à  R.  Simson.  Depuis,  plusieurs  géomètres  ont  continué  de  traiter 
ce  sujet  si  digne  d'intérêt. 

Ce|)endant  nu  voile  épais  couvre  encore  cette  doctrine  des  porismes; 
car,  indépendamment  des  vingt-qualre  énoncés  de  Fappus,  dont  on 
n'a  pas  donné  le  sens ,  il  faudrait  connaître  en  outre  la  cause  de  la 
forme  inusitée  de  ces  propositions;  leur  usage  particulier;  la  raison  de 
leur  éminente  utilité  dans  l'art  du  géomètre;  la  transformation  que 
cette  doctrine  a  probablement  subie  ])our  pénétrer,  à  notre  insu,  dans 
nos  métbodes  modernes.  Ces  questions  mériteront  de  trouver  place 
dans  un  enseignement  de  baute  Géométrie ,  d'autant  plus  que  les  théo- 
ries sur  lesquelles  semblent  roider  ces  propositions  obscures  se  rat- 
tachent à  celles  de  la  Géométrie  moderne.  Peut-être  alors  pourrons- 
nous  répandre  quelque  lumière  sur  cette  grande  énigme  que  nous  a 
légut'e  l'antiquité. 

A  défaut  des  ouvrages  originaux  des  Grecs,  qui  sont  presque  tous 
perdus,  c'est  dans  les  ('ollcctions  inathématùjues  de  Pappus,  dans 
cette  foule  de  propositions  éparses  et  sans  ordre,  parce  qu'elles  se 
rattachent  à  des  ouvrages  différents  auxquels  elles  doivent  servir  de 
commentaires,  que  nous  trouverons  les  premiers  éléments  d'une 
Géométrie  supérieure. 

On  y  distingue  notamment  quelques-unes  de  ces  propositions  sim- 
ples qui  sont  bien  réellement  le  fondement  de  la  science,  car  on  les 
retrouve  dans  les  Traités  célèbres  de  Pascal  et  de  Desargues  sur  les  Co- 
iiiniies,  et  plus  tard,  dans  1  ingénieuse  et  féconde  Théorie  des  Trans- 
wrsnles  àe  d\ri\oX.;  ouvrages  qui  se  rapportent  essentiellement  à  um- 
partie  des  méthodes  qui  feront  la  base  de  notre  enseignement. 

Nous  ne  faisons  pas  ici  l'analyse  de  toutes  les  ressources  que  peu- 
vent offrir  les  Collections  inatltémntiqiies  de  Pappus  ;  disons  cepen- 
dant que  nous  aurons  à  y  emprunter  quelques  beaux  exemples  de  cette 
manière  de  démontrer  de  simples  propositions  de  Géoméirie  plane  par 
la  contemplation  des  figures  à  Irois  dimensions,  qui  rentre  dans  cer- 
tains procédés  de  la  Géométrie  moderne.  Par  exemple,  c'est  en  consi- 
dérant une  surface  héliroidc,  ^[\\c  Pappus  décrit  la  spirale  d'Archimède 
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pt  la  ([iiaclratrice  ûv  Diiiosfratc,  coiiiiik'  projection  de  ccrtaiiifs  courht's 
a  tloubh'  coiirbuic  tiact-es  sur  la  siirlace. 

Ce  n'est  pas  sans  surprise  et  admiration  i|u Du  rencontre  dans  le 
livre  de  Pappus  ces  spéculations  (pi'on  croirait  sorties  de  l'école  de 
Monge;  nous  y  trouverons  même  certaines  (piestions  <pii  prouvent 
c|ue  les  (irecs  avaient  des  procédés  de  Géométrie  descrij)îive  analogues 
et  parfois  identiques  à  nos  méthodes  actuelles.  Telle  est  cette  ques- 
tion :  «  Connaissant  les  projections  horizontales  et  les  hauteurs  ver- 
»  ticales  de  trois  pomts,  déterminer  la  trace  et  l'inclinaisou  du  plan 
»  qui  passe  par  ces  points.   »  ■ 

Nous  n'avons  point  eu  à  citer  jusqu'ici  les  Traités  d'Archimède,  ou 
se  trouvent  cependant  des  découvertes  capitales  qui  toutes  ont  été 
utiles  à  la  science.  En  voici  la  raison.  Les  ouvrages  d  Archimede  se 
peuvent  distinguer  en  trois  classes  : 

i".  Les  Traites  ^coinetri(/nes,  qui  sont  :  la  mesure  du  cercle,  les 
livres  delà  sphère  et  du  cylindre,  des  conoïdes  et  des  sphéroïdes,  de 
la  quadrature  de  la  parabole,  des  hélices  et  deslemmes; 

2°.  Les  livres  de  l'équilibre  des  plans,  et  des  corps  portés  sur  un 
fluide,  qui  contiennent  les  principes  de  la  Statique  et  de  l'Hydrosta- 
tique, maison  domine  encore  le  génie  géométrique; 

?»".  Le  livre  De  numéro  arenœ,  où  se  trouvent  des  connaissances  très- 
diverses,  d'astronomie  et  d'arithmétique  notamment,  et  qui  suffirait 
seul  pour  attacher  au  nom  d'Archinu'de  le  sceau  de  l'immortalité. 

Les  Traités  géométriques  contiennent  des  résultats  admirables,  qui 
ont  créé  ou  établi  sur  leurs  bases  véritables  plusieurs  parties  des 
sciences;  mais  ces  résultats,  par  leur  nature,  ne  sont  pas  d'iuie  ap- 
plication aussi  fréquente ,  dans  les  spéculations  géométriques .  que 
diverses  autres  théories  dont  l'usage  est  pour  ainsi  dire  journalier. 
C'est  pourquoi  Pappus  ne  les  a  pas  conqiris  dans  sa  nomenclature 
des  Traités  propres  à  guider  dans  les  recherches  géométriques. 

Si  ilans  la  marche  suivie  par  Archimede  pour  arriver  à  ses  belles 
découvertes,  on  peut  voir  le  germe  ou  îles  applications  d'une  mé- 
thode spéciale  susceptible  d'extension,  c'est  surtout  dans  la  méthode 
A' exJiaustion  (c'est-à-dire  lY épuisement).  Par  cette  méthode  on  con- 
sidère une  grandeur,  une  courbe  par  exemple,  comme  une  limite  de 
laquelle  s'approchent  de  plus  en  plus  des  polygones  inscrits  et  circon- 
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scrits,  doiil  on  multiplie  le,  nombre  des  côtés,  de  manière  que  la  difl'é- 
rence,  qu'on  épuise  en  cjuelqne  sorte,  devienne  plus  petite  qu'une 
quantité  donnée.  Les  propriétés  des  polygones,  par  exemple  l'expres- 
sion lie  leur  périmètre  ou  de  leur  surface,  indiquent,  par  la  loi  de 
continuité,  les  propriétés  de  la  courbe;  et  l'on  démontre  ensuite 
celles-ci  en  toute  rigueur,  par  le  raisonnement  à  l'absurde. 

On  peut  voir  ici  le  germe  des  méthodes  infinitésimales,  ou  du  moins 
un  procédé  ingénieux  qui  ne  leur  est  pas  étranger.  Mais  ces  méthodes, 
<{ui  reposent  aujourd'hui  sur  des  principes  rigoureux,  et  qui  sont, 
dans  ces  questions  d'Archiniède,  d'une  application  immédiate  et  élé- 
mentaire, ont  remplacé  celles  du  géomètre  de  Syracuse.  On  conçoit 
donc  que  dans  les  principes  de  la  Géométrie  supérieure  que  nous 
avons  ici  en  vue,  de  même  que  dans  un  aperçu  de  l'origine  et  du  dé- 
veloppement des  méthodes  qui  se  rattachent  à  ces  principes,  les  beaux 
théorèmes  d'Archiniède  n'occupent  pas  la  place  que  leur  grande  re- 
nommée semblerait,  au  premier  abord,  leur  assigner. 

Quelques  développements  vont  faire  comprendre  plus  complète- 
ment notre  pensée  sur  cette  partie  de  la  Géométrie  qui  doit  représenter 
Vyiiialjse  géométrique  des  Anciens  et  constituer  les  éléments  de  la 
Géométrie  supérieure. 

La  Géométrie  se  définit  la  science  c[ui  a  pour  objet  la  mesure  et  les 
propriétés  de  l'étendue  figurée.  Cette  définition  indique  deux  divisions 
principales  de  In  science.  Aussi  les  divers  travaux  des  géomètres  diffé- 
rent par  leur  nature,  et  donnent  lieu  d'eux-mêmes  à  cette  distinction. 
Les  uns  se  rapportent  à  la  mesure,  c'est-à-dire  à  l'expression  de  la  lon- 
gueur des  lignes,  de  l'étendue  des  surfaces,  du  volume  des  corps.  La 
détermination  des  centres  de  gravité,  et  beaucoup  d'autres  questions 
qui  se  présentent  dans  les  sciences  physico-mathématiques,  sont  du 
même  genre.  C'est  à  de  telles  questions  que  se  rapporte  spécialement 
la  Géométrie  d'Archiniède.  Ce  sont  ces  questions,  comme  nous  venons 
de  le  dire,  qu'on  traite  aujourd'hui  par  les  méthodes  infinitésimales. 

Les  autres  recherches  mathématiques  ont  pour  objet  les  propriétés 
résultantes  des  formes  et  des  positions  relatives  des  figures,  propriétés 
qui  comprennent  aussi  des  relations  de  grandeur,  mais  qui  sont,  en 
général,  des  relafions  de  .segments  rectilignes,  et  qui  n'exigent  pas 
l'emploi  du  calcul  infinitésimal.  C'est  à  cette  partie  de  la  Géométrie  que 
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se  rapportent  les  ouvrages  (rApolloiiius,  Icls  (jtie  son  grand  l'iaiOi 
des  Conicjues,  et ,  en  général ,  les  Traités  sur  le  lieu  résolu  ou  analjic 
^^éninélrùjuc  des  Anciens.  Cette  partie  est  vaste;  c'est  celle  qui  doit 
aujourd'hui  constituer  spécialement  la  Géométrie  considérée  dans 
l'ensemble  des  méthodes  cpii  lui  sont  propres. 

Quant  à  la  première  partie,  qui  a  pour  objet  le  calcul  des  grandeurs 
curvilignes,  ce  sont  les  méthodes  infinitésimales  qui  lui  conviennent  : 
ce  serait  rétrograder  (pie  de  revenir  à  celKis  d'Archimede,  ou  aux  mé- 
thodes intermédiaires  et  de  transition  deCavaleri,  de  Pascal ,  de  Gré- 
goire de  Saint-Vincent,  de  Wallis,  quelque  puissantes  qu'elles  aient  été 
entre  les  mains  de  ces  grands  géomètres.  Et,  d'ailleurs,  l'emploi  des 
méthodes  infinitésimales  n'implique  pas  l'abandon  des  méthodes  géo- 
métriques pour  le  calcul  algébricpie  des  ^Modernes;  loin  de  là  :  ce  sont 
précisément  les  questions  de  Géométrie  qui  ont  donné  naissance  à  ces 
méthodes,  dans  les  travaux  de  Termat,  comme  dans  ceux  de  Leibnitz 
et  de  Newton. 

Mais  il  ne  faut  pas  croire  que,  par  la  distinction  que  nous  venons 
d'établir,  nous  scindions  la  Géométrie  en  deux  parties  pour  n'en  at- 
tribuer qu'une  à  la  Géométrie  moderne,  et  diminuer  ainsi  le  domaine 
de  la  science  que  les  Grecs  nous  ont  transmise.  Au  contraire,  cette 
Géométrie  des  propriétés  des  figures  est  d'une  application  nécessaire  et 
constante  dans  la  Géométrie  des  mesures.  Celle-ci  ne  saurait  procéder 
seule;  il  est  aisé  de  le  concevoir.  On  y  décompose  les  figures  (lignes, 
surfaces,  ou  volumes)  dans  leurs  parties  élémentaires  qu'on  appelle 
iniiniment  petites,  et  ce  sont  ces  éléments  dont  on  considère  les  pro- 
priétés, soit  pour  les  comparer  entre  eux,  soit  pour  en  faire  la  som- 
mation. Or,  de  même  qu'en  analyse  le  succès,  dans  les  questions  de 
cette  nature  ,  dépend  du  choix  des  variables ,  il  dépend  ici  de  la  forme 
et  des  propriétés  des  éléments,  c'est-à-dire  de  la  manière  dont  on  a  dé- 
composé la  figure  :  c'est  ce  mode  de  décomposition  qui  constitue  la 
question  géométrique,  et  il  exige  essentiellement  la  connais,sance  des 
propriétés  de  la  figure,  et  souvent  des  propriétés  les  plus  intimes  et 
les  plus  cachées  [*].  On  retombe  donc  sur  cette  partie  de  la  Géométrie 

[*]  C'est  ce  quia  fiiit  dire  ;i  AVallis  :  Cycloidis  sic  in  ])artes  su.is  résolu  tioneni.  se- 

2.. 
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(]iii  forme  VyJnnlj se  géomc trique  des  Anci(!ns,  et  (jiii  doit  étie  la  base 
de  notre  Géométrie  supérieure. 

Ainsi,  par  exemple,  dans  le  célèbre  problème  de  rattraction  des 
ellipsoïdes  sur  des  points  extérieurs,  qui  a  offert  pendant  longtemps 
des  difficultés  aux  méthodes  fondées  sur  le  calcid ,  la  difficulté  géo- 
métrique consistait  seulement  dans  la  découverte  de  quel(]ues  proprié- 
tés qui  fissent  connaître  le  mode  convenaljlc  de  déconqjositioii  de  l'el- 
lipsoïde en  ses  éléments:  ce  sont  ces  propriétés  que  Maclaurin  eut  le 
bonheur  de  découvrir,  du  moins  pour  certains  cas  de  la  question. 

On  conçoit  donc  bien  comment  cette  partie  de  la  Géométrie,  (jui  se 
rapporte  plus  spécialement  aux  propriétés  des  figures,  est  aussi  celle 
qui  doit  conduire  au  calcul  de  leurs  mesures,  et  qu'il  n'y  a,  au  fond  , 
(|u'une  Géométrie  générale. 

Néanmoins  il  y  avait  lieu  de  distinguer  les  deux  genres  de  questions 
qui  forment  le  domaine  de  cette  Géométrie  générale. 

Ces  considérations  montrent  combien  est  incomplète  et  dénuée  de 
justes.se,  cette  définition  qu'on  trouve  dans  quelques  ouvrages,  savoir, 
que  la  Géométrie  est  la  science  qui  a  pour  nhjet  la  jmksure  de  l'éten- 
tlue.  On  serait  tenté  de  croire  que  cette  définition  nous  vient  de  quel- 
(pies  arpenteurs  romains,  si  elle  ne  remonte  pas  aux  Égyptiens  ,  qui, 
selon  la  tradition  histori(|ue  ou  fabuleuse,  auraient  créé  cette  science, 
pour  retrouver  l'étendue  primitive  de  leurs  terres  après  les  inonda- 
lions  du  Nil.  Toutefois,  l'origine  de  la  distinction  que  nous  venons 
d'établir  se  peut  apercevoir  dans  Aristote,  qui  regarde  les  mathéma- 
tiques comme  ayant  pour  objet  atléquat  l'ordre  et  la  proportion.  C'est 
aussi  l'idée  de  Descartes,  et  l'on  n'est  pas  surpris  d'avoir  à  citer,  à  la 
suite  de  ces  deux  grands  philosophes  de  l'antiquité  et  des  temps  mo- 
dernes, le  célèbre  auteur  de  la  doctrine  des  Couples,  que  ses  re- 
cherches sur  la  théorie  des  nombres  ont  conduit  à  cette  définition  d'un 
sens  philosophique  si  profond. 

Un  des  beaux  monuments  de  la  Géométrie  des  Anciens,  l'une  de  ses 
j)lus  magnifiques  applications,  est   le  grand  Traité  d'Astronomie  de 


cundum  ipsitis  Anatomiam  vrram,  ostendi....  Sic  egodistribuo  semi-cycloidem,  non  ut 
l.anius,  scil itt yintitnmista,  in  senii-circiiliim... . 
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l'Iolcinéo,  npi)elc  par  r.uitciir  SyiiffLTC  ludlli'Jindtiiiiic ,  expressifui 
fort  juste,  que  les  Arabes,  clans  leur  athniratioii ,  ont  ninplacée  par 
celle  iVyJli}uigp\tr{\v.  Ires-grand  J.  On  a  souvent  cité  clans  cet  ouvrage 
les  principes  et  les  applications  de  la  Trigonométrie  plane  et  s|)liériqne; 
la  consiruction  des  cordes  des  arcs  de  cercle  ;  quelcjnes  lliéorèmes  qin  , 
chez  les  Modernes,  ont  l'ait  la  base  de  la  théorie  des  transversales;  la 
détermination  du  lieu  des  stations  des  planètes,  l'une  des  plus  belles 
questions  de  la  (îéométrie  ancienne,  que  Ptolémée  attribue  à  Apollo- 
nius :  mais,  considéré  sous  uu  point  de  vue  plus  général ,  l'Alniageste 
constitue,  dans  son  enseml)le,  la  solution  d'un  grand  problème  (U- 
Gc^ométrie,  à  savoir,  de  représenter,  par  \ine  combinaison  de  mouvr- 
ments  circulaires  et  de  mouvements  uniformes,  tous  les  phénomènes 
du  mouvement  des  corps  célestes.  Ce  fut  Platon  qui  posa  ce  ])rincipe 
des  mouvements  célestes,  adopté  par  Aristole  et  par  tous  les  philosophes 
grecs,  dont  il  flattait  l'esprit  de  système  et  de  généralisation. 

L'Astronomie  orientale,  mère  de  l'Astronomie  grecque,  semble 
prouver,  par  l(>s  différences  essentielles  qu'elle  présente  avec  celle-ci, 
que  c'est  ce  grand  problème  c]ui  marque  le  véritable  but  des  efforts" 
d'Hipparque  et  Ptolémée,  et  qui  fait  le  caractère  propre  de  leur 
astronomie. 

Les  Tables  du  mouvement  des  astres,  que  les  Grecs  ont  dû  recevoir 
des  Chaldéens  avec  leurs  observations  de  dix-neuf  siècles  consécutifs  , 
étaient  fondées,  si  je  ne  m'abuse,  sin- des  expressions  emj)iriques  ana- 
logues aux  formules  qui  ont  été  longtemps  en  usage  chez  les  jNIodernes; 
et  quand  Ptolémée  dit  qu'Hipparque  a  représenté  par  u'.\  épicycle  le 
mouvement  du  soleil  et  la  première  inégalité  de  la  lune,  mais  que  ses 
efforts  ont  échoué  à  l'égard  de  la  seconde  inégalité  et  à  l'égard  des  pla- 
nètes, cela  ne  doit  pas  signifier  qu'il  n'existait  point  de  Tables  du  soleil 
avant  Ilipparque,  et  que  ce  grand  astronome  n'a  connu  ni  la  loi  nu- 
mérique de  l'évection  lunaire,  ni  celle  du  mouvement  des  planètes. 
Non  ,  ce  ne  peutétre  là  ce  qu'a  voulu  dire  Ptolémée;  cette  interprétation 
fait  naître  trop  de  difficultés  dans  l'histoire  de  l'Astronomie.  Mais  il  :i 
voulu  dire  quTIipparque  n'avait  lait  que  les  premiers  pas  dans  le  grand 
problème  posé  par  Platon,  et  que  lui,  Ptolémée.  a  surmonté  les  diffi- 
cultés géométriques  cpii  avaient  arrêté  ses  devanciers. 

Si  le  principe,  ou  phitcit  le  préjugé  des  (irecs,  sur  les  mouvements 
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célestes,  après  avoir  régné  vingt  siècles  et  imposé  une  loi.  inflexible  à 
Co|icrnic  liii-ménic,  a  été  mis  au  néant  par  les  immortels  travaux  de 
Kepler,  le  grand  ouvrage  de  l'tolémée  n'en  conserve  pas  moins  son  in- 
térêt au  point  de  vue  géométrique.  Mais  c'est  un  de  ces  ouvrages  d'un*- 
lecture  longue  et  pénible  dont  il  serait  bien  utile  qu'on  eût  des  ana- 
lyses précises  et  philosoiiliiques,  <jui  peut-être  sont  trop  rares  aujour- 
d'iuii.  Les  jeunes  géomètres  préfèrent  natm'ellement  les  recherches  di' 
découvertes  aux  recherches  rétrospectives;  celles-là  seules  assureni 
les  piogrès  et  le  développement  de  la  science.  Cependant,  que  mes 
jeunes  auditeurs  de  l'École  normale  me  permettent  de  leur  dire,  dès  ce 
moment,  que,  parmi  les  ouvrages  du  passé,  il  peut  en  être  dont  l'ap- 
préciation intelligente  les  conduirait  à  des  travaux  dignes  de  prendre 
rang  dans  les  fastes  de  la  science. 

J'ose  espérer  qu'on  ne  regardera  |)as  connue  une  digression  étran- 
gère à  mou  sujet,  ces  considérations  sur  l'Almageste  de  Ptolémée ,  si 
elles  montrent  sous  quel  rapport  cette  belle  composition  nous  présente 
une  œuvre  de  pure  Géométrie,  et  surtout  quand  nous  aurons  vu  bien- 
tôt l'analogie  qu'elle  nous  offre,  à  cet  égard,  avec  le  grand  ouvrage  de 
Newton  ,  qui  est  aussi  une  œuvie  de  pure  Géométrie. 

II. 

Dr  la  Ginmi'-tric  an  Moyen  dgr  et  chez  les  Modernes. 

Dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances  historiques,  nous  pourrions 
passer  rapidement  de  la  Géométrie  des  Grecs  aux  temps  modernes. 
Toutefois,  nous  devons  pa3'er  lui  juste  tribut  de  reconnaissance  aux 
Arabes,  qui,  après  le  déclin  de  l'école  d'Alexandrie,  et  quand  l'Oc- 
cident était  j)longé  pour  longtemps  encore  dans  la  barbarie  et  l'igno- 
rance, ont  recueilli  avec  ardeur  et  intelligence  les  débris  des  sciences 
grecques  et  les  connaissances  orientales,  qu'ils  nous  ont  transmises 
vers  le  xii*  siècle.  Leurs  ouvrages  ont  été  le  modèle  de  tous  les  ou- 
vrages européens ,  depuis  cette  époque  et  longtemps  encore  apn  s  le 
xv*"  siècle,  qui  martpie  la  renaissance  des  lettres  et  de  la  civilisation  en 
Europe.  Mais  ce  n'est  pas  toujours  dans  leur  étal  de  pureté  et  d'abs- 
traction ,  que  les  Matfiéu)atiques  grecques  nous  ont  été  transmises  par 
les  Arabes   Ceux-ci  n'avaient  point  recueilli  les  seuls  ouvrages  grecs; 
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ils  avaient  i)uisé  à  un  autre  foyer  de  lumières,  à  la  source  orienlaie  : 
leurs  connaissances  ont  été  un  mélange  oes  coiniaissances  grecques  et 
(les  connaissances  hindoues,  qui  avaient  leur  caractère  particidier. 
Les  Grecs  étaient  surtout  géomètres;  ce  n'est  que  très-tard  que  l'on 
trouve  chez  eux  le  Traité  d'Algèbre  de  Diophante  :  leiu-  Cléomélrie 
était  ])iu"e,  sans  mélange  de  calcul ,  et  leur  goût  pour  cette  partie  lon- 
damentale  des  sciences  mathématiques  se  manifeste  non-seulemeni 
dans  les  ouvrages  d'Euclide ,  d'Archimède ,  d'Apollonius ,  mais  encore, 
comme  je  l'ai  dit  ci-dessus,  dans  leiirs  ouvrages  d'astronomie  ;  car  tout 
V  est  géométrique,  et  les  Tables  des  mouvements  célestes  ne  sont 
elles-mêmes  que  l'expression  numéricjue  de  constructions  géomé- 
triques. Chez  les  Hindous,  au  contraire,  et  chez  les  Persans,  l'Al- 
gèbre paraît  être  la  science  la  plus  cultivée  :  les  théories  algébriques 
s'y  trouvent  dans  une  perfection  surprenante  et  qui  les  distingue  des 
métiiodes  de  Diophante;  enlui  le  génie  du  calcul  se  trouve  même  dans 
leur  Géométrie,  et  je  crois  pouvoir  dire  aussi  dans  leur  Astronomie. 
Les  Arabes  ont  recueilli  avec  le  même  soin  et  la  même  avidité  toutes 
ces  connaissances  d'origine  différente,  et  leurs  ouvrages  ont  porté 
l'empreinte  de  ces  éléments  divers,  qui ,  en  réagissant  les  uns  sur  les 
autres,  enlevaient  aux  différentes  parties  de  la  science  leur  pureté 
naturelle.  C'est  dans  cet  état  que  les  Arabes  nous  ont  transmis  leurs 
connaissances  :  aussi  ne  trouve-t-on  pas ,  dans  nos  ouvrages  du 
xvi*^  siècle  ,  la  distinction  que  les  Grecs  avaient  établie  entre  les  diffé- 
rentes parties  des  Mathématiques;  au  contraire,  toutes  sont  réunies  et 
confondues,  pèle-mèle  pour  ainsi  dire,  dans  le  même  livre:  l'Algèbre 
en  est  la  partie  principale  et  y  fait  une  sorte  d'introduction  à  la  Géo- 
métrie. Dans  celle-ci,  la  partie  pratique,  que  les  Grecs  appelaient  la 
Géodésie,  se  trouve  mêlée  aux  Eléments,  et  )'  tient  la  plus  grande 
place.  Enfin  les  propositions  de  Géométrie  n'ont  plus  le  caractère 
abstrait  de  la  Géométrie  grecque;  c'est  presque  toujours  sur  des  don- 
nées nuuiériques  qu'elles  sont  démontrées. 

Que  Ton  ne  croie  pas  que  mes  observations  unpliquent  ici  la 
moindre  critique  :  les  Arabes  ont  fait  ce  que,  dans  leur  brillante,  mais 
trop  courte  carrière  scientifique,  on  pouvait  légitimement  attendre 
d'eux;  et  nous  n'avons  qu'un  regret  à  exprimer,  c'est  que  leurs  ou- 
vrages ne   nous  soient  encore   connus  que    très-impartaitement.    .\u 
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Ml''  siècle,  ce  sont  les  ouvrages  élémentaires  dans  chaque-partie,  que 
les  traducteurs  nous  ont  transmis;  plusieurs  raisons  expliquent  ce 
clioix  naturel.  Depuis,  cet  amour  tlésinléressé  des  sciences,  qui  avait 
conduit  chez  les  Musulmans  Adelard  de  lîalh  ,  Rodolphe  de  lliiiges , 
(iérard  de  Crémone,  Léonard  de  Fise,  s'est  éteint,  et  les  Modernes, 
confiants  sans  doute  dans  leurs  propres  forces  et  leurs  grandes  décou- 
\ertes,  ont  négligé  d'explorer  les  souices  arahes,  bien  qu'on  pùl 
espérer  d'y  trouver  tout  à  la  fois  d'utiles  documents  sur  des  ouvrages 
grecs  qui  ne  nous  sont  point  parvenus ,  el  sur  les  anciennes  connais- 
sances orientales,  telles  que  l'astronomie  indienne  et  chaldéenne  ,  dont 
l'histoire  est  encore  si  obscure.  Il  faut  espérer  que  ces  sources  arabes, 
si  riches  et  aujourd'hui  faciles  à  explorer,  même  sans  aller  au.  loin,  ne 
larderont  pas  à  piquer  vivement  la  curiosité,  et  à  exciter  le  zèle  des 
érudits  et  des  orientalistes.  Déjà,  nous  le  savons,  ce  sujet  de  recher- 
ches a  fixé  l'attention  de  M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique; 
l'Lurope  savante  lui  saura  gré  de  cette  sollicitude  éclairée. 

A  l'état  de  confusion  qui  caractérise  les  ouvrages  du  xvi*  siècle,  a 
hinitôt  succétlé  une  i-énovation  générale  des  sciences  mathématiques, 
qui  leur  a  donné,  avec  le  caractère  d'abstraction  et  de  généralité  qui 
leur  convient,  des  ressources  puissantes  dont  les  Grecs  n'avaient  point 
eu  l'idée.  Vièle ,  Descartes  et  Fermât  sont  les  premiers  et  les  princi- 
|)aux  auteurs  de  cette  grande  révolution. 

L'Algèbre,  avons-nous  dit,  était  fort  cultivée  à  l'imitation  des  Arabes: 
plusieurs  géomètres  italiens,  Scipion  Ferro ,  Cardan,  Tartalea,  Fer- 
rari y  firent  même  des  progrès  notables,  en  résolvant  les  équations 
du  troisième  et  du  quatrième  degré;  mais  la  constitution  de  cet  art  le 
rendait  peu  susce|)til)le  de  plus  grands  développements  et  d'applica- 
tions bien  importantes.  En  effet,  les  opérations  alors  ne  s'y  faisaient 
(jue  sur  des  nond)res;  l'incoiunie  seule  et  ses  puissances  étaient  repré- 
sentées par  des  signes  (des  mots  ou  des  lettres) ,  comme  dans  Diophante 
et  chez  les  Arabes;  on  ne  figurait  point  d'opérations  sur  ces  signes 
eux-mêmes  :  le  proiluit  de  deux  cpiautités  exprimées  par  des  lettres 
était  représenté  par  une  troisième  lettre. 

On  conçoit  que  cet  état  restreint  et  d'imperfection  ne  constituait  pas 
la  science  algébrique  de  nos  jours,  dont  la  puissance  résuie  dans  ces 
combinaisons  des  signes  eux-mêmes,  fjui  suppléent  au  raisonnement 
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(1  inluilioii ,  cl    (.oiidiiisfnf.  prir  mic  voie  mystérieiisi- ,  aux   icsiiltats 
désirés. 

Ce  (ul  Vicie  qui  cira  cette  science  des  symboles  et  nppril  à  les  sdii- 
inettie  à  toutes  les  opérations  que  l'on  était  accontnnié  d'exécnler  siii' 
des  nombres.  C'est  celte  idée  féconde  (pii  a  fait  de  IWIt^èbre  un  instrn- 
nieiil  iniiversel  des  malbéniaticpies.  Viéte  avait  appelé  cette  science, 
qu'il  ciéait,  logistujite  spécieuse,  calcul  des  ^^^'/z/Ao/m  (speciesi,  et  il 
la  regardait  comme  l'introduction  à  Vart  nnaljtUjue  des  Anciens,  c'est- 
à-dire  à  l'art  de  résoudre  tous  les  problèmes,  nitllnin  non  prohlrnui 
sohere.  En  ellet,  elle  facilitait  merveilleusement  la  mise  en  pratique  de 
la  méthode  analj-ticjuc  de  l'ialon,  puisqu'elle  permettait  de  faire  indis- 
tinctement sur  les  quantités  connues  et  inconnues,  les  mêmes  opéra- 
tions arithmétiques,  et  d'introduire  toutes  ces  quantités,  au  même 
titre,  dans  les  équations  et  dans  le  raisonnement. 

Mais ,  par  la  raison  que  cette  algèbre  ou  logistique  spécieuse  deve- 
nait l'instrument  propre  à  la  marche  analytique,  les  géomètres  ont 
fini  par  l'appeler  elle-même  analjse.  Voilà  comment  ce  terme  analyse 
a  changé  de  sens,  et  signifie  aujourd'hui  l'emploi  du  calcul  al géhvique. 

Par  une  conséquence  naturelle,  on  a  appelé  synthèse  la  (léométiie 
cultivée  à  la  manière  des  Anciens,  parce  qu'on  y  raisonne  directement 
sur  les  propriétés  des  figures ,  sans  faire  usage  des  notations  et  des 
transforma tious  algébriques. 

Cependant  on  a  donné  encore  une  troisième  acception  aux  mots 
analyse  et  synthèse,  qui  est  venue  accroître  la  confusion  que  pouvait 
causer  déjà  le  double  sens  dont  il  vient  d'être  question. 

Dans  les  ouvrages  des  Anciens,  en  général ,  les  théorèmes  sont  par- 
faitement distincts,  et  l'énoncé  de  chacun  précède  sa  démonstration  , 
de  sorte  qu  il  reste  peu  de  traces  île  la  marche  d'invention  cpie  l'auteur 
a  suivie  dans  la  recherche  et  la  découverte  de  ses  propositions  ;  les 
fils  qui  primitivement  ont  uni  ces  différentes  propositions  dans  leur 
ordre  naturel  de  déduction,  sont  rompus.  C'est  ainsi  que  sont  com- 
posés les  ouvrages  d'Euclide,  d'Archimede  ,  d'Apollonius,  et,  chez  les 
Modernes,  le  grand  ouvrage  des  Principes  de  Newton.  Par  cette  raison 
on  a  pensé,  parfois,  que  ce  mode  d'exposition  était  plus  conforme  à 
l'esprit  de  la  méthode  synthétique ,  qu'il  la  constituait  inê'.ne;  et  Ton 
en  a  conclu,  réciproquement,  qu'un  ouvrage  où  les  propositions  sont 
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exposées  siiivanl  l'ordre  des  déductions  rationnelles  qui  a  ont  conduit 
l'autetu-,  n'est  pas  sjrniJK'fiquc ,  mais  bien  arial^ti(jue[*]. 

D'où  résulte,  dans  l'esprit  de  quelques  personnes,  que  la  synthhe 
peut  être  une  méthode  d'ex|)Osition,  et  que  V analyse  est  la  méthode 
de  recherche  ou  d'invention,  l'j-reur  grave;  car,  au  contraire,  un  ou- 
vrage écrit  suivant  la  méthode  de  recherche  ou  d'invention ,  est 
presque  toujours  exclusivement  synthétique,  puisque  toutes  les  fois 
(|u'on  part  de  principes  connus,  et  qu'en  les  combinant  entre  eux  on 
arrive  à  une  nouvelle  proposition,  il  y  A  synthèse. 

L'équivoque  qui  peut  résulter  de  ces  acceptions  diverses  des  termes 
synthèse  et  analyse,  en  mathématiques,  cause  i)arfois  quelque  em- 
barras et  de  l'obscurité  dans  le  langage.  Il  est  à  regretter  que  l'expres- 
sion de  logistique,  employée  si  convenablement  par  Viète  et  longtemps 
après  lui,  nait  pas  été  conservée. 

Il  n'est  nullement  besoin  de  dire  qu'il  ne  faut  pas  confondre  V  ana- 
lyse géométrique  des  Anciens  avec  !a  Géométrie  analytique  des  Mo- 
dernes; la  première  est  précisément  ce  que  l'on  appelle  aujourd'hui 
synthèse,  par  opposition  à  la  Géométrie  analytique. 

Cette  Géométrie  analytique,  dont  il  n'existe  point  de  traces  chez  les 
Anciens,  est  la  grande  conception  de  Descartes;  elle  a  bientôt  changé 
la  face  des  sciences  mathématiques,  et  peut  être  regardée  encore 
aujourd  hui  connue  l'invention  qui  a  le  |)lus  contribué  à  leurs  progrès. 
C'est  l'art  de  représenter  les  lignes  et  les  surfaces  courbes  par  des 
équations  algébriques;  application  magnifique  de  l'instrument  analv- 
lique  que  Viete  venait  de  créei-,  et  qui  ne  doit  pas  être  confondue  avec 
le  simple  usage  de  l'Algèbre  dans  quelques  questions  de  Géométrie. 

Descartes  appela  simplement /r/  Géométrie  le  livre  où  il  exposa  cette 
grande  idée,  dont  il  montra  succinctement  et  avec  clarté  l^^s  consé- 
quences sans  bornes. 

Dans  le  développement  de  cette  métliode  se  trouvent  plusieius  ni\ cil- 
lions algébriques  ,  telle  (jue  la  méthode  si  féconde  des  coefficients  indé- 


[*]  Crouzas  :  '  On  a  donne  le  nom  de  metlio/h;  iinalyti'juc  à  celle  qui  suit,  en  ensei- 
"  gnant,  l'ordre  même  de  l'invention;  et  la  méthode  opposée  a  reçu  celui  de  synthi-- 
1    tique,   n 
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teniiinés,  el  refle  célèbre  rcj,'le  des  signes  di'  DcMaiics,  ainsi  (|ii  on 
l'appelle.  Dans  les  inventions  <.';éoniétricpies  ,  on  distingue  le  problème 
de  mener  les  tangentes  à  toutes  les  tourbes  géométiicpies-  Les  Anciens 
n'avaient  mené  les  tangentes  qu'à  qiieUptes  courbes,  en  petit  nombre, 
et  pour  chacune,  par  des  considérations  particulières  qui  ne  pouvaient 
(aire  naître  l'idée  d'iuie  solution  générale  applical>le  à  toutes  les 
courbes.  Descartes  donna,  de  deux  manières,  cette  solution  générale, 
du  moins  pour  les  courbes  qu'il  considérait  dans  sa  Géométrie,  celles 
qu'on   appelle  indistir)ctetnenl  courbes  groiiu'triqncs  ou  algrhrK/'ies. 

Les  tangentes  forment  l'élément  dont  la  connaissance  est  le  plus 
indispensable  dans  la  théorie  des  coiu'bes,  et  celui  qui  devait  con- 
duire au  calcul  infinitésimal.  Aussi  Descartes,  inspiré  |)ar  son  sens 
profondément  mathématique,  dit-il,  dans  un  passage  de  ses  Lettres, 
que  c'est  le  problème  «   qu'il  a  le  plus  désiré  de  connaître.    » 

On  sait  que  la  GàotiH-trie,  le  Traité  des  météores  et  la  Dioptriquc 
parurent  ensemble,  en  1637,  à  la  suite  du  Discours  de  la  Méthode. 
et  comme  simples  essais  des  règles  que  le  grand  philosophe  venait  de 
donner  pour  la  recherche  de  la  vérité. 

Dans  le  même  temps,  Fermât,  l'un  des  plus  puissants  génies  que 
nous  présente  l'histoire  des  productions  de  l'esprit  humain,  résolut 
aussi  le  problème  général  des  tangentes.  Sa  solution,  dont  le  prin- 
-  cipe  s'étend  aux  courbes  mécaniques  ou  transcendantes,  comme  aux 
courbes  géométriques  de  Descartes,  reposait  sur  des  considérations 
originales  qui  impliquaient  le  calcul  de  l'injini,  et  que  les  géomètres 
les  plus  illustres,  d'Alembert,  Lagrange,  Laplace,  Fourier,  ont  re- 
gardées comme  la  véritable  origine  des  méthodes  infinitésimales,  qui  . 
un  demi-siècle  plus  tard,  dans  les  mains  de  Leibnitz  et  de  iNewton  ,  oui 
complété  la  grande  œuvre  de  Descartes  [*J. 

Fermât  cultiva  aussi  V analyse  géométrique ,  et  laissa,  entre  autres, 


[*  ]  On  peut  dire  que  Leibnitz  lui-même  n'eut  point  contredit  ce  jugement  ;  car  on  lit , 
dans  une  de  ses  Lettres  ;i  AVallis,  ce  passage  où  respire  la  sincérité  qui  convenait  à 
son  grand  esprit,  à  sa  noble  intelligence:  Quod  caliiilum  dijjerentiatem  titlinct ;  fa- 
teor  mutta  ci  esse  coniiiiiiriia  ciini  iis  i/ttœ  et  Tibi  el  Ff.rmatio  aliisque,  iiiw  jam  ipsi 
Archimedi  étant  explorata  ;  fartasse  tamen  res  miilto  longius  nunc  procéda  est,  ut 
inni  rfftci  possint  qua'  antea  etiam  siimmis  Geometris  claiisa  videhaiitiir ,  Hii!;eiiio  ipsn 

3.. 
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Nil  livre  lies  l.iinix  plans,  à  l'instar  (rAj)()lloiiius;  un  TraUi;  du  (Jinitact 
(les  sphères;  une  courte  notice  sur  les  Porisnies ,  dont  il  promettait  de 
rétablir  la  doctrine.  Malheureusement,  Fermât  se  bornait  à  commu- 
niquer à  ses  amis  ses  découvertes,  sans  vouloir  les  publiei-,  et  elles  ne 
nous  sont  point  toutes  parvenues.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  parler  de 
ses  admirables  recherches  sur  la  théorie  des  nombres,  qui  ont  occupé 
depuis  les  plus  grands  géomètres. 

Rolierval,  le  rival  de  Descartes  et  l'émide  de  Fermât  en  plusieurs 
points,  domia  aussi  une  méthode  générale  des  tangentes,  fondée  sur  la 
composition  des  mouvements;  principe  excellent,  mais  dont  l'applica- 
tion n'était  point  aussi  conunune  que  celle  des  méthodes  de  Descartes 
et  de  Fermât,  parce  que  la  uîanière  dont  on  considère,  en  général,  la 
génération  des  courbes  ne  s'y  prétait  pas.  Roberval  donna,  sous  le  litre 
de  Traité  des  Indivisibles,  une  méthode  générale  pour  le  calcul  des 
grandeurs  curvilignes,  la  détermination  des  centres  de  gravité,  etc.; 
méthode  qu'il  avait  puisée,  dit-il ,  dans  une  lecture  attentive  des  œuvres 
d'Arciiimède,  et  qui  était  un  acheminement  naturel  vers  les  nouveaux 
calculs.  Car,  il  faut  le  remarquer,  la  métaphysique  de  ces  métiiodes 
de  transition  était  la  même  que  dans  les  méthodes  inlinitésimales 
jjroprement  dites;  le  grand  avantage  de  celles-ci  fut  dans  l'algo- 
rithme imaginé  par  I.eibnitz.  Roberval  ayant  tardé  à  publier  sa  mé- 
thode, dont  il  faisait  usage  en  secret,  dans  les  luttes  difficiles  et  pas- 
sionnées où  il  se  trouvait  engagé ,  se  laissa  devancer  par  Cavaleri ,  dont 
la  Méthode  des  Indivisibles  eut  une  grande  célébrité  et  d'illustres  secta- 
teurs, Pascal,  Torricelli ,  Schooten  ,  etc.  On  a  de  (Cavaleri  divers  autres 
ouvrages,  notamment  ses  Exercitntiones  geornetricœ,  en  six  livres. 


id  agnoscente  [*].  —  Wallis  lui  repond  :  Qiiod  tuits  Cêtlculus  diffcrentialis  milita  linbet 
i.urn  atiorum  sc/t.iis  communia ,  etiam  ipsius  Jrchiitifdis ;  tu  (pro  candorc  tiio)  libère 
prnjiteris  :  non  taincn  est  inde  minus  œstiniandus.  Nam  milita  sunt ,  tpioriini  prima 
fundamenta  Jiierint  Veteribiis  non  ignota  ;  ita  tamen  intricata  et  d([/icullatis  plenii , 
ut  sint  ca  [nostra  aitate)  rcddita  multo  diliicidiora  et  iisibiis  aptiora. 

[*]  On  voil,  par  ces  paroles,  que  Lcibnit/.  reconnainsuit ,  avec  une  nolilc  sincérité,  ce  qu'il  pou- 
vait devoir  à  ses  devanciers  cl  à  ses  contemporains,  de  même  qu'il  avait  su  gré  à  Huygcns  et  i 
Newton  d'avoir  cité  ses  propres  ilccou vertes  ,  ainsi  qu'il  le  rappelle  lui-même  dans  un  autre  pas- 
sage de  ses  OEuvres,  en  ajoutant  cette  rcMMion  :  ]ia  ijuanlo  quisque  est  doclrina  cxccl/riilioi  ,  tinilo 
plus  sincriitntis,  atquc  humanilnlis  oslendil. 
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(Joui  lo  dernier  contient  de  nombreuses  questions  sur  cette  autre  partie 
de  la  Géométrie,  que  nous  avons  appelée  Vyfnaljse  géométrique  des 
Anciens. 

Pascal ,  dont  le  génie  géométrique  est  proverbial ,  enrichit ,  dans  sa 
trop  courte  carrière,  tontes  les  parties  des  iiiatliématiques.  La  péné- 
tration avec  laquelle  il  appli(]uala  méthode  des  indivisibles  aux  ipies- 
tions  les  plus  difficiles,  le  fit  toucher  de  près  au  calcul  intégral.  11  sni 
découvrir  de  nombreuses  propriétés  de  lacycloide,  cette  courbe  mer- 
veilleuse qui  occupait  alors  tous  les  esprits. 

Sa  supériorité  ne  fut  pas  moindre  dans  cette  autre  partie  qu'on 
pourrait  appeler  la  Géométrie  d' yi pollonius .  La  généralité  de  vues 
qu'il  y  apportait  ne  se  trouvait  encore  que  dans  les  conceptions 
analytiques  de  Viète  et  de  Descartes,  dont  il  n'eut  pas  besoin  de  se 
servir. 

Malheureusement  il  ne  nous  reste  que  quelques  indications  bien  res- 
treintes sur  cette  partie  de  ses  travaux. 

Le  plus  important ,  celui  qui  du  moins  a  eu  le  plus  de  retentisse- 
ment, fut  son  Traité  des  Coniques ,  dans  lequel  il  avait  suivi  une  mé- 
thode nouvelle,  d'une  facilité  et  d'une  fécondité  alors  inconnues,  et 
telles,  comme  nous  l'apprend  le  P.  Mersennc,  qu'un  seul  théorème  se 
prétait  à  quatre  cents  corollaires. 

Cet  ouvrage  et  ceux  de  Desargues,  qui  l'ont  précédé  de  très-peu 
de  tenqis ,  donnaient  à  l'Analyse  géométrique  des  Anciens  une  marche 
plus  rapide  et  plus  hardie;  ils  marquent  l'origine  d'une  partie  de 
nos  méthodes  du  xix*^  siècle  :  je  vais  donc  m'y  arrêter  quelques 
instants. 

Les  Anciens  avaient  considéré  les  sections  coniques  dans  le  cône,  ou 
dans  le  solide,  suivant  leur  expression;  c'esl-à-du-e  qu'ils  avaient 
connu  ces  courbes  en  coupant  par  un  plan  un  cône  à  base  circulaire. 
Des  propriétés  du  cercle  qui  forme  la  base,  ils  avaient  conclu  une  pro- 
priété des  sections  coniques;  c'était  une  relation  entre  l'ordonnée  et 
les  segments  que  celle-ci  fait  sur  l'axe  de  la  courbe.  De  cette  relation, 
que  nous  appelons,  en  Géométrie  analytique,  V équation  de  la  courbe, 
ils  déduisaient,  par  la  seule  force  du  raisonnement,  les  propriétés  des 
sections  coniques,  sans  se  servir  davantage  du  cône  dans  lequel  ils 
avaient  d'abord  considéré  ces  courbes. 
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Desargues,  géomètre  actif  et  pénétrant,  qui  cultivait  toutes  les  par- 
ties des  sciences  et  y  apportait  un  esprit  de  généralisation  rare  ,  conçut 
l'idée  d'appliquer  aux  coniques  les  propriétés  mêmes  du  cercle  qui 
servait  de  hase  au  cône,  et  de  simplifier  par  là  la  recherche  et  la 
démonstration  de  ces  propriétés,  souvent  pénihle  dans  l'ouvrage  d'A- 
pollonius. 11  reconnut  aussi  que,  par  ce  moyen,  les  démonstrations 
relatives  à  l'une  des  trois  courbes  s'appliquent  d'elles-mêmes  aux 
deux  autres,  malgré  Icuus  difféiences  de  figures:  idée  profonde  et 
lieureuse;  car  les  Anciens  distinguaient  essentiellement  les  trois  cour- 
be», et  employaient  des  démonstrations  différentes.  Enfin  il  découvrit, 
entre  autres,  une  belle  et  féconde  propriété  de  ces  courbes,  celle 
([u'il  appela  Involution  de  six  points,  propriété  qui  a  pris  U!i  grand 
développement  dans  certaines  théories  de  la  Géométrie  moderne. 

C'est  la  méthode  de  Desargues  que  l'ascal  a  suivie  dans  plusieurs 
de  ses  recherches,  notamment  dans  son  Traité  des  Coniques.  Il  ne 
nous  est  parvenu,  de  ce  célèbre  Traité,  qu'une  notice  très-succincte  de 
Leibnitz,  qui  nous  fait  connaître  les  titi'es  des  six  parties  qui  le  com- 
|)osaient.  Mais  cet  ouvrage  avait  été  précédé  d'un  ])remier  jet ,  sous 
le  litre  iV Essai  pour  les  coniques,  qui  fait  partie  des  deux  volumes 
consacrés,  dans  l'édition  deBossut ,  aux  recherches  mathématiques  de 
Pascal.  C'est  dans  cet  Essai  que  se  trouve  le  fameux  théorème  sur 
l'hexagone  inscrit,  que  Pascal  appelait  hexagrannne  vijsiicjue.  Ce 
théorème  exprime  une  propriété  simple  et  fort  belle  de  .six  points 
quelconques  pris  sur  une  conique.  Cinq  points  suffisent  pour  déter- 
miner la  courbe:  on  conçoit  dès  lors  que  cette  propriété,  relative  a 
un  sixième  j)oint,  servait  à  décrire  la  courbe  et  la  définissait  complè- 
tement; qu'elle  devait  donc  avoir  des  conséquences  innombrables 
comme  Y  équation  dans  le  système  de  Descartes. 

Dans  cet  opuscule,  Pascal  reconnaît  ce  qu'il  doit  à  Desargues; 
il  dit,  au  sujet  du  théorème  de  l'involution  de  six  points  :  «  Nous 
»  démontrefons  la  propriété  suivante,  dont  le  premier  inventeur  est 
»  M.  Desargues,  Lyonnais,  un  des  grands  esprits  de  ce  temps,  et 
»  des  plus  versés  aux  n)athémafiques,  et,  entre  autres,  aux  coni- 
»  ques;  dont  les  Écrits  sur  cette  matière,  quoique  en  petit  nombre. 
»  en  ont  jdonné  un  ample  témoignage  à  ceux  qui  auront  voulu  en 
»  recevoir  l'intelligence.  Je  veux  bien  avouer  que  je  dois  le  peu  que 
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»  j'ai  trouvé  sur  cette  matière,  à  ses  Écrits,  et  que  j'ai  tàclH-  (rimiler, 
»  aut;>rit  qu'il  m'a  été  possible,  sa  méthode  sur  ce  sujet —  La  pro 
»   priélé  merveilleuse  dont  est  quesliou  est  telle —    » 

Desargues  ne  se  borna  pas  aux  spéculations  des  mathématiques 
pures;  il  traita  de  leurs  applications  aux  arts.  Il  écrivit  sur  la  per- 
spective, la  gnomonique  et  la  coiq)e  des  pierres;  et,  eu  apportant 
dans  toutes  ces  parties  la  même  supériorité  de  vues  et  les  mêmes 
principes  de  généralisation,  il  les  traita  par  des  méthodes  rigoureuses 
et  mathématiques.  C'était  une  innovation  véritable  :  car  une  partie  des 
règles  ou  des  pratiques  que  Ton  suivait  dans  ces  arts,  étaient  sans 
base  réelle  et  souvent  fautives:  aussi  Desargues  eut  de  nombreux  dé- 
tracteurs; la  routine  et  l'ignorance  disputèrent  le  terrain  pied  à  pied, 
et  il  fut  enjoint  au  célèbre  graveur  Bosse  de  cesser  d'enseigner  les 
pratiques  de  la  perspective  du  sieur  Desargues,  dans  ses  leçons  à  l'A- 
cadémie de  peinture.  Pour  la  coupe  des  pierres,  Desargues  offrit  de 
défendre  la  bonté  de  ses  méthodes  contre  les  attaques  de  l'architecte 
Curabelle,  par  un  pari  de  cent  mille  livres  :  le  défi  fut  accepté  pour 
cent  pistoles;  mais  il  n'eut  pas  de  suite,  parce  qu'on  ne  put  s'entendre 
sur  le  choix  des  juges  du  débat,  c  Desargues,  nous  apprend  Curabelle, 
«  voulait  s'en  rapporter  au  dire  d'excellents  géomètres  et  autres  per- 
»  sonnes  savantes  et  désintéressées,  et,  en  tant  qu'il  serait  de  besoin, 
))  aussi  des  jurés-maçons  de  Paris.  »  «  Ce  qui  fait  voir  évidemment, 
»  ajoute  Curabelle,  que  ledit  Desargues  n'a  aucune  vérité  à  déduire 
»  qui  soit  soutenable,  puisqu'il  ne  veut  pas  de  vrais  experts  pour  les 
»  matières  en  conteste;  il  ne  demande  que  des  gens  de  sa  cabale, 
»  comme  de  purs  géomètres,  lesquels  n'ont  jamais  eu  aucune  expé- 
u  rience  des  règles  des  pratiques  en  question ,  et  notamment  de  la 
»  coupe  des  pierres  et  l'architecture  qui  est  la  plus  grande  partie  des 
»  œuvres  de  question  ,  et  partant  ils  ne  peuvent  parler  des  subjections 
»  que  les  divers  cas  enseignent » 

J'ai  cité  ces  détails  que  j'extrais  d'une  brochure  rare  et  peu  connue 
de  Curabelle,  parce  que  rien  ne  pourrait  mieux  faire  apprécier  quel 
était  l'état  des  arts  de  construction  il  v  a  i\i^\\\  siècles;  et  qu'ils  prou- 
vent bien  que  ce  fut  Desargues  qui  eut  le  mérite  d'introduire,  notam- 
ment dans  la  coupe  des  pierres,  les  princij)es  rigoureux  de  la  Céomé- 
trie,  à  la  place  des  pratiques  empiriques  qu'on  y  suivait  alors. 
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Desargues,  malgré  divers  passages  des  Lettres  de  Uî-scartes  et  de 
Fermât,  qui  s'accordent  à  Je  montrer  comme  un  géomètre  d'un  mé- 
rite rare,  a  été  fort  négligé  par  les  biographes  et  les  liistoriens  des 
Mathématiques.  M.  Poncelet,  en  signalant,  le  premier,  l'esprit  géné- 
ralisateur  qui  domine  dans  toutes  ses  recherches  ,  et  les  services  dont 
les  méthodes  delà  Géométrie  moderne  et  les  arts  de  construction  lui 
sont  redevables,  l'a  appelé  le  MotVf^e  de  son  siècle.  Nous  partageons 
pleinement  l'opinion  de  ce  juge  si  compétent. 

Je  suis  obligé  de  passer  ici  sous  silence  une  foule  de  géomètres  qui 
tiennent  une  place  distinguée  dans  l'histoire  de  la  science;  car  ce 
wii"  siècle  a  été  peut-être  le  plus  fécond  en  mathématiciens,  et,  bien 
que  l'Analyse  de  Viète  et  la  Géométrie  de  Dercartes  aient  enlevé  de 
nombreux  disciples  aux  anciennes  méthodes,  ce  siècle  marque  une 
époque  des  plus  glorieuses  poiM- cette  partie  même  des  Mathématiques. 

11  me  suffira  de  citer  Kepler,  Huygens  et  Newton,  dont  les  travaux 
admirables  ont  élevé  le  plus  bel  édifice  dont  s'honore  l'esprit  hiunain. 

Ke])ler  donna  une  extension  considérable  aux  belles  spéculationsd'Ar- 
chimede,  en  calculant  les  volumes  d'un  grand  nombre  de  solides  dont 
les  sphéroïdes  et  les  conoides  du  géomètre  grec  n'étaient  que  des  cas 
particuliers.  Sa  méthode,  fondée  sur  l'idée  de  l'infini,  ouvrait  un  nou- 
veau champ  de  recherches,  et  conduisit  bientôt  à  celle  des  indivisibles. 

Avec  les  seules  ressources  mathéu)atiqties  dont  se  servait  Ptolémée, 
et  à  force  de  méditations  et  de  calculs  longtemps  infructueux,  Kepler 
i)arvint  à  la  connaissance  des  véritables  lois  du  mouvement  des  cor|)s 
célestes;  découvertes  sublimes  qui  inspirent  pour  le  génie  de  l'auteur 
une  admiration  égale  à  l'étendue  de  leurs  conséquences. 

lluvgens,  quoiqu'il  sût  à  fond  la  méliiode  de  Descartes  .  resta  fidèle 
a  celle  des  Anciens,  où  son  génie  sut  triompher  des  plus  grandes  diffi- 
cidtés,  de  celles  même,  parfois,  que  Leibnitz  et  Jacques  Bernoulli 
avaient  pu  croire  être  réservées  aux  méthodes  infinitésimales. 

Aussi  Newton,  qui  lui  donnait  le  surnom  de  grand,  le  proclamait 
«  le  plus  excellent  imitateur  des  Anciens,  admirables,  suivant  lui, 
»  par  leur  goût  et  la  tonne  de  leurs  démoiitrations.  y>  Le  sentiment 
de  Leibnitz,  exprimé  dans  plusieurs  passages  de  ses  œuvres,  n'est  pas 
moins  exjHicite.  Qu'il  nous  suffise  de  citer  ces  simples  paroles:  «  Huge- 
»  nius  iiulli  Mathematicorum  nostri  sioculi  secundus....   » 
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Nous  ne  rappellerons  pas  ici  tous  les  résultais  imporlaiils  rpi'on 
doit  à  la  sagacité  triliiyjjens,  ime  séance  ne  pourrait  suffire;  ils  s'é- 
tendent sur  toutes  les  parties  des  Matliéinatiipies  et  sur  les  sciences  na- 
turelles qui  en  dépenderil  :  la  Physique ,  l'Astronomie,  la  Mécanique. 
Bornons-nous  à  rappeler  que,  dans  le  seul  Traité  de  I/oroloi^io  oscil 
hitorio,  composé  par  Iluygens  fpiand  il  résidait  en  France,  se  trouvent 
cette  théorie  des  développées,  l'une  des  plus  belles  découvertes  de 
la  Géométrie  moderne,  et  les  lois  de  la  force  centrifuge,  deux  choses 
dont  la  connaissance  était  nécessaire  à  Newton  pour  entreprendre  son 
grand  ouvrage  des  Principes  iii'nfliéiiiaticjues  de  la  phih^snpltie  ruiturelle. 

C'est  dans  ce  livre  impérissable  que  Newton  a  posé  le  principe  de  la 
gravitation  universelle,  qui  comprend  ,  dans  ses  conséquences  ,  les  lois 
de  Kepler  et  toute  la  phoronomie  des  corps  célestes. 

Toutefois,  quelque  éclat  que  cette  grande  découverte  ait  répandu, 
dans  le  monde,  sur  le  nom  de  Newton,  ce  n'est  pas  cette  découverte 
elle-même  que  les  géomètres  ont  le  plus  admirée,  et  qui  atteste  le  plus 
le  génie  mathématique  de  l'auteur.  L'idée  d'une  attraction  mutuelle 
des  corps  était  alors  dans  tous  les  esprits  ;  Kepler,  Bacon,  Fermât,  Ro- 
berval,  Hevelius,  Tlook  ,  l'avaient  émise  et  en  avaient  entrevu  les  con- 
séquences. La  loi  relative  aux  distances  était  inconnue,  il  est  vrai, 
et  fut  la  première  découverte  de  Newton;  mais  elle  ne  pouvait  rester 
longtemps  cachée.  Aussi,  ce  qu'il  y  a  de  plus  digne  d'admiration  dans 
Newton  ,  et  ce  qui  eût  pu  rester  longtemps  à  faire  dans  d'autres  mains, 
ce  sont  les  développements  mathématiques  qu'il  a  su  donner  à  ce  prin- 
cipe, poiu"  en  tirer  la  connaissance  des  lois  dynamiques  et  géométriques 
du  mouvement  des  corps  célestes;  c'est  d'avoir  composé  ce  beau  mo- 
nument de  son  génie  ,  par  les  méthodes  et  avec  les  seules  ressources  tic 
la  Gi'Oinéfrie  des  .'anciens. 

Ptolémée,  avons-nous  dit,  avait  fondé  uiie  cinématique  des  corps 
célestes  sur  le  principe  unique  de  mouvements  circulaires  et  uniformes, 
mais  sans  faire  acception  des  causes  de  ces  mouvements  ou  des  forces 
qui  les  produisent. 

L'ouvrage  de  Newton  était  fondé  aussi  sur  un  principe  unique,  mais 
ce  princiiîe  était  vrai  et  fécond;  il  comprenait  tout.  Les  conséquences 
qu'il  s'agissait  d'en  tirer  embrassaient  et  les  mouvements  des  corps  cé- 
lestes, et  les  forces  qui  les  animent. 
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Toutefois  le  livre  de  Newton  et  l'Almageste  ont  quelque  chose  de 
commun  :  c'est  la  méthode  ,  qui  est  la  même  dans  les  deux  ouvrages. 
(]ar  Newton  ,  malgré  ses  brillantes  découvertes  dans  les  nouveaux 
calculs,  avait  conservé  une  telle  estime  pour  la  Géométrie  des  An- 
ciens, qu'il  la  suivit  dans  tout  le  cours  de  son  grand  ouvrage,  oppo- 
sant ainsi  aux  futurs  incrédules  des  preuves  incontestables  des  res- 
sources que  celle  Géométrie  pouvait  offrir  dans  les  spéculations  les 
plus  relevées.  On  peut  croire  que  Newton  eût  craint  de  rester  au-des- 
sous d'Huygens,  dont  il  admirait  tant  le  génie  géométrique,  s'il  n'eût 
pas  montré  qu'il  savait,  comme  lui,  se  servir  de  cette  méthode  natu- 
relle et  lumineuse  des  Mathématiques  anciennes  [*]. 

Non-seulement  le  livre  des  Principes  atteste  toute  l'estime  de  Newton 
pour  cette  Méthode,  mais  l'illustre  auteur  ne  négligeait  aucune  occa- 
sion de  manifester  à  ce  sujet  ses  sentiments.  Pemberton ,  qui  vécut  dans 
son  intimité,  nous  rap]^orte  qu'il  se  reprochait  de  n'avoir  point  encore 
assez  cultivé  cette  Géométrie  de  l'école  grecque;  qu'il  approuvait 
l'entreprise  de  Hugue  de  Omérique  de  rétablir  l'ancienne  analyse,  et 
qu'on  l'entendait  souvent  faire  de  grands  éloges  du  Traité  De  sectione 
ratinnis,  qui,  suivant  lui,  développait  mieux  la  nature  de  c^X\&  ana- 
lyse qu'aucun  autre  ouvrage  de  l'antiquité. 

On  ne  peut  parler  du  goût  de  Newton  pour  la  Géométrie  des  An- 
ciens, sans  nommer  aussitôt  Halley  et  Maclaurin,  promoteurs  émi- 
nents  de  ces  belles  méthodes.  Halley,  qui  joignait  à  la  science  et  à 
l'habileté  du  grand  astronome  une  érudition  profonde  et  la  connais- 
sance des  mathématiques  anciennes,  contribua  puissamment  à  en  ré- 
pandre le  goût  et  à  en  montrer  l'usage,  par  la  reproduction,  dans  de 
magnifiques  éditions  grecques  et  latines,  des  ouvrages  anciens ,  et  par 
ses  propres  travaux. 

Il  sulfit,  pour  apj)récicr  l'enthousiasme  que  lui  inspirait  la  beauté 
de  ces  méthodes  et  la  foi  qu'il  avait  dans  leur  puissance  et  leur  utilité, 
de  se  souvenir  que  son  désir  ardent  de  connaître  le  Traité  de  la  Section 
de  raison,  qu'il  venait  de  découvrir  dans  les  manuscrits  de  la  biblio- 


(*)  Cette  n'-flexion  a  ctc  faiif  par  iM.  le  baron  Maurice,  dans  une  excellente  Notice 
snr  la  vie  et  les  travaux  d'Huyyens. 
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thoqno  I5o(IU''ionno,  Iv  porta  aussitôt,  malf^rr  ses  fçraiulcs  occiipalions 
astroiioriiiciiics ,  i'i  rliiciioi-  l'aivilK"  pour  traduire  et  coiinnenler  bierilôt 
le  livre  précieux  qui  lui  a  dû  le  jour  chez  les  Moflernes.  (î'est  aussi 
après  une  révision  sur  un  texte  hébreu.  (pTii  doiuia  une  nouvtdie 
édition  des  s|)liériques  de  Méuélaiis. 

Les  recherches  originak^s  (hi  grand  astronome;  sa  méthode  pour 
calculer  les  éléments  parah<)li(|ues  des  comètes,  méthode  dont  l'heu- 
reux usage  lui  |)ermit  de  prédire,  pour  la  première  fois,  le  retour 
d'un  de  ces  astres  errants  et  de  les  rattacher,  comme  les  planètes,  à 
notre  système  solaire;  le  procédé  qu'il  indiqi^a  |)Our  faire  servir  les 
passages  de  Vénus  à  ime  détermination  de  la  parallaxe  du  soleil ,  plus 
exacte  et  plus  sûre  que  celles  qu'on  avait  obtenues  jusqu'alors  ;  ces 
recherches,  dis-je,  offrent,  ainsi  que  le  grand  ouvrage  de  Newton,  la 
preuve  manifeste  des  ressources  que  renferment  les  méthodes  de  la 
pure  Géométrie.  Elles  démontrent  Terreur  où  l'on  est  tombé  quand . 
l'imagination  remplie  des  merveilleux  résultats  de  l'Analyse  dans  ses 
premiers  développements,  on  a  pensé  que  ces  méthodes  avaient  peu  de 
portée,  et  qu'elles  n'avaient  plus  de  valeur  que  comme  aliment  offert 
à  la  curiosité  et  à  IVsjirit  inquiet  d(>  l'antiquaire  et  de  l'érudit.  Nos 
spéculations  actuelles  seraient-elles  d'un  ordre  plus  relevé  que  celles 
de  Kepler,  de  Iluygens,  de  Newton,  de  Halley  ?  Personne  ne  le  dira. 
Il  faut  donc  croire  que  la  Géométrie,  considérée  dans  ses  développe- 
ments et  ses  applications  ,  sera  ,  dans  tous  les  temps,  un  noble  et  utile 
exercice  de  l'esprit. 

Ah!  combien  est  juste  cette  réflexion  d'un  grand  homme,  dont  les 
talents  éminenls  ont  su  faire  servir  tout  à  la  fois  les  armes  et  les  sciences 
à  la  gloire  et  à  la  défense  de  la  patrie  :  «  Lorsqu'on  pense  que  c'est 
M  cette  Géométrie  qui  fut  si  féconde  entre  les  mains  des  Archimède . 
»  des  Hipparque,  des  Apollonius;  que  c'est  la  seule  qui  fut  connut 
»  des  Neper,  des  Vièle ,  des  Fermât,  des  Descartes,  des  Galilée,  des 
»  Pascal,  des  Huygens,des  Roberval;  que  les  Newton,  les  Halley,  les 
»  Maclaurin  la  cultivèrent  avec  une  sorte  de  prédilection,  on  peut 
»  croire  que  cette  Géométrie  a  ses  avantages  !  [*]   » 

[']  Carnot;  Géométrie  de  position  ,  Dissortalioii  prciiininaire. 
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Maclaiiriii  fut  un  dii^nc  continuateur  de  Newton ,  el  par  la  nature 
(les  questions  tle  pliilosopliie  naturelle  qu'il  traita  ,  et  en  restant  fidèle 
à  la  Géométrie  des  Anciens. 

Dans  la  célèbre  question  de  l'attraction  des  ellipsoïdes,  qui  avait  pris 
naissance  dans  le  livre  des  Principes,  mais  dont  Newton  n'avait  traité 
que  le  cas  le  plus  sinqjle,  Maclaurin  parvint,  par  les  seules  ressources 
de  cette  méthode,  à  des  résultats  que  l'Analyse  elle-même  a  longtemps 
admirés.  C'est  pour  les  besoins  de  cette  question,  que  Maclaurin 
considér.i.  le  premier,  ces  ellipsoïdes  liomofocaux  qui  ont  donné  lieu  à 
l'une  des  plus  importantes  théories  de  la  Géométrie  moderne,  qui  em- 
brasse les  lignes  de  courbure,  comme  les  lignes  géodesiqnes  de  ces  sur- 
faces, et  ont  offert  à  l'Analyse  un  puissant  principe  de  transformations. 

Maclaurin  cultiva  aussi  la  théorie  des  courbes,  par  la  méthode  de 
Descartes,  dans  sa  Géométrie  or^^anic/ue,  et  par  la  Géométrie  pure 
dans  son  Traité  des  Courbes  du  troisième  ordre,  où  il  fit  connaître 
pour  la  première  fois  de  fort  belles  propriétés  de  ces  combes.  Ce 
second  ouvrage,  où  la  facilité  et  la  brièveté  des  démonstrations 
s'unissent  à  la  beauté  des  résultats  ,  se  rattache  essentiellement  aux  mé- 
thodes de  la  Géométrie  moderne,  et  y  forme  la  base  d'iuie  théorie  qui 
a  déjà  fixé  l'attention  de  quelques  géomètres  et  qui  doit  prendre  une 
grande  extension. 

Après  Maclaurin  ,  on  trouve  encore  Mathieu  Stewart ,  qui  essaya  de 
traiter  par  la  seule  Géométrie  quelques-unes  des  grandes  questions  du 
.système  du  monde,  telles  que  la  distance  du  soleil  à  la  terre,  le  pro- 
blème des  trois  corps,  etc.  ;  mais  les  succès  rapides  de  l'Analyse  dans 
les  mains  des  Rernoulli,  de  Clairaut,  d'Euler,  de  d'Alembert,  ôtaient 
toute  opportunité  à  ces  recherches  <|ui  ne  parurent  plus  offrir  de 
chances  de  succès.  Mathieu  Stewart  sadonna  aussi  à  V ^luiljse  géo- 
métrique des  Anciens,  dans  le  but  spécial  d'en  accroître  les  ressources. 
Dans  le  siècle  précédent,  les  géomètres  s'étaient  occupés  plus  particu- 
lièrement de  rétablir  les  Traités  siu-  lesquels  Pappus  nous  avait  laissé 
(juelques  données.  .Mathieu  Stewart  entra  dans  une  voie  nouvelle  ,  et  fit 
un  pas  de  plus;  il  composa  deux  ouvrages  qui  n'étaient  point  l'imi- 
tation d'ouvrages  grecs.  L'un,  intitulé  :  Quelques  tliéorèmes  généraux 
d'un  grand  usage  dans  les  hautes  inatliémntiques,  renferme  de  beaux 
théorèmes,  dont  une  partie  n'a  pas  encore  été  démontrée. 
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Dans  lo  imnic  temps,  Robert  Simsoii  composait  son  célèbre  Traité 
des  Porismes,  et  restituait  les  Lieux  plans  et  les  deux  livres  de  la  Sec- 
tion déterminée ,  d'Apollonius.  Ce  géomètre  avait  préparé  une  édition 
«les  Collections  nuuhéniati(jiies  dePappiis;  il  est  à  regretter  (|u'il  ne  l'ait 
pas  mise  au  jour  [*]. 

Depuis,  c'est  surtout  en  s'occupanl  de  la  doctrine  des  Porismes,  que 
les  géomètres  anglais  oui  sui\  i  la  forte  impulsion  qu(;  Newton  et  Ma- 
claurin  avaient  donnée  à  la  culture  des  méthodes  anciennes. 

L'un  des  derniers  ouvrages  de  ce  geiu-e  est  un  Mémoire  de  haute 
Géométrie,  qu'on  trouve  dans  les  Transactions  philosophicjnes  de  la 
Société  royale  de  Londres ,  de  1798.  Le  nom  de  l'auteur  ne  se  lit  peut- 
être  pas  sans  quelque  étonnement  :  c'est  celui  d'un  illustre  contempo- 
rain (lord  Rrougliam),  que  des  travaux  fort  différents  ont  porté  aux 
plus  hautes  dignités  de  ll^tat  et  à  in  première  magistrature  <.\\\  Parle- 
ment. 

Mais  pendant  ce  temps,  en  France  et  eu  Allemagne,  on  cultivait 
l'analyse  de  Descartes  et  le  calcul  de  Leibnitz,  et  l'on  appliquait  les 
ressources  merveilleuses  de  ces  puissantes  méthodes  à  une  foule  de 
problom(>s  nouveaux,  et  principalement  au  développement  des  grandes 
questions  qu'avait  posées  ou  fait  naître  l'ouvrage  de  Newton. 

Cependant  la  Géométrie,  cultivée  à  la  manière  de  Descartes,  sinvit 
le  cours  de  ses  progrès  naturels.  Apres  que  Clairaut,  à  l'âge  de  seize 
ans,  avait  appliqué  l'analyse  inlinifésimale  aux  lignes  à  double  cour- 
bure, Euler  créa  la  belle  et  importante  théorie  de  la  courbure  des  sur- 
faces ,  qui  prit  bientôt  une  grande  extension  dans  les  ouvrages  de 
Monge  et  de  l'un  de  ses  plus  illustres  disciples. 

Euler,  dont  l'esprit  éminemment  fécond  s'appliqua  à  toutes  les  par- 
ties des  Mathématiques,  enrichit  les  Eléments  de  la  Géométrie  du 
théorème  qui  établit  une  relation  entre  les  nombres  des  faces,  des 
sommets  et  des  arêtes  d'iu)  polyèdre. 

Ce  théorème  d'Euler  et   la  belle  théorie  des  polyèdres  d'un  ordre 


[*]  On  sait  que  M.  Peyrard,  à  qui  nous  devons  la  belle  édition  des  Étcments  d'Eu- 
clide  et  des  Oliuvres  d'Archimède,  avait  préparé  de  pareilles  traductions  de  plusieurs 
autres  ouvrages  anciens,  notamment  du  tirand  Traité  des  Sections  coniques  d'Apollo- 
niws,  mais  que  la  mort  l'a  surpris  avant  qu'il  eût  achevé  l'impression  de  cet  ouvrage. 
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supérieur,  cl<;  M.  Poinsot,  avaient  conduit  un  jeune  géomètre  à  deux 
Mémoires  remarquables,  qu'on  ne  peut  se  rappeler  sans  éprouver  le 
regret  que,  depuis,  l'illustre  auteur  ait  consacré  exclusivement  à  l'A- 
nalyse les  ressources  de  son  génie  u)atlién)ati(]ue. 

Nous  ne  devons  point  omettre,  avant  de  clore  cet  aperçu  des  travaux 
qui  ont  précédé  le  xix"  siècle,  Y  Introduction  à  l'anal/se  des  lignes 
courbes,  de  Cramer,  qui  a  souvent  servi  de  guide  dans  les  applications 
de  l'analyse  à  cette  vaste  théorie  des  lignes  courbes. 

III. 

De  tu  Géométrie  au  xix''  sièctc. 

Ees  ouvrages  qui,  au  commencement  du  siècle  présent,  ont  eu 
une  heureuse  influence  sur  la  marche  et  les  progrès  de  la  Géométrie  , 
sont ,  à  des  titres  différents  ,  ceux  de  Monge  et  de  Carnot  :  de  Monge, 
la  Géométrie  descriptive  et  le  Traité  de  V application  de  V Analyse  à 
In  Géométrie;  de  Carnot,  la  Géométrie  de  position  et  la  7'héorie  des 
Transversales. 

Ces  ouvrages,  en  agrandissant  les  idées,  en  inspirant  aux  jeunes 
mathématiciens  le  goût  des  recherches  de  boime  Géométrie,  leur  of- 
fraient des  méthodes  et  des  ressources  nouvelles. 

T,a  Géométrie  descriptive  a  pour  objet  de  représenter  sur  un  plan  , 
surface  à  deux  dimensions,  les  corps  qui  en  ont  trois;  ou  ,  en  d  autres 
termes,  de  réunir  dans  une  figure  plane  tous  les  éléments  nécessaires 
pour  faire  connaître  la  forme  et  la  position,  dans  l'espace,  d'une 
figure  à  trois  dimensions. 

Lue  conséquence  de  cette  représentation  ,  c'est  que  l'on  exécutera 
.sur  cette  figure  plane  elle-niènie,  les  opérations  géométriques  répon- 
dant à  celles  que  l'on  aurait  à  faire  sur  la  figure  à  trois  dimensions. 

Sous  ce  yjoint  de  vue  général ,  on  conçoit  que  la  Géométrie  descrip- 
tive a  dû  exister  dans  tous  les  temps.  Et,  en  effet,  c'est  par  des  dessins 
sur  ime  aire  plane,  que  les  appareilleurs  et  les  charpentiers  ont,  dans 
tous  les  temps ,  déterminé  les  formes  des  corps  à  trois  dimensions  , 
qu'ils  avaient  à  construire. 

On  possédait  même  plusieurs  Traités,  et  de  bons,  de  Philibert  De- 
lorme  ,  de  Mathurin  .Tousse,  du  P.  Derand  ,  de  I^elarue,  sur  l'art  du 
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trait  applique''  à  l;i  coii|)e  des  pierres  (!t  a  la  cliarpenle.  Dcsaigiics  avait 
fàil  un  pas  (Je  plus,  en  uiunliant  l'analogie  qui  existait  entre  îles  pro- 
cédés divers,  et  en  rattachant  ceux-ci  à  des  principes  communs.  Kn 
dernier  lieu,  Frézier,  officier  du  génie,  qui  apj)réciait  le  mérite  des 
conceptions  de  Desarj^ues,  avait  donné  suite  à  ses  idées  de  généralisa- 
tion et  d'abstraction  matliéniali(pie,  dans  son  7ifiitc  de  Stciéoloiuie, 
ouvrage  où  se  trouvent,  avec  les  applications  à  la  coupe  des  pierres, 
plusieurs  questions  sous  une  forme  abstraite,  telles  que  le  développe- 
ment des  surfaces  coniques  et  cylindriques  ;  la  théorie  de  l'intersection 
de  ces  siu-faces  entre  elles  et  avec  la  sphère;  la  manière  de  représenter 
une  ligne  à  double  courbure  par  ses  projections  sur  des  plans;  etc. 

Toutefois,  on  n'avait  pas  songé  à  rattacher  toutes  ces  questions  à  un 
petit  nombre  d'opérations  abstraites  et  élémentaires,  et  surtout  à  pré- 
senter celles-ci  dans  un  traité  spécial  et  sous  un  titre  particulier,  qui 
leur  ilonnàt  un  caractère  de  doctrine  indépendant  des  pratiques  d'où 
il  avait  suffi  de  les  faire  sortir.  C'est  là  ce  que  Monge  a  conçu,  et  ce 
qu'il  a  exécuté  avec  infiniment  de  talent. 

C'est  par  deux  projections  des  corps  sur  iU^wx  pians  rectangulaires, 
dont  on  abat  l'un  sur  l'autre,  pour  ne  former  qu'une  aiie  plane,  que 
Monge  a  représenté  matliématiquement  les  formes  de  l'étendue  à  trois 
dimensions;  et  c'est  ce  procédé  qu'il  a  appelé  Géométrie  descriptive. 

Les  principes  en  sont  très-simples  et  n'exigent  guère  que  la  connais- 
sance du  livre  dvs  plans  de  la  Géométrie  ordinaire. 

Un  petit  nombre  d'opérations  faciles  sulfisent  pour  les  applications 
de  cette  méthode  à  tous  les  arts  de  construction  ;  de  même  ,  en  quel- 
que sorte  ,  que  les  quatre  règles  de  l'Arithmétique  suffisent  pour  tous 
les  calculs  auxquels  donnent  lieu  les  sciences  mathématiques  dans 
leurs  applications. 

Et,  en  effet,  un  procédé  graphique,  destiné  au  simple  ouvrier 
comme  à  l'ingénieur,  devait  se  réduire  à  un  petit  nombre  de  préceptes 
d'une  application  immédiate  et  toujours  facile. 

Auparavant  on  emj)loyait  des  procédés  divers,  et  si  l'on  se  servait 
aussi  de  projections,  ce  n'était  pas  d'une  manière  uniforme;  les  plans 
de  projection  étaient  différents,  et  le  dessin  ne  se  prêtait  pas  à  une 
lecture  facile  et  sûre ,  comme  les  épures  de  Monge. 

La  Gi'oi/tétrie  descriptive,  simplifiait  donc  les  opéi-ations  graphiques 
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nécessaires  aux  constructeurs;  elle  en  facilitait  1  étude  quVllc  mettait  à 
la  portée  de  tous,  tandis  que  les  ouvrages  savants  de  Delarue,  de 
Frézier,  etc.,  auxquels  manquait  cette  base  première,  n'étaient  acces- 
sibles qu'aux  géomètres  et  aux  ingénieurs. 

Mais  une  cause  plus  efficace  sans  doute  qne  ces  avantages  réels, 
pour  assurer  le  prompt  succès  du  livre  de  Monge,  fut  ce  décret  puis- 
sant de  la  (Convention  qui,  en  créant  sous  le  nom  iV Ecoles  normales, 
le  grand  établissement  où  vinrent  se  réimir  douze  cents  jeunes  gens, 
les  plus  capables ,  choisis  sur  tous  les  points  de  la  France  ,  ordonna  que 
la  Géométrie  descriptive  y  fût  enseignée,  et  en  confia  l'enseignement 
à  l'enlbousiasme  et  au  patriotisme  actif  de  Monge. 

Voilà  comment  Monge  n'eut  point  à  éprouver  les  difficultés  et  les 
procès  eii  parlement  que  la  routine,  l'ignorance  et  les  intérêts  lésés 
avaient  suscités  à  Desargues,  un  siècle  et  demi  auparavant. 

La  Géométrie  desciiptive,  instrument  créé  principalement  pour  le 
besoin  des  artistes  et  des  ingénieurs,  devait  être  utile  aussi  aux  géo- 
mètres :  elle  formait  un  complément  de  leur  Géométrie  pratique;  elle 
pouvait  faciliter  leurs  recherches  théoritpies,  en  leur  donnant  le  moyen 
de  représenter  par  une  ligure  plane  les  corps  qu'ils  avaient  à  considé- 
rer: enfin,  en  familiarisant  avec  les  formes  de  certaines  familles  de 
surfaces,  elle  habituait  l'esprit  à  les  concevoir  intellectuellement,  et 
développait  l'intelligence.  Aussi  est-ce  avec  raison  que,  depuis  quel- 
ques années,  l'étude  des  principes  de  la  Géométrie  descriptive  fait 
partie  des  cours  de  mathématiques  dans  l'instruction  secondaire. 

Quant  aux  applications  spéciales  et  les  plus  fréquentes  de  cet  art, 
ce  sont  la  perspective  ,  la  construction  des  reliefs ,  la  détermmation 
des  ombres,  la  gnomonitpie ,  la  coupe  des  pierres  et  la  charpente. 

Une  foide  d'autres  travaux,  tels  que  k"  percement  des  routes  et  des 
canaux  dans  des  pays  accidentés ,  les  constructions  navales  ,  la  direc- 
tion des  mines  souterraines,  le  défilement  dans  la  science  des  fortifi- 
cations, etc.,  sont  encore  du  domaine  de  la  Géométrie  descriptive  [*]. 


[*]  Toutefois  il  convient  d'ajouter  qu'il  existe  d'autres  méthodes  générales,  on  peut 
dire  d'autres  procédés  de  Grnmrtrie  descriptive,  dans  lesquels  on  se  sert  d'une  seule  pro- 
jection, orthogonale  ou  perspective,  et  de  quelque  autre  donnée  qui  supplée  à  la  seconde 
projection.  Les  officiers  du  génie,  par  exemple,  se  servent  le  phis  souvent  de  la  mé- 
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Mais  ii  ne  faut  pas  perdre  d?  vue  que,  dans  fontes  ces  f|iieslioiis, 
la  Géométrie  descriptive  n'est  toujours  f|u'ui>  inslnuiient  dont  l'ingé- 
nieur se  sert  pour  traduire  sa  pensée  et  exécuter  sur  le  papier  les  opé- 
rations que  la  science,  je  veux  dire  la  Géométrie  générale,  Itii  in- 
dique. La  Géométrie  descriptive  exécute,  nuus  elle  ne  crée  pas.  Si  elle 
montre  aux  yeux  la  courbe  d'intersection  de  deux  siu-faces.  elle  n'en 
fait  point  connaître  les  propriétés;  elle  ne  saluait  menu-  indiquei-. 
matliématiquem*  lit  parlant,  si  cette  courbe  est  plane  ou  à  double 
courbure.  Elle  n'a  point  de  méthodes  pour  ces  recherches,  qui  sont 
exclusivement  du  domaine  de  la  Géométrie  rationnelle. 

Je  fais  cette  réflexion ,  parce  qu'on  trouve,  dans  le  livre  de  Monge, 
quelques  passages  qui  ne  sont  pas  de  la  Geninéfrie  rlescriptive ,  et  qui 
poiu-raient  induire  en  erreur  les  jeiuies  géomètres  sur  la  destination  et 
le  caractère  scientifique  de  cette  méthofle  graphique. 

Ainsi ,  Monge  démontre  deux  propositions  de  Géométrie  plane , 
qui  résultent  naturellement  de  la  considération  de  figures  à  trois  dimen- 
sions, savoir  :  la  propriété  ancienne  des  coniques,  sur  laquelle  repose 
la  théorie  des  polaires,  puis  ce  beau  théorème  de  d'Alembert,  que 
les  tangentes  communes  à  trois  cercles,  pris  deux  à  deux,  ont  leurs 
points  de  concours  situés,  trois  à  trois,  en  ligne  droite.  Ces  exemples, 
on  le  conçoit,  ne  constituent  point  de  la  Géométrie  descriptive,  on 
n'y  fait  pas  même  usage  des  projections;  ils  rentrent  dans  la  Géomé- 
trie rationnelle. 

Il  en  est  de  même  des  propriétés  générales  de  l'étendue,  relatives 
aux  lignes  à  double  courbure  et  aux  lignes  de  courbure  des  surfaces 
courbes,  que  Monge  a  placées  à  la  suite  de  sa  Géométrie  descriptive, 
en  faveur  «  des  professeurs  qui  doivent  être  exercés  à  des  considérations 
M  cl'tjne  généralité  plus  grande  que  celles  qui  forment  l'objet  ordinaire 
>'  des  études.  »  Ces  propriétés  fort  belles  des  lignes  et  des  surfaces 
courbes,  placées  dans  un  livre  destiné  à  être  très-répandu,  ont  con- 
tribué à  développer  le  goût  de  ces  spéculations  d'un  ordre  supérieur. 


thode  des  plans  cotes,  qui  leur  permet  (re.\L'ciiter  les  mémos  opérations  que  par  celle  de 
Monge ,  et  qui  leur  offre  quelques  avanta{,'es  particuliers,  à  raison  de  la  nature  de  leurs 
travaux. 
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et,  sons  ce.  rapport,  lo  livre  de  Monge  a  encore  atteint  le  but  de  lil- 
liistre  auteur.  Mais  elles  n'ont  rien  de  commun  avec  les  principes  de 
la  Géométrie  descriptive,  et  elles  rentrent  exclusivement  dans  le  do- 
maine de  la  Géométrie  générale. 

Le  grand  Traité  de  ï Application  de  V Analyse  à  la  Géométrie  a  le 
même  objet  que  la  Géométrie  de  Descartes;  il  en  est  la  continuation  : 
mais  celle-ci  roulait  sur  l'analyse  des  ([nantîtes  finies,  et  le  livre  de 
Monge,  sur  l'analyse  des  quantités  infuiitésiuiales.  Euler  avait  déjà 
rra.ité  |)lusieurs  de  ces  questions  et  donné  son  beau  théorème  sur  les 
rayons  de  courbure  des  surfaces  courbes.  Monge  les  traita  avec  beau- 
coup plus  d'extension  et  sous  de  nouveaux  points  de  vue.  Les  rap- 
ports qu'il  établit  entie  les  équations  aux  différences  partielles  et 
certaines  familles  de  surfaces,  offrent  des  exemples  magnifiques  des 
secours  mutuels  que  peuvent  et  doivent  se  prêter  le  Géométrie  et 
l'Analyse. 

Les  ouvrages  de  Carnot  ont  pour  objet  spécial  l'extension  de  la 
Géométrie  des  Anciens.  Ils  font  suite  aux  ouvrages  de  Robert  Simson  , 
Stewart,  etc.  ;  mais  ils  sont  enipreints  de  cet  esprit  de  facilité  et  de  gé- 
néralité que  nous  offrent  les  ouvrages  de  Pascal  et  de  Desargues;  et 
ce  caractère,  qui  leur  est  propre ,  a  été  dans  l'intention  de  leur  illustre 
;mteur. 

Dans  le  siècle  dernier,  R.  Simson  et  Stewart  donnaient  autant  de 
démonstrations  d'une  proposition  ,  que  la  figure  à  laquelle  elle  se  rap- 
portait, présentait  de  formes  différentes.  Carnot  s'attacha  à  prouver 
qu'une  seule  démonstration  appliquée  à  un  état  assez  général  de  la 
figure  suffisait. 

Généralement,  on  ne  parvenait  à  la  démonstration  d'ime  proposition 
importante,  qu'en  s'élevant  successivement  des  cas  les  plus  simples 
à  de  plus  composés.  Les  recherches  géométriques  de  Viète  et  de  Fermât 
sur  les  contacts  des  cercles  et  des  splières,  le  Traité  des  Sections  co- 
niques de  R.  Siujson ,  et  les  ouvrages  de  Stewart,  sont  des  exemples  de 
cette  marche  lente  et  pénible.  Dans  le  contact  des  sphères  de  Fermât, 
par  exemple ,  on  ne  parvient  à  déterminer  une  sphère  tangente  à  quatre 
autres,  qu'après  avoir  résolu  quatorze  questions  préliminaires,  dont 
la  plupart  sont  des  ras  particuliers  de  la  question  principale.  Carnot , 
au  contraire,  traite  directement  les  questions  dans  leur  sens  le  plus 
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géïK'ial,  et  la  science  gagne  en  facilit(^  et  en  force,  en  même  temps 
qu'en  brièveté  et  en  généralité. 

Cette  manière  d'écrire  la  Géométrie  fait  le  caractère  de  la  Géométrie 
moderne,  et  ce  sont  les  ouvrages  de  Carnot  qui  ont  le  plus  contribué  à 
la  répandre. 

Quant  aux  résultats  qu'on  y  trouve,  ils  sont  extrêmement  nom- 
breux. Une  partie  rotde  sur  diverses  propriétés  des  sections  coniques 
qu'on  a  reproduites  souvent  depuis,  et  que  l'auteur  démontre  avec 
une  facilité  extrême. 

On  y  distingue  une  belle  propriété  des  courbes  géométriqiies, 
concernant  les  segments  qu'une  courbe  de  cette  espèce  fait  sur  les 
côtés  d'un  polygone  quelconque;  propriété  qui  est  une  extension 
d'un  théorème  de  Newton,  et  dont  les  géomètres  ont  fait,  depuis, 
de  Tiombreuses  applications,  notamment  à  la  détermination  générale 
des  tangentes  et  des  cercles  osculateurs  de  ces  courbes  géométriques. 

Ces  belles  recherches  se  rapportent  à  une  partie  de  l'ouvrage  où 
Carnot  propose  divers  systèmes  de  coordonnées,  autres  que  celui  de 
Descartes,  pour  représenter  les  courbes,  et  établit  les  relations  qui  ont 
lieu  entre  ces  coordoiuiées,  de  manière  à  passer  d'un  système  à  un 
autre.  On  transforme  ainsi  les  équations  des  courbes;  et  comme  l'équa- 
tion ,  dans  chaque  système ,  exprime  une  propriété  différente  de  la 
courbe,  ces  recherches  facilitent  et  ont  pour  objet,  au  fond,  l'étude 
des  propriétés  des  courbes.  Elles  nous  paraissent  rentrer  essentiellement 
dans  la  doctrine  des  porismes  d'Euclide. 

On  trouve  dans  la  Géométrie  de  position  des  idées  sur  une  science 
qui,  selon  Carnot,  devrait  tenir  le  milieu  entre  la  Géométrie  et  la  Mé- 
canique, savoir,  celle  des  mouvements  géométriques.  Il  appelle  ainsi 
les  déplacements  que  peuvent  subir  plusieurs  corps  sans  se  déformer 
par  leur  contact  et  en  conservant  entre  eux  des  conditions  prescrites, 
conditions  géométriques  et  indépendantes  des  règles  de  la  communi- 
cation des  mouvements  et  de  toutes  considérations  de  forces  et  de  mé- 
canique proprement  dite.  On  voit  que  c'est  cette  science  que  M.  Am- 
père a  proposée  aussi  sous  le  nom  de  Cinématique,  dans  son  Essai  sur 
la  philosophie  des  Sciences.  Carnot  avait  déjà  émis  ces  idées  en  1783, 
dans  son  Essai  sur  les  Machines. 

Le  temps  ne  me  permet  pas  de  pousser  plus  loin  cette  étude  du 

5.. 
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livre  de  Cariuil  ;  je  nu'  boriieiai  à  dire  ciue  son  \\\vc , ^Géométrie  de 
position,  se  rapportait  à  certaines  considérations  sur  la  doctrine  des 
quantités  positives  et  ru'^alives  en  Géométrie  ,  et  non  à  quelque  mé- 
thode s|)écialo,  telle  que  la  Géométrie  des  indivisibles,  la  Géométrie 
annlj- fil/ne,  la  Géométrie  descriptive,  etc.,  ni  à  une  paitie  restreinte 
de  la  science,  comme  la  Géométrie  de  la  règle,  la  Géométrie  du  com- 
pas, etc.  La  Géométrie  de  position  n'était  point  autre  chose  que  de  la 
Géométrie  générale  traitée  par  les  procédés  ordinaires,  mais  avec  talent 
et  par  des  considérations  faciles  et  fécondes. 

La  Théorie  des  Transversales  est  un  ensemble  de  propositions  qui 
expriment  toutes  des  rapports  entre  les  segments  que  fiait,  sur  un 
système  de  lignes  droites,  une  ligne  droite  ou  courbe,  qu'on  appelle 
transversale.  Ces  rapports,  exprimés,  en  général,  par  des  équations 
a  deux  termes,  jouissent  de  celte  j)ropriété,  qu'ils  se  conservent  dans 
les  projections,  perspectives  ou  orthogonales,  de  la  figure.  Les  mênves 
relations  ont  lieu  aussi  entre  les  sinus  des  angles  des  droites  proje- 
tantes Ce  sont  ces  propriétés  importantes  qui  font  le  caractère  des 
propositions  que  Carnol  a  réunies  -ous  le  titre  de  Théorie  des  Trans- 
versales. Ces  propositions  peuvent  être  d'un  usage  très-fréquent  pour 
la  démonstration  d'une  foule  de  théorèmes,  particulièrement  dans 
la  théorie  des  sections  coniques.  Elles  n'ont  pas  été  inconnues  des 
Anciens;  on  en  trouve  des  traces  éparses  dans  Pappus  et  chez  quelques 
auteurs  modernes  :  mais  c'est  Carnot  qui  a  reconnu  qu'elles  étaient 
propres  à  former  une  véritable  méthode  de  démonstration;  et  cette 
théorie  ,  en  effet ,  a  pris  de  l'extension  et  est  devenue  d'un  grand  usage 
dans  la  Géométrie  moderne. 

Je  me  suis  étendu  sur  les  ouvrages  de  Monge  et  de  Carnot ,  parce  que 
je  les  regarde  comme  ayant  ranimé  en  France  l'esprit  des  méthodes 
géométriques  et  inspiré  les  jeunes  mathématiciens,  qui  bientôt  sont 
entrés  dans  cette  voie. 

A  leur  tète  se  présentent  MM.  Ch.  Dupin  et  Poncelet ,  dont  les  re- 
marquables travaux  attestent  cette  heureuse  impulsion. 

M.  le  baron  Dupiu,  dans  ses  Développements  de  Géométrie,  qu'A 
considère  conune  faisant  suite  aux  ouvrages  de  Monge,  a  traité,  par 
les  seules  ressources  de  la  Géomi'trie,  aussi  bien  que  par  l'Ana- 
lyse, la  théorie  générale  de  la  coiubure  des  surfaces,  que  l'on  avait 
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supposée  jusque-là  n'être  accessible  ([u'à  l'Analyse.  C'est  ilans  ce  bel 
ouvrage  qu'on  liouve  cette  importante  théorie  des  int/ica/riccs ,  qui 
n'est  pas  moins  féconde  en  Géométrie  rationnelle  qu'en  (léoniétrie 
descriptive.  Ce  volume  el  celui  des  Applicntions  de  (icnnu-fric  et  de 
Miicanique  ont  servi  utilement  la  science,  et  par  les  belles  théories  qui 
s'y  trouvent,  et  comme  ayant  donné  aux  jeunes  géomètres  une  juste 
confiance  dans  les  ressources  que  peuvent  offrir  ces  méthodes. 

La  Théorie  des  Transversales  est  le  principal  fondement  du  faraud 
Traité  des  Propriétés  projectives,  de  M  Poncelet,  où  loi;  trouve, 
avec  une  foide  de  résultats  dii  plus  haut  intérêt,  cette  méthode  mer- 
veilleuse de  la  Théorie  des  Polaires,  et  ce  mode  de  déformation  des 
figures  à  trois  dimensions,  analogue  aux  procédés  de  la  perspective  des 
figiu-es  planes;  méthodes  qui ,  en  donnant  le  moyen  de  créer  à  volonté, 
d'une  manière  en  quelque  sorte  mécanique,  une  Ibule  de  théorèmes 
fort  divers  et  pourtant  dérivés  d'un  seul ,  forment  les  sources  les  plus 
fécondes  de  la  Géométrie  moderne. 

Les  transformations  sont  le  propre  de  l'Algèbre;  on  conçoit  donc 
combien  des  procédés  analogues  en  Géométrie  doivent  apporter  de 
facilité  et  de  puissance;  ils  réalisent  cette  réflexion  si  judicieuse  de 
M.  Poinsot  :  «  En  Géométrie  comme  en  Algèbre,  la  plupart  des  idées 
»  différentes  ne  sont  que  des  transformations  ;  les  plus  lumineuses  et 
»  les  plus  fécondes  sont  pour  nous  celles  qui  font  le  mieux  image,  et 
»  que  l'esprit  combine  avec  le  plus  de  facilité  dans  le  discours  et  dans 
»  le  calcul  [*].  »  Ce  sont  ces  iilées  les  plus  lumineuses  et  les  plus 
fécondes,  que  les  méthodes  de  transformation  dont  nous  parlons, 
et  qui  ont  pris  de  nos  jours  un  grand  accroisseniement,  sont  très- 
propres  à  faire  découvrir,  en  variant  diversement  ,  par  des  procédés 
certains,  les  formes  d'une  idée  primitive. 

C'est  dans  le  sein  de  l'École  Polytechnique  surtout,  que  les  ou- 
vrages de  Monge  et  de  Carnot  ont  porté  leurs  fruits.  Le  goût  des 
sciences,  implanté  dans  ce  grand  établissement  par  les  hommes  il- 
lustres (]ui  l'ont  fondé,  s'v  est  conservé,  grâce  à  son  organisation  sage 


f*]  Mémoire  sur  la  composition  des  moments  et  des  aires  dans  la  Mécanique.  V'oir 
Eléments  de  Statique,  8"  édition,  p.  353. 
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(H  ])iiissaiite ,  et  a  contribiu',  comme  les  services  militarres  et  civils, 
à  la  gloire  et  à  la  grande  renommée  de  cette  École  célèbre  dans  le 
monde  entier. 

Je  ne  puis  rappeler  ici  tous  les  élèves  dont  les  travaux  se  sont 
succédé  et  ont  concouru  à  l'accroisseuient  de  la  science;  mais  leurs 
noms  se  présenteront  naturellement  dans  le  cours  de  notre  enseigne- 
ment. Nous  aurons  souvent  à  citer  aussi  le  vénérable  M.  Gergonne, 
dont  les  travaux  et  les  y4nnales  ont  tant  contribué  au  mouvement 
scientifique  de  l'époque  [*].  Nous  ne  négligerons  point  non  plus  les 
Mémoires  importants  publiés  de  nos  jours  en  Allemagne,  en  Angle- 
terre, en  Italie,  où  la  Géométrie  est  cultivée  avec  un  grand  succès  et 
souvent  avec  éclat  [**]. 

Les  théories  et  les  méthodes  dont  l'usage  doit  se  présenter  le  plus 
fréquenunent ,  formeront  naturellement  la  base  de  ce  cours.  Mais  les 
questions  spéciales  d'un  ordre  plus  relevé,  qui  seront  propres,  soit  à 
ouvrir  de  nouvelles  voies,  soit  à  offrir  de  belles  applications  de  la 
science,  entreront  aussi  nécessairement  dans  le  cadre  que  nous  nous 
sommes  tracé.  Si  nous  n'avons  pas  à  analyser  des  ouvrages  de  l'impor- 
tance du  livre  des  Principes  de  Newton,  il  en  est  cependant  qui  nous 
offriront  des  exemples  non  moins  remarquables  de  la  puissance  d'in- 
vention que  l'esprit  géométrique  développe ,  et  de  la  richesse  des  résul- 
tats qu'il  peut  procurer  dans  les  questions  les  plus  difficiles.  Rien  de 
plus  beau  que  ces  considérations  directes  et  lucides,  pittoresques,  s'il 
est  permis  de  s'exprimer  ainsi,  par  lesquelles  un  grand  géomètre,  en 
transportant  l'ingénieuse  doctrine  des  couples  dans  la  Dynamique, 
nous  a  dévoilé  toutes  les  circonstances  géométriques  et  dynamiques 


[*]  Les  géomètres  regrettent  que  la  Correspondance  mathématique  et  physique  de 
M.  Qiictelet,  après  avoir  contribue,  de  1824  à  i838,  à  l'heureuse  impulsion  que  les 
sciences  avaient  reçue  en  Belgique,  ait  cessé  de  paraître.  Nous  aurons  à  consulter  les 
onze  volumes  de  cette  intéressante  collection  et  les  divers  Recueils  périodiques  qui  of- 
frent chaque  jour  aux  géomètres  les  avantages  d'une  facile  et  prompte  publication  :  le 
Journal  de  Mathématiques  de  M.  Crelle;  celui  de  M.  Liouville;  les  Nouvelles  Annales 
de  M.  Terqueni;  le  Journal  de  Jlalhéniatiques  de  Cambridge  et  de  Dublin,  édité  par 
M.  Thomson j  le  Recueil  scientifique  de  Rome. 

[*•]  Voyez,  par  exemple,  les  Ouvrages  de  MM.  Steiner,  Mac-CuUagh ,  etc. 


PURKS  ET  APPIJQIJÉ1<:S.  ir, 

ilii  double  inouvenieiit  d'un  corps  pesant  qui  a  reçu  une  nnpulbioii. 
Cette  impoi'tante  et  difficile  (|uesli(Mi   avait  été  résolue  analytitpie- 
inent   par  Kuler  et   d'AlenilxTt ,   à  peu  près  dans  le  même,  tenijjs, 
|)uis  avec  plus  d'ordre  et  d'élégance  par  I.agrange.  Mais  dans  ces  solu- 
tions, dont  le  but  final  est  la  déterniinalion  de  la  |)osilion  du  corps 
à  un  instant  donné,  par  des  formules  de  (piadrature,  on  ne  voit  que 
des  calculs  qui,  s'ils  donnent  la  solution  numérique  de  la  question  . 
c'e-st-à-dire  la  position  actuelle  du  corps,  ne  font  nullement  connaître 
conunent  il  y  est  arrivé;  eonnnent  se  modifie  à  chaque  instant  l'effet 
de  l'action   permanente  de  l'impulsion  primitive.  Par  les  seules  res- 
sources du  raisonnement  géométrique,  M.  Poinsot  rend  palpables  et 
semble  peindie  aux  yeux  tontes  les  circonstances  du  mouvement  du 
corps.  A  l'instar  des  forces  accélératrices  que  les  géomètres  sont  accou- 
tumés à  considérer,  il  considère  dans  le  mouvement  du  corps  un  couple 
accélérateur  qui,  en  se  combinant  avec  la  rotation  ,  de  même  qu'une 
force  accélératrice  se  combine  avec  une  force  d'impulsion ,  change ,  a 
chaque  instant,  la  grandeur  de  cette  rotation  et  la  direction  de  l'axe 
autour  duquel  elle  s'effectue;  et  ce  double  effet  se  suit  pour  ainsi  dire 
de  l'œil,  en  même  temps  que  l'esprit  en  voit  les  causes. 

On  reconnaît  ici  quels  sont  les  avantages  jjropres  de  l'Analyse  et  de 
la  Géométrie.  La  première,  par  le  mécanisme  merveilleux  de  ses 
transformations,  passe  rapidement  du  point  de  départ  au  but  proposé, 
mais  souvent  sans  connaître,  ni  le  chemin  qu'elle  a  fait,  ni  la  signifi- 
cation des  nombreuses  formules  qu'elle  a  employées. 

La  Géométrie,  au  contraire,  qui  ne  puise  ses  inspirations  que  dans 
la  considération  attentive  des  choses  et  dans  l'enchaînement  des  idées, 
est  obligée  de  découvrir  naturellement  les  propositions  que  i'AnaK  se 
a  pu  négliger  et  ignorer,  et  qui  forment  le  lien  le  plus  immédiat  en'tre 
les  deux  termes  extrêmes.  Cette  marche  peut  paraître  parfois  difficile  ; 
mais  elle  est,  au  fond  .  la  plus  simple  ,  parce  qu'elle  est  la  plus  directe'; 
elle  est  aussi  la  jjIus  lumineuse  et  la  plus  féconde. 

L'Analyse  découvre-l-elle  une  vérité;  que  la  Géométrie  en  cherche 
la  démonstration  par  ses  propres  moyens:  soyez  sûrs  que,  dans  cette 
recherche ,  elle  rencontrera  et  fera  connaître  diverses  autres  propriétés 
qui  se  rattachent  au  sujet ,  l'éclairent  et  le  complètent. 

L'Analyse  et  la  Géométrie,  au  point  de  vue  philosophique,  sont 
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deux  brandies  d'une  science  unique  ,  qui  a  pour  objet  la  reclierclie 
des  vérités  naturelles;  elles  sont  destinées  à  s'éclairer  niuluellenient ,  à 
se  prêter  un  secours  réciproque  :  toutes  deux  sont  des  instruments  au- 
iourd'lnii  indispensables. 

Cultivons  donc  simultanément  l'Analyse  et  la  Géométrie,  et  que 
l'une  et  l'autre  trouvent  également  leur  place  dans  l'enseignement. 

C^est  la  pensée  que  le  chef  éminent  qui  préside  à  l'instruction  pu- 
blique a  cherché  à  réaliser,  en  fondant  la  chaire  de  Géométrie  supé- 
rieure. 


PUHKS  i:r  AIMMJQUKES.  /|i 

GÉNÉISAUSA  riON     D'UNK    l'HOPIUTa^':    DE    LA    LEMNISCA'I'E  ; 

Pau  m.  Wii.ivM  iu)iîi:rts. 


I.  Dans  les  Annales  de  M<il}i('inali(jucs,  t.  XIV.  p.  \r,  M.  Stiirm 
a  démoMtrr  un  lliéorôme  énoncé  par  IM.  Talbot,  savoir,  que  si  l'on 
umltiplie  la  différence  entre  l'arc  inlim  diinp  hyperbole  équilalcrc  cl 
son  asymptote  par  la  longueur  du  quadrant  de  la  lemniscate  correspon- 
dante .  le  produit  sera  égal  à  {  -<i\  en  désignant  par  a  le  demi-axe  de 
rii)  perbole.  ('.cite  propriété,  déduite  par  .M.  Sturm  de  la  tliéorie  des 
intégrales  eulériennes.  n'est  qu'une  conséquence  très-simple  de  la  re- 
lation bien  connue  entre  les  fonctions  elliptiques  compléles  à  mo- 
dules complémentaires ,  (pie  l'on  doit  à  Legendre,  comme  je  l'ai  déjà 
fait  remarquer  dans  ce  Journal.  Dans  cette  Note,  je  me  propose  d'é- 
tendre le  résultat  dont  il  s'agit  à  une  hyperbole  quelconque,  par  un 
théorème  dont  voici  l'énoncé: 

Soit  S  la  ilijjt''rcnc('  entre  l'arc  infini  il  une  hyperbole,  ayant  ponr 
équation 

^  _  •^'  —  ,  - 

et  son  asymptote,  et  soit  S,  la  longueur  du  ijuadrant  de  la  courbe,  lieu 
des  projections  orthogonales  du  centre  sur  ses  tangentes  ;  soient  aussi 
1,  1,  les  mêmes  choses  par  rapport  à  l'hyperbole  conjuguée 

(>■  c- 

et  l'on  aura 


en  supposant  f  >  h,  et  en  désignant  par  s  un  arc  de  l'hyperbole  pre 

Torae  Xll. —Janvier  1:^47.  O 
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mi('r(\  coinf'tc  du  siumncl  jusijtidu  point  dont  les  cooriloimci's  sont 

■T  =  'j^       r  —  \c-  —  hK 

Pour  démontrer  cette  propriété,  rappelons-nous  les  expressions  con- 
nues (tome  X  de  ce  Journal,  page  i86)  pour  S  et  S,  en  fonctions 
elliptiques  complètes,  savoir, 

S  =:  E  [c)  -  //-  F  (c) .     s,  =  î^  n  (^- .  h]  , 

dans  lescpielles  on  prend  /r  +  c-  pour  unité;  ce  qui  donne,  en  met- 
tant j)c)ur  la  fonction  17  sa  valeur  en  fonctions  de  la  première  et  de 
la  seconde  espèce, 


ou 


sui  y  =r  -. 


Or.  si  l'on  prend  un  autre  angle),,  tel  que 


b- 

COS  /=:—-, 

DU  aura 

Ffc,  9)  +  F(6- ,  X)  =  F(c),     E  {c.  6)  +  E(c,  X)  -  E(c)  =  ^  yc'  -  b\ 

d'où,  en  se  servant  de  la  relation  connue 

E  [c)  V  [h)  +  E (/;)  F  (c)  -  F  {c)  F  {h,  = -in , 
résultera  l'expression  suivante  pour. S,, 

f  i)    S,  =.  ^  F (^)  +  ^.^-~'b^[F{h) E(c,  1)  +  E{h)F  {c,  X)  -  F(b)  F{c, }.)]. 

D'ailleurs  on  a  ,  en  considérant  l'hyperbole  conjuguée  , 

i  =  Fj:h)-c^F{b),    i,  =  ^-n('^.cy 

et,  par  conséquent, 


(2)  V,  =  -  F  (cy  +  V  c  *  -  b'  [F{c)  E  (f,  X)  -  E  (c;  F  (c,  X)]. 


1M1RF.S  r.T  Al'lM.IOUÉFS  /("î 

Maintenant  prenons  l,i  somme  des  deux  produits  SS,   et   11,,  ce  iiiii 
nous  donnera 

ss  -^11-  ^^^--f4  f''-(^') -  p(f'm(c)-  ^^FW]j p.^. ,. 

_H  y/^TZ:  /,  2 1  [  I  :  „. ,  _  /,^  V  (f)]  F  (/>)  +  [  E  (^')  -  r  *  F  Z^.^]  F  (c)  )  E  (c .  ).) 
+  ^  { [E  (6-)  -  h'  V  (c)]  F  (b)  +  [E  I'  //)  -  c  ■  F  [b ]  F  -■  (,•)  j , 
ou  ce  qui  est  Ja  même  chose,  comme  on  s'en  assurei-i  sans  dilfieulté. 

(3)  SS,  +  V  v_  ^  1  „  ^t^iZTiPi  [e (c.  )0  -  />=" F(c-,  l)  +  -    .^=  l- 

l_  c  Vf  ' —  b  "J 

Mais,  en  désignant  par  s  I  are  de  l'iiyperljole 

^  "~  F  ~  '  ' 
dont  1rs  coordonnées  x',  j'  de  rextréinilé  sont 

^'  =  r  j'-v?^^^^^ 

on  a.  par  la  formule  connue,  en  se  rappelant  la  valeur  île/, 

s  =  ^'•'~^'  -H  /;-  F  (c.  X^  -  E  fc.  X)  ; 

hc  \    ■     I  \    ■     Il 

on  trouve  donc  finalement 

(4)  SS, +  2V,  =,1;,J^Î_^;;;t3^J 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

2.  Il  est  bon  de  remarquer  que  des  propriétés  comme  celle  qu'on 
vient  d'indiquer  ne  sont  pas  bornées  au  cas  de  l'hyperbole  et  de  l'autre 
courbe  dont  nous  avons  parlé.  Si  l'on  considère  la  courbe  lieu  des 
projections  orthogonales  du  centre  sur  les  tangentes  à  cette  dernière, 
et.  encore  les  autres  qui  dérivent  successivement  de  la  nouvelle  courbe 
par  la  répétition  de  la  même  construction,  on  parviendra  à  reconnaître 
qu'il  existe  entre  leurs  périmètres  une  variété  des  relations  analogues  à 
celle  du  n"  \ . 

En  eiïet,  en  désignant  par  S.,  le  quadrant  de  la  seconde  dérivée  île 

6. 
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Ihyperbole 

<:'  /!.=    "'' 

l't  par  In  la  me  me  chose  pour  l'hyperbole;  conjuguée,  ou  aura,  eu  se 
rappelant  des  formules  que  j'ai  déjà  données  (^tome  X  de  ce  Journal, 
page  i86), 

S=  =  aE(c)  +  ''^;^_^7;'-^  F  (c)  -  ^^,  n  (-  c'  sin '  >.,  c), 

en  faisant,  connue  auparavant, 

^        ''■ 

ces  A  = 

c- 

Si  l'on  y  substitue  ,  ;mi  lieu  des  fonctions  11  leurs  valeurs  en  S,  et  2i,,  on 
en  déduira,  après  cpiehpies  réductions,  à  l'aide  des  expressions  pour  S 
et  i. 


(5) 


,82  —  aS 


9-2 


hc 


c'  —  b 


•S,  = 


■■  —  b 


r.^ib). 


et  l'on  trouvera  .  en  ajoutant  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  S,  et  2,  , 


S.S^ 


V     V 

—  1  •^î 


■1  ^ss, 


:^lS.r:ci-2.F(A)]. 


Or  il  est  aisé  de  voir,  en  verlu  ties  équations  (1  j  et  (9.),  que 

S,  F(^)  -  V.  F  ,Z,,  ^^ns  ^^^  F  (c,  X) , 
en  sorte  que 


bu 


S,S,  -t-  2,  ^,  -  9.'SS,  +  11^  =  1;:-^^,^  F(r.  ).); 


d'où  ,  |)ar  suile  de  la  valeur  de  SS,  +  22,  donnée  par  l'équation  (3), 
(6)     S,  Sj  +  2,  2,  =  J  rr  s  r-"^;^ 


I  2  E  (f 


\yA)  +  -^, — ET--- F  (c.  XI 


c  =  — i' 
2  b' 


C^c7_f, 
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Multiplions  encore  !a  picniicre  dos  rqiinîions  (Vl   par  i,   la   seconde 
par  S,  et  1  on  en  tirera  lacilenienl 

vs,  _  S2,  +  ^^,  fSS.  -H  22.)  =  Jf^A^VU-)  +  SFr/,-]. 

Mais  on  s'assnrera  sans  ])ein('  (pie 

2F(c)  +  SF(6)  =  i7r, 

ce  (pii  nous  donnera ,   après   avoir   mis  pour  SS,  +  22,    sa   propre 
valeur, 

(7)     2S,  -  S2,  =  in-jJ^  \bn\c,X)  -  E(c,  X)  +  %'?^'=T»  l- 

5.  Considérons  encore  la  troisième  dérivée  de  l'hyperbole 

x'  y'  _ 

^  ~"  F  ~  '• 

On  a  ,  pour  la  ditJerentielle  de  son  arc  (s^),  la  formule  suivante  (tome  X 
de  ce  Journal,  page  i8G  : 

j             I               ^                                    2  ]  bu'dr 

as,  =  I  ,— r— ,:^ ::r.   +    -T7—,—Ti 1^  I  ^=r-r  , 


_  r 3 ___2 1  bu'ilr 


c') 


OÙ  la  variable  /est  le  rajon  vecteur  de  l'hyperbole.  Pour  la  réduction 
de  cette  expression  aux  formes  fondamentales  des  fonctions  elliptiques, 
rappelons-nous  cpie  nous  avons,  en  faisant  [r^ -+-  b^)[r- —  f^)  =  R, 

^(b^-c^)b^c-^  f ^^ — ^=  n^'+^'-cv^ 

d'où  l'on  déduira,  en  posant 

;■  =  c  séc  f  , 
et,  en  faisant  toutes  les  réductions  convenables, 


2(c-  —  b')       3(c- — i^jsiiKpcosç  \/i  —  i'sin'ç        (26=  —  c'')c'^    , 
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et ,  par  conséquent,  pour  la  valeur  du  quart  entier,  S3,- 


-^n('l^./<) 


2(c  =  — A=)„    3  c^'—b'f--^  b-c 

bc~  "  ^  ~  c^^^b^ 


d'où  Ton  lire,  en  substituant  pour  II  sa  valeur  en  S,, 


S. 

De  même 

1,= 
On  a  donc 


3(V'_6=)  =  +6 


^\} 


"'-""-      r(=»' -«■)«■  F (ft)  +  E;i)  +  li'  ^^  '     s. 


c'  —  b' 


Z^c'  —  b^y-^-b-c-' 


_  2(C-—  &')' 

_(   P^^n*)-E(*)].s.| 

'"-'■'■"'■'■!-P;e^!^f(c)+ew]x.( 


8,5,  +  2,2, 


f)r  il  est  aisé  de  montrer  que 


bc 


S,  =  2E  ^c)  -  b'F{c)  -  ^==[F(c)  E(c,  X)  -  E{c)F(c,  X)], 

\c-  —  b' 


et 


2,=  aE(è)-(i  +  c*)F(/;) 

+  -^JF(A)  E(c,  X)  +  Ere)  F(c,  X)  -  F  {h)  F{c,  X)], 

ce  qui  nous  donnera 

=  A  +  BF(c,  Xj  + CE(c,  X), 
en  faisant.  j)our  abréger,  , 


PURES  ET  APPLIQUEES.  .',7 

A  =  [^-^^^ F  {h)  +  E  {h) )  liEfc,  -  h^  V lc)\ 


Cn(£1zl^J  ^  _  [t£^;^F(A)  +  E(/.)"|  F  (c) 


On  verra  aussi  que  les  quantités  A  ,  B ,  C  deviendront   très-simples 
après  quelques  réductions,  et  qu'on  aura 

en  sorte  qu'on  a 


a[3(c'  — 6')=+6'c 


J  L_  /;,.  vF^^:^,*  E(c,  X)  +  (3c^  -  é*)  /'^  J 


d'où  l'on  conclut,  en  mettant  pour  S,Sa  +  1,1^   sa  propre  valeur, 
qu'on  tire  de  l'équation  (6), 

\i{c-  -  hy  -\-  b-' c']}L[c ,))\ 

(8)    S.S,  +  2.23  =  ^--^^3 1  -  '°t(c^  -  *^)^1  ne,  l) 

I  c 

On  a  aussi  les  équations  suivantes  :  " 
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ce  qui  domio.  pu  menant  pour  S  et  1  leurs  propres  valeurs. 
SS,  +  II, 


3'c=  — 6' 


"^'f  -[^-Ï=:iS^F(^^)  +  E(.)|  [E(^)  -  .^F(è)]] 


d'où  l'on  tire,  après  les  réductions  convenables. 


ou  bien  encore 


(9)      SS.  +  I..  =  f  "■-*•'■+'■"■ 


(c'-i')^ 


c     3(c=  — ft'')=+  6'c 


=} 


Enfin,  on  a 


_  3(c-—  i')'+t-c' 


'^  2(<;=— "6^)'  "        '  "^  2(c'— 6')"        2(c'— 6=) 


ce  qui  donne 

S.  23  -  S3  2.  =  i.-,iîp  (.SS.  +  22,)  +  ^-p^  [2.  F(*)-  S,  Ffc)] , 


d'où 


S,  23  -  83  2.  =  ^. -^  SS,  +  22.)  -  l—^^  F  (c ,  X) , 
d'où,  finalement, 

\    r-     V-  c     V  '^  ^''         [ri        ^\  (2C—b')b',        .V      ,  i' 

i.o)  .^23  -  S32.  =  ^.^^==|_E(c,  X)  - -^,3^  F(c,  X) +-== 


PURES  ET  APPLIQUÙ'IS.  /|0 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  obtiendrait  des  relations  sembla!)!»!,  en 
poursuivant  l'évaluation  des  périmètres  des  courbes  qui  apparlleiuienl 
au  système  que  nous  avons  considéré;  il  est  tiès-probable.  surtout, 
que  les  deux  fonctions  , 

conservent  toujours  le  même  type,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  de  la 
forme 

7r[/  +  TOF(c,  X)  + «E(c,X)], 

ce  qui  se  trouve  vérifié  pour  le  cas  de  l'hyperbole  équilatere.  Dans  ce 
cas,  la  première  de  ces  fonctions  s'évanouit,  et  la  valeur  de  l'autre  est 
donnée  par  l'équation  (en  désignant  par  a  le  demi-axe  de  l'hyperbole) 

ce  _    /4/^—  ■    4/^-5       3\   /4ll!l'    4?  — 3       5\  rra' 


■t    -',-.-'    .  I 


Tome  XII—  Fïtrier  1847. 
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,    )j..  i 

*»«\^>^»^^1^^^^^^^vv<^.V^^A^^*^lV^\A^AV>,^>■^\^\\\*v^vvVl^■>v^^■w^v^^v^■>w^•w^»v»^^^vv^\v>vv>^^^v»^v^>«*v«.»v^^^/V^WA\^^v«<^^v» 

Développements  sur  l'équation  à  l'aide  de  laquelle  on  détermine 
les  inégalités  séculaires  du  mouvement  des  planètes  [*]  ; 

Pvn  M    C  -W    BORCHARDT.  , 


I.  On  sait  que  différentes  questions  d'analyse  pure  et  appliquée, 
entre  autres  la  détermination  des  inégalités  séculaires  du  mouvement 
des  planètes,  conduisent  à  l'équation  que  l'on  obtient  en  éliminant  les 
quantités  x,,  x^,...,  x„  entre  les  équations 

gj:,  =  rt,_,x,  +  rt2,,x.  4-...+ rt„, ,x„, 


^Xfi  —  Cl^  ^jiX ^   -r-  a 2^  fi  X2  -4-  .  . .  -T'  Clfi^ji  Xff , 

les  coefficients  «,,,,  a^t,...  étant  supposés  connus  et  devant  satisfaire 
à  l'équation  do  condition 

L'équation  du  n'"^"  degré  en  g,  qui  résulte  de  cette  élimination,  et  que 
je  représenterai  par 

r  =  o, 

a,  comme  l'on  sait,  toutes  ses  racines  réelles.  On  possède  aujourd'hui 
plusieurs  démonstrations  de  cette  propriété  de  l'équation  F  =  o,  et  i] 
ne  serait  pas  d'un  grand  intérêt  d'en  offrii-  une  nouvelle,  si  elle  ne 
prouvait  rien  de  plus  que  les  démonstrations  données  jusqu'à  présent. 


[*]  J'ai  publié,  dans  le  tome  XXX  du  Journal  de  M.  Crelle,  un  Mémoire  sur  le 
.  même  sujet ,  mais  moins  complet  ;  le  Mémoire  actuel  peut  être  considéré  comme  une 
extension  du  premier. 


PURES  Kr  APPI.IQUÉES.  Si 

Mais  j'ai  reconnu  que,  en  suivant  une  marche  différente  de  celles  que 
Idii  prend  ordinairement,  on  parvient  à  faire  connaître  une  circon- 
stance assez  remarquable,  qui  a  lieti  pour  l'c-quatioTi  r  =  o. 

Voici  en  quoi  elle  consiste.  On  sait  que  la  réalité  des  racines  d'une 
équation  algébrique  dépend  des  signes  de  certaines  ex|)ressions  t<>r- 
mées  de  ses  coefficients,  expressions  qui,  lorsque  l'équation  a  toutes 
ses  racines  réelles,  devront  être  toutes  positives.  Or,  pour  lequatiou 
r  =  o,  toutes  ces  expressions  peuvent  être  mises  sous  la  forme  d'une 
.somme  de  carrés  de  quantités  réelles.  La  démonstration  de  cette  piu- 
priété  de  l'équation  F  =  o  formera  l'objet  de  ce  Mémoire. 

Pour  le  cas  de  «  =  2 ,  l'équation  F  =  o  est  le  résultat  de  l'élimina- 
tion entre  les  deux  équations 


gx,  =  n,,,.x,  +  «2.,  a,, 

gx^==a,.,jc,  -(-a.  ,j".,. 

ce  (pii  donne 

r  =  o=_Ag  +  B  =  o, 

en  posant 

A    ^    rt,,  ,    -+-   «2.2-  B   =    '^l.l  ^l!,2    ~"    ^l.î'l 

pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  réelles,  il  n'y  a  qu'une  condi- 
tion à  remplir,  il  faut  que  la  quantité 

A-  -  4I'' 
soit  positive.  Dans  l'équation  proposée,  on  a 

A*  —  4B  =  (a,.,  —  «2,2)^  -f-  4'^^25 

c'est-à-dire  égale  à  la  somme  de  deux  carrés,  ce  qui  démonlie  la  j)ropo- 
sitiou  énoncée  ci-dessus,  pour  le  cas  de  n  =  a. 

Pour  le  cas  de  «  =  3 ,  c'est-à-dire  quand  l'équation  F  =  o  est 
du  troisième  degré,  la  réalité  des  racines  ne-dépend  encore  que  du 
signe  d'une  seule  expression,  qui  est  fort  compliquée,  n)ais  que.  mal 
gré  cette  complication,  M.  Rummer,  par  des  tentatives  aussi  ingé- 
nieuses qu'heureuses,  est  parvenu  à  représenter  sous  la  forme  d'une 
somme  de  sept  carrés  (vojez  le  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XXVII), 

7- 
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résultat  dont  M.  Jacobi  a  montré  les  applications  à  la  géométrie  ana- 
lytique dans  le  tome  LXLVIII  du  Giornale  Arcadico.  C'est  en  cher- 
chant la  vraie  source  analytique  de  laquelle  découle  le  résultat  de 
M.  Kununer,  que  j  ai  trouvé  la  proposition  générale  énoncée  ci-des- 
sus. Avant  d'en  donner  la  démonstration  ,  il  sera  nécessaire  de  rap- 
peler quelques  notions  préliminaires.  ■ 

2.  Les  considérations  suivantes  reposeront  principalement  sur  les 
propriétés  des  algorithmes  que  l'on  rencontre  dans  la  résolution  d'un 
système  de  n  équations  linéaires  à  n  inconnues.  On  sait  que  les  valeurs 
des  II  inconnues  auront  toujours  un  dénominateur  commun,  que  les 
géomètres  sont  convenus  d'appeler  déterminant.  Donc,  si  les  coeffi- 
cients des  n  uiconnues  dans  le  système  des  équations  données  sont 


'-4,«; 


ce  dénominateur  commun  sera  appelé  déterminant  du  système  d'équa- 
tions, ou  simplement  déterminant  des  quantités  a,,;i,  et  il  sera  repré- 
senté par  la  notation  symbolique 

^{—  «...  «a.L.--  a«,n); 

que  l'on  a  adoptée  |>arce  cpie  tous  les  termes  de  la  somme  tlont  le 
déterminant  est  composé  se  déduisent  du  terme 

-/ 
-I-  a,,,  «.,.,...«„.„. 

lorsque,  en  conservant  la  série  des  premiers  indices  des  lettres  a  dans 
l'ordre  naturel,  on  substitue  pour  la  série  des  seconds  indices  toutes' 
les  permutations  possibles,  et  que  l'on  prend  le  terme  correspondant 
avec  le  signe  +  ou  —  ,  suivant  qu'on  est  parvenu  à  la  permutation 
(loiU  il  s'agit  en  échangeant  deux  à  deux  les  indices  i,  2,...,  n  un 
nombre  pair  ou  un  nombre  impair  de  fois.  Relativement  à  ces  déter- 
minants ou  sommes  alternées,  je  vais  rappeler  ici  deux  propositions 
dont  j'aurai  besoin  dans  la  suite. 


PURES  ET  AI'Pl.lQUÉtS.  ^•'» 

Proposition  I.   «    En  posant 

v-i.k  =  «!"', 
»   le  (léterminaiit 

2(±  a,.,  «3,,...  a„.„) 

.)  se  transforme  dans  le  produit  de  toutes  les  ditférences  des  (pian- 
»   tités  a,  prises  deux  à  deux,  c'est-à-dire 

2  (±  a','  o^\  al...  ar')  =  ±  (^.  -  «î)  («.  -  a3)--(a.  -  ««) 

Cette  propriété  des  déterminants  remarcpiée  par  Vandermoude  a 
été  posée  comme  leur  définition  par  plusieurs  géomètres,  i!  oyez  le 
Cours  danaljse  algébrique  de  M.  Cauchy.) 

Proposition  IJ.   «   Soient  données  ini  nombre  np  de  cjuantités 

(A)  '^^'"     "^ 


»   et  soit 


p  _  «; 


>'  de  ces  quantités  a  déduisons  les  n^  quantités 

oc  a 

/-"t.  1?  (-'2,  !?•••)  (-*«,  I  ' 

;-'l.2>         p2,21 


0  0  Q 

»  en  faisant 

)'  Cela  posé,  le  déterminant  des  quantités  j3  est  égal  à  la  somme  des 
»  carrés  de  tous  les  déterminants  que  l'on  peut  former  avec  li-  quan- 
»  tités  a,  composant  n  colonnes  verticales  du  tableau  (A);  c'est-à-dire 
»  que  Ion  a 
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»   le  signe  ^  se  rapportant  à  toutes  les  combinaisons  /',  r".'..,  r'"'  des 

»    nombres  i,  2,...,  p  prises  n  k  n.    >< 

(le  théorème  (et  même  un  tliéoréme  plus  général  où  les  carrés  sont 
remplacés  par  des  produits)  a  été  donné  pour  la  première  fois  par 
M.  Canchv[*]. 

ô.  Avant  d'entrer  dans  la  question  spéciale  à  laquelle  se  rapporte  la 
proposition  énoncée  dans  le  n"  I ,  il  faut  encore  rappeler  les  expres- 
sions du  signe  desquelles  dépend  la  réalité  des  racines  des  équations 
algébriques.  La  détermination  de  ces  expressions  est  une  simple  ap- 
plication du  célèbre  théorème  de  M.  Sturm  sur  les  équations  algé- 
briques. En  effet,  d'après  le  théorème  de  M.  Sturm,  le  nombre  N  des 
racines  réelles  d'une  équation  V  =  o  du  n'^""  degré  en  x,  situées  entre 
les  limites  x  =  A  et  jt  =  B,  li  étant  suppijsé  >  A,  se  détermine  de  la 
manière  suivante  : 

Soit  V,  la  dérivée  de  V,  et  faisons  les  opérations  nécessaires  pour  dé- 
velopper la  fraclion  —  dans  une  fraction  continue.  Soit  pour  cela 

V  ,  =  Vj'/s      Vj, 


'  rl—2 '  «—I  f/«— I  *  n- 

ou  les  fonctions  V.^.  V^,  V^,...,  V„_2,  V„_,,  \'„  seront,  en  général,  des 
degrés  n  —  ■?.,  n  —  3 ,  ti  —  ^,...,  i,  i,  o.  Substituons,  dans  ces  fonc- 
tions, les  valeurs  A  et  B,  et  formons  les  deux  séries 

V(A),     V,(A),     V,(A),     V3(A),...,     V„_,(A),     V„(A), 
V(B).     V,(B).     V,(B),     ¥3(6),...,     V„_,(B),     V„(B); 

soient  A'  le  nombre  des  changements  de  signes  qui  se  trouvent  dans 


[*]  Dans  le  Mémoire  intitulé  :  Sur  /es /onctions  qui  ne  peuvent  obtenir  que  deux  va- 
Ifiirs,  etc.  {Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  xvii''  cahier.)  Vovez  aussi  un  travail  <ie 
Ai.  Jacobi  inséré  dans  le  tome  XXII  du  Journal  <!<■  i\i.  Crclle,  et  «[ui  contient  une 
llirnrie  complète  des  déterminants. 


PURES  ET  AHIMJQIJEES.  •»& 

la  première  série ,  B'  le  nombre  correspoiidaiil  pour  la  secomle  série: 
on  aura  le  nombre  des  racines  réelles  entre  les  limites  j:=  A  et  jr  —  B, 

N  =  A'  -  B'. 

Pour  itvou-  le  iiombic  de  toutes  les  racines  réelles  île  l'équation  V  o. 
il  faut  donc  faire  A=  —  oo,B=-t-<x.  Mais  alors  la  tpiestion  se  sim- 
plifie beaucoup,  puisque  les  valeurs  des  fonctions  V,  V,,  V^,...,  V„ 
pour  X  =  —  oo  et  X  =  +  00  ne  dépendent  que  des  coefficients  de  leurs 
plus  hautes  puissances.  En  effet,  soient  v,  t^,,  v^,  f^,...,  i'„  les  coeffi- 
cients des  plus  hautes  puissances  dans  V,  V,,...,  V„,  c'est-à-dire  f 
ie  coefficient  de  x"  dans  V,  v,  celui  de  x"~'  dans  V, ,  i*,  celui  de  .r""' 
dansVj,  etc.  Alors  les  deux  séries  de  valeurs  seront  de  même  signe 
terme  à  terme  avec  les  tleux  séries 

(— i)"t>,    (—iy-<u,,    [—i)"'-v^,...,  +('„_,,  -»'„-,,  4-1',,, 

En  désignant  par  a  et  j3  les  nombres  de  changements  de  signes  qui  se 
trouvent  dans  ces  séries,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 
V  =  o  sera  égal  à 

V  =  a  —  j3. 

Mais  on  prouve  aisément  que 

a-t-  ,3  =  //. 

En  effet,  supposons  d'abord  que,  dans  la  seconde  série,  il  n'y  ait  au- 
cun changement  de  signe;  il  y  en  aura  nécessairement  n  dans  la  pre- 
mière, et  il  est  aisé  de  voir  que,  par  chaque  changement  de  signe  que 
la  seconde  série  gagne,  la  première  en  perd  autant  :  donc  la  somme 
reste  invariablement  égale  à  n.  On  a  donc  en  même  temps 

n  =  a  +  /3 , 

et  de  là 

V  =  «  —  a/3; 

c'est-à-dire  que  l'équation  V  =  o  a  «  —  2j3  racuies  réelles  ,  et ,  partant , 
]S  paires  de  racines  imaginaires,  j3  désignant  le  nombre  des  change- 
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nioiils  (le  sigiu-  dans  la  série  ,     ' 

('.      i>,,      ('. i'„_,,      i^„, 

et  i'i,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  x"~*  de  .r  dans  la  fonc- 
tion V*. 

l.e  théorème  que  je  viens  d'énoncer  n'est  pas  encore  sous  sa  forme 
finale;  pour  la  lui  donner,  il  faut  chercher  les  valeurs  explicites  des 
(|uantités  v,  v^,  t^,.,...,  f„.  C'est  à  quoi  nous  parviendrons  facilement 
en  avant  recours  aux  formules  de  M.  Sylvester,  démontrées  et  préci- 
sées par  M.  Sturni  dans  sa  Démonstration  d'un  théorème  d'algèbre  de 
M.  Sylvester,  insérée  au  tome^ll  de  ce  Journal.  En  effet,  supposons 
que  le  coefficient  de  x"  dans  V  soit  ^  i ,  et  que  les  racines  réelles  ou 
imaginaires  de  l'équation  V  =:  o  soient  représentées  par  les  lettres  a, 
h,  c,...,  h  (au  nombre  de  n);  M.  Sturm  donne  les  expressions  sui- 
vantes : 

V  ==  i^j:  —  a)  [x  ~  b)..  .(x  —  h) , 
Y,^J^{x-b){x-c)...{x-h), 

V,=  f  2  ('^  ~  ^^'  ^^  -  ^''  (-^  ~  '^)-  •  -^^  -  ^)' 

V3=  ^2 '^  -  by  [a  -  Vf  {b  -  cy  {x  -d){x-  é)...{x  -  h), 

Y„=  i  (a  -  by-  (a  -  cy...(a  -  kf  {b  -  cy...{g  -  hf, 
les  quantités  Xj,  /.j,...,  X„ étant  déterminées  par  les  formules 

),=  (^)\  P.^'S.^a-by, 


Pn^{n-by{a-cy...{g-hy. 

Ces  formules  nous  montrent  que  les  coefficients  des  plus  hautes  puis- 
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sauces  de  x  dans  l«'s  fondions  V,  V,,...,  V„,  c'est-à-dire  les  qiianfitrs 
^t  ^n--i  ^iij  o"t  'fs  valeurs  suivantes  : 


t'    =:    I, 

v,=  n  =  p,. 


P„=  1  (a  -  h]'^  (a  -  c)\..{g  -  A  »  =  .%„. 

Mais  les  quantités  p^,  Pi,...,  p,,  étant  des  fonctions  symétriques  des 
racines  de  l'équation  V  =  o,  et,  partant,  des  quantités  réelles,  les 
quantités  Xo,  Xj,...,  X„  sont  nécessairement  positives;  donc  les  quantités 
i>,  f, ,  l'o,  i>3,...,  i'„  ont  les  mêmes  signes  que 

I,     p,,    />2,    Pj,...,     p„; 

dans  le  théorème  énoncé  ci-dessus,  on  pourra  donc  substituer  cette 
série  au  lieu  de  la  série  des  quantités  v,  v,,..,,  v„. 

Ces  quantités  p2,  Pa,--,  Pn  peuvent  encore  être  représentées  sous  une 
autre  forme  en  y  appliquant  les  deux  propositions  sur  les  déterminants 
rappelées  au  n°  2.  En  effet,  soit  m  le  nombre  des  quantités  a.  h,...,  J; 
nous  avons 

p.n  =  2  [(«  -  ^'^  (^  -  ^)-('^  -/'  (^  -  ^^-^^  -y?; 

mais,  d'après  la  proposition  l  du  n"  2,  nous  savons  que 

±{a-b){a-  c)...{a  -J){h-  c)...{e  -j ) 
est  égal  au  déterminant  des  quantités 

I,         I,  I,...,        I, 

a,        b,        c,...,      J, 
a\       b\      c\...,     j\ 
a\       l>\       t%....     p, 


/jm—i       Uni-  I       ,,m—t  i  m—\ 

u  ,     (/  ,1,  ,...,  J 

ToiDi-  Xll   —  Février  1847. 
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i\onc  p„,  est  la  somme  des  carrés  de  tous  les  détemiinants,  qu'on  peut 
tormer  par  m  colonnes  verticales  du  tableau 


'' 

*  î 

I,..., 

I. 

H- 

/', 

f,..., 

h, 

a\ 

h\ 

h\ 

"  ,     (-'  ,    l  ,.••>    "  > 

en  sorte  que  p,„  rentre  dans  la  catégorie  des  quantités  dont  il  est 
question  dans  la  proposition  II  du  n"  2.  Ainsi,  d'après  cette  proposi- 
tion ,  en  posant 

nous  aurons 

niais  (ijj,  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  puissances  i  -\-  k  —  a  des 
racines  de  l'équation  V  =  o:  p,„  est  donc  le  déterminant  des  m'  quan- 
tités [*] , 

Soi  •^o      •^'j»"M  -^rn— I  » 

Sf,  S^f      ■S'.n  •  •  ■ ,         '^«1  ) 


•^m— M    «^/n  î    •';«-!-(  !■■•)    ''am— 2 


v^  représentant  la  somme  des  puissances  A'""*^*  des  racines  de  l'équa- 
tion V  =  o. 

En  réunissant  les  résultats  obtenus  dans  ce  numéro,  nous  pouvons 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  «  Soit  proposée  une  équation  V  =  o  du  n'"""  degré;  des 


[*]  Résultat  qui  coïncide  avec  les  formules  données  par  M.  Caylev  dans  le  tome  XI 
de  ce  Journal . 
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»  coefficients  de  cette  équation  déduisons  les  sommes  d«'s  puissances 
"  de  ses  racines  jusqu'à  l'ordre  in  —  'x  inclusivement ,  et  avec  ces  quan- 
»  tités,  que  nous  désignerons  par  J^,  i^,,  Jj,.--,  -f»// m  formons  les 
»  quantités  p^,  p,,  ps,...,  p„  en  posant 

Pi  =  s„  =  n, 

»  /jj  égale  au  déterminant  des  quantités 

»  /J,  égale  au  déterminant  des  quantités  ' 

S,,        S^j        -V31 
•^a»       •^^3?       •'») 

»  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  p„  qui  sera  le  déterminant  des  quantités 


Jn— H    "^n  •     '*«+lv»     -^an— 3 


»  cela  posé,  Téquation  V  =r  o  aura  autant  de  paires  de  racines  imagi- 
»  naires  qu'il  y  aura  de  changements  de  signes  dans  la  série 

Pi,      Pi,     Pi,--,      Pn-    » 

A  ce  théorème,  on  peut  ajouter  les  corollaires  suivants  : 

Corollaire  1 .  Dans  la  série 

Pi',     P2,     P»--->      Pn, 

il  ne  peut  y  avoir  que  -  changements  de  signes  tout  au  plus 


(, 


Corollaire  2.  Pour   que    l'équation    V  =  o   ait    toutes  ses  racines 

8.. 


6o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

réelles,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  quantités 


p^,      fJ.,,...,      p„         ' 


soient  toutes  positives. 


't .  Retournons  à  présent  à  la  proposition  énoncée  dans  le  n"  1,  et 
prouvons  que,  pour  l'équation  F  =:  o,  les  quantités  p.,,  ^3,. ...,/?„  sont 
(les  sommes  de  carrés.  .     ,  ,1 

L'équation  r=o  est  le  résultat  de  l'élimination  des  n  inconnues  a", , 
^T. ,,...,  x„  entre  les  n  équations 

g^JT,  =  Uf    I  X  ^  +  It,^ ,  X^  + ...  +  Cl„  ,  X„, 

,  ^  ,  sx^  =  rt,  .,Xt  +  a.,  .,  X.,  -i-...-f-  a„  .,  x„. 

OÙ 

Multiplions  chacune  de  ces  équations  par  i>,  puis  substituons  dans  le 
second  membre,  au  lieu  de  gx,,  gx.,,...,  gx,,,  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (i);  nous  obtiendrons 


W 


g^Xt  =rt",  ,,x,  +  a'2,,.r2  -I-...+  a',,,x„, 
g^o".  =  a", ... X,  +  a\^2^'-2  -)"•••+  a"n,-2^',i, 


,,    ,     \  g'-Jr\=  «,,«-a^.  +  "a.w^afa  ^-••■+ «".«•^•«, 


OU  4:  ■  '         . 

a"    —a      =  Trt/,,,  '''/,,*. 

«.A  A.i  ■^^ 

En  multipliant  chacune  de  ces  équations  par  g,  et  substituant  pour 
y.r, ,  gjf.j,...,  ga:„  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i).  nous  obtien- 
drons un  troisième  système  d'équations  également  semblable  au  sys- 
tème (0  dans  lequel  g  sera  rein|)lacé  par  g^  et  les  quantités  a,  ^^  par 

l.k  A,  1  **       '1,1        /(,  A  ^mm  ^m 

■     ■        ''  h  h'      h" 
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Lu  coiilimiiuil  lie  cette  manière,  nous  tronverons  le  systeni»-  <ré<|ii;i- 
tions  suivantes  qui  correspondent  à  la  r'""''  puissance  de  g  : 

i;'.r,  =:  rt""'  jc,  +  «"■'  .r.j  -i-...-t-  rt"^    x„, 
1,1  i,  I  ".I 

/  ,  1  i^'  JCi  =  a''''  X-,  -h  a'"  X.J  -I-...-I-  a  '    x,„ 

[r]  (°  .,2  2.2 


'.''x,,  =--  a'    jc\  H-  rt""'  JCi  -+-...-+-  «"■'   jr,„ 


ou 


«"■'  =«*'■'  =y y •■•ya,  /,'rtv./,". ..«/,.-». .Air-iiflAf^-". *=y''/,.,« *"  *' 

h'      h"        /,*'■-''  /; 

toutes  les  sommations  se  rapportant  aux  quantités  //  dont  chuLiuie 
prend  les  valeurs  i,  ■;•.,...,  n. 

A  présent,  multiplions  le  système  d'équations  (/)  par  g^'^  ,  et  sub- 
stituons pourg'a,,  g'^r,,...,  g''x„  leurs  valeurs  tirées  du  système 
d'équations  (r');  le  résultat  devant  être  identique  avec  le  système 
dequations  (r4-/'),  nous  aurons  l'équation 

a         ^ya      a      ? 

i.k  ■^^      /i.i       h,k 

/,=  i 

qui,  en  substituant  (/  et  /  —  </  au  lieu  de  /et  /',  devient 

h— Il 
(3)  ay  =ya^'  a''-"'- 

dette  équation  subsistera  pour  toutes  les  valeuis  de  y  moindres  que  r 
depuis  (/  ^=  1  jusqu'à  tj  =  r  —  i  ■  Pour  ces  valeurs  extrêmes ,  il  faudra 
faire 

(.4)  «'    =«,,*• 

/,  A 

r/équalion  (3)  subsistera  même  pour  les  valeurs  (/  =  o  et  </  ^  /•,  si 
n(jus  faisons 

,►>  \rt'°*  =  I.  pour  j  =  k, 

(5)  >     ..  '   r 


\  =;  o,  /  eta 


,  .  vtant  différent  de  A. 
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Après  avoir  établi  l'équation  (3)  pour  toutes  les  valeurs  de  q  depuis 
(j  =:  o  jusqu'à  q  =  r,  retournons  à  l'équation  r  =  o.  Cette  équation 
est  le  résultat  de  l'élimination  des  «  inconnues  x,,  jc^,.--,  j"„  entre  les  n 
équations  (t);  T  sera  donc  ce  que  devient  le  déterminant 

lorsqu'on  diminue  les  n  quantités  «,,,,  «^  .,,...,  a„„  de  la  même  quan- 
tité g.  On  aura  donc 

-  ^^  —  ë"  -  («..<  +  «..î +••■-+-««,«)§•""'  -+-•-, 
et  de  là 

f 

où  g,,  ^2» •••»  gn  sont  les  n  racines  de  l'équation  T  =  o.  En  appliquant 
le  même  raisonnement  au  système  d'équations  (r),  nous  obtiendrons 

sr  =  ë\+g'-  +...+  g'^^a^", 

i 

ce  qui ,  à  Paide  de  l'équation  (3),  se  transformera  en 

(6)  ^.^'s'i"";::-;::". 

(j  ayant  une  (jueiconque  des  valeurs  o,  i,  a,.-,  ''•  Cette  équation,  re- 
marquable par  sa  symétrie  et  par  sa  généralité,  nous  conduira  à  la 
démonstration  de  notre  théorème. 

Les  quantités  /?,„  ont  été  définies  dans  le  numéro  précédent  comme 
les  déterminants  des  quantités 


■^«j— I»    -^m  )    ■^m-i-O- •  •'     •'2m— 2- 

Or  les  quantités  renfermées  dans  ce  tableau,  en  y  appliquant  l'équa- 
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lion  (6),  peuvciil  être  représentées  sous  la  forme  siiivaiile  : 

•*■       '.A       I.  A                                    •^^       i.k       /,  A                             ■^^       I.  A       /.A  ^^       i.h       /.  ,'. 

•**      (.A      i,A                                 ■^^      i.A       I,  A                            ^^      ;.A       i.k  ^^      /,  *       /.A 

V  «(">—•)  -(0)           ^           V^       i»i— li       ,                                V       (m— I        »  X^        ■/!     I    ,,""-1 

S„-,  =  >,«.,     «     '     s,„=2.a         n'    -     ,y,„^,  =>«         a',..-,  .y,,„^,=  >.rt    ^     "^ 

•*^       '.*             '.A                        •^^       ,.  A             I.  A,                            ■^^       ,,A             /,  A  ■*■       '.*             '•* 

les  sommes  de  ce  tableau  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  de  /  et  de  k 
depuis  I  jusqu'à  n  inclusivement.  En  faisant 


.A 


1=1   A  =  I 

on  a  donc 

Pm  ^=^(—  Po,o  ;5|.  !•••  pm-t.m-l); 

sous  cette  forme,  /^,„  rentre  dans  la  forme  des  déterminants  consi- 
dérés dans  la  proposition  IT  du  n"  '2,  les  ?i .  p  quantités  a  étant  ici 
remplacées  par  les  m.n'  quantités 

a"",      a'    ,      a"  ,•••,      a'""'  ■ 

/.A  i.A  (,  A  I.k 

Nous  avons  donc ,  d'après  cette  proposition , 

r'"  \J\^  i.k        ,',  A'        <".A"  /fm~.),  *,».-.> 

/,  A';  i',  /(';  i",  k";...;  i""'",  A'"""''  représentant  m  systèmes  quelconques 
des  deux  indices  /,  A,  et  la  somme  W  se  rapportant  a  toutes  les  com- 
binaisons m  k  m  des  rr  systèmes  /,  k. 

Voilà  le  résultat  annoncé  au  n"  l  ,  résultat  qui  peut  être  énoncé  par 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.   «  Soit 

r=:o 
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)'   l'équation  du  «'""'  degré  eu  g  qui  l'ésulte  de  réliiuination  des  n  in- 
')  connues  Xf,  .r......  a„  entre  les  équations 

0   =   rt,,,.X,    -(-(«2,2    —   g)  J^2    +•■•+««.  2  -ïn» 


»  soit  S/,  la  somme  des  puissances  /i'"»"  des  racines  de  cette  équation  . 
»   et  /),„  le  déterminant  dfs  (|nantités 


,  (m— 2) 


»   de  sorte  que  ^,,  Pi,--,  p„  sont  les  quantités  des  signes  desquelles  dé- 
»   pend  la  réalité  des  racines  de  l'équation  r  =  o  ;  soit,  de  plus, 

a"    ^"^n,,,n;,„     a'"   =^a,,^a"    ,■  -,     «'"""  =  2 '^''•'''!'\ 

)'    et  foi'inoiis  le  tableau  suivant  : 
I  o...       o;  o         I...         o,...;  o         o...  i; 

" « ,  2 ;  •  ■  ■  j        ^^  i,n     ^  : 

n"       a"    •••    a"    :       n"       a"    ■■■    a"    -  •  •  •  ;      a"       a"    ■■■    a"    : 

(.1  îl,  i  II.   t  1.2  '2,2  «.2  1.'/  2,n  //,  « 


a         rt        •  •  •  a         :    n         a        ■■•a        ■,••■:    a        a         ••■a        \ 

1,1  2.1  n,  l  <  .  2  2,  2  «,2  I .  «  2,  rt  a.  /c 

»  tableau  qui  consiste  en  «^  colonnes  verticales  chacune  de  /«  quan- 
»  tités;  combinons  m  à  m  ces  li'  colonnes  verticales  de  toutes  les  ma- 
»  nières  possibles,  et  pour  chaque  combinaison  renfermant /h*  quantités 
»   formons  le  déterminant  :  que  ces  déterminants  soient  désignés  par  M  , 

»  M',  M",...  ;  cela  posé,  on  aura 

;;,„  =  M=4-M'=  +  M"='+....    « 
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5.   l'aisons  l'aiiplicatioii  de  ce  théorème  général  au  cas  <lc  «  =  3, 
traité  par  M.  Kuinmer.  Posons,  pour  ce  cas, 

rt,,,=A,  rtj.a  =  B,  «3.3  =  C, 

«3,3  =  «3.2  =  ï>,     «1.3  = '''3,1  =  E,     a,,  =  aj_,  =  F, 
doù  l'on  tire 

A,  =  a",,,  =  A=  +  F=  -t-  E^     I),  =  rt;,3  =  a';,.,  =  (H  +  C)  D  +  EF, 

B,  =  a'i,  =  F^  +  K'  +  D^     E.  =  «",  ,3  =  «;,,=  (A  +  C)  E  +  DF, 

C,  =  «3,3  =  E=  +  D^  +  C^     F.  =  < ..,  =  <. ,  =  (A  -t-  B)  F  +  DE. 

On  aura  donc,  pour  la  quantité  p^,  le  tableau 
100,     010,      001, 
A  F  E,     FED,     E  D  C; 

et  pour  la  quantité  p,  on  formera  le  tableau 

100,      010,     001, 

A  F  E,     FED,    E  D  C, 

A.F.E,,  F,E,D„  E.D.C.. 
De  là  on  conclut 

p.  =  (A-  Bf  +  (B  -  C)=  -h  (C  -  A)^  +  6D=  +  6E^'  -+-  6F% 

dans  le  tableau  duquel  on  tire  les  carrés  qui  forment  la  valeiu-  de  /r,  ; 
il  est  évident  qu'à  chaque  quantité  de  la  troisième  ligne  horizontale,  on 
peut  ajouter  la  quantité  correspondante  de  la  seconde  ligne  multipliée 
par  X,  plus  la  quantité  correspondante  de  la  première  ligne  multipliée 
par  a,  sans  altérer  en  aucune  façon  la  valeur  des  déterminants  qu'on 
en  forme.  En  posant 

X  =  A  +  B+C,     /Ji=EC  + AC+ AB-D= -E= -F% 

on  trouvera  que  la  troisième  ligne  horizontale  du  tableau  se  change  en 

A'  F'  E',     F'  B'  D',     E'  D'  C, 
où 

A'  =  BC  -  D=,      B'  :rr  AC  -  E\      c  =  AB  -  F^ 

D'  =  EF  -  AD,     E'  =  DF  -  BE,     F  =  DE  -  CF. 

Tome  Xll.  —  Février  1847.  ,  Q 
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De  là  on  tire  la  valeur  suivante  de  p^  : 

+  a(N?  +  N^  -4-  Nj  +  P?  +  Pi  +  P^  +  Qï  +  Qo  +  Qa)  -^  ï^'' 

où  l'on  a 

M.  =  EF  -  FE',     M,  =  FD'  -DF,     M,  =  DE'  -  ED', 
N.  =  CD'  -  DC  -  (BD'  -  DB') ,      P.  =  CE'  -  EC  -  (BE'  -  EB'), 

Q,  =CF-FC'-(BF-FB'), 
N,  ==  AD'  -  DA'  -  (CD'  -  DC  ) ,      P,  =  AE'  -  EA'  -  (CE'  -  EC) , 

Q^^  AF-FA'-(CF~FC'), 
N3  =  BD'  -  DB'  -  (AD'  -  DA') ,     P,  =  BE'  -  EB'  -  (AE'  -  EA'), 
Q3  =  BF'  -  FB'  -  (AF  -  FA') , 
R  =  BC  -  CB'  +  CA'  -  AC  +  AB'  -  BA'. 

En  se  rappelant  les  équations  identiques  connues, 

FE'+BD'  +  DC  =  o,     EA'4-DF  +  CE'=:o,     AF  +  FB' +  ED' =  o, 

F.F  +  DB'  +  CD'  =  o,     AE'+FD'  +  EC  =  o,     FA'+ BF+ DE' =  o, 

011  prouve  aisément  que 

M,=-N,==N,+  N3,     M,=  -P,=  P.  +  P.,     M3=-Q3=Q.+  Q.; 

on  aura  donc 

?.(Nî  +  m  +  Nf,)  =  3M7  +  (N3  -  N,)^ 

a(P^  +  P^  +  Pl)  =  3Ml  +  (P. -P3)% 
2  (Qt  +  Qn  +  Qs)  =  ^^n  +  (Q.  -  Q')% 

et ,  après  cette  réduction ,  la  valeur  de  p,  prendra  la  forme  suivante  ; 

/,,  =  ,5(M?  +  M'^  +  M^3)  +  (N,-N,)^  +  (P.-P,)^  +  (Q.-Q.r+R'' 

résultat  qui  coïncide  exactement  avec  celui  de  M.  Rummer,  repré- 
senté sous  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  Jacobi  dans  le  Giornnle  Jr- 

cndico.   ^  '  ,  . 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  de  p^  n'est  pas  nécessaire 
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pour  recouiiaîtio  la  rralité  des  trois  racines;  car,  d'après  le  corol- 
laire I  du  théorème  énoncé  dans  le  n"  2,  dans  une  équation  du  troi- 
sième degré,  dans  laquelle  la  quantité  p^  est  positive,  la  quantité  fj.^ 
tloil  l'être  également. 

D'après  le  théorème  général  que  nous  avons  démontré  dans  le  nu- 
méro précédent,  il  n'3  a  aucune  difficulté  de  faire  pour  «  =;  4  *"•  pour 
les  valeurs  plus  élevées  de  /i  également,  le  calcul  des  carrés  dont  la 
somme  forme  les  quantités  p.,,  Pi,...,  p„.  Ainsi,  pour  le  cas  de  n  =  4  j 
les  quantités  p^.  p^,  p^  sont  respectivement  représentées  par  lUie  somme 
de  \-i,  de  55  et  de  1 35  carrés.  Par  des  considérations  analogues  à  celles 
qui,  pour  le  cas  de  7/  ^  3,  ont  réduit  de  i3  à  7  le  nombre  des  carrés 
formant  la  valeur  de  p^ ,  on  parvient  également  à  rabaisser  ces 
nombres  12,  55  et  i35.  Je  n'entrerai  pas  dans  ces  détails,  et  je  me 
contenterai  d'avoir  indiqué,  pour  tous  les  cas,  les  opérations  néces- 
saires au  calcul  des  carrés  qui  forment  les  valeurs  des  cpiantités  p^, 

Pi,--,  Pn- 
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SUR 
LES    ÉQUATIONS    ALGEBRIQUES   A  PLUSIEURS   INCONNUES; 

Par  J    LIOl  ville. 


Ayant  deux  équations  algébriques  à  deux  inconiuies. 

(0  /(^,j)  =  o,     F(x,j)  =  o, 

on  peut,  comme  on  sait,  éliminer  une  des  inconnues  par  la  méthode 
des  fonctions  symétriques,  et  former  de  cette  manière,  sans  aucun 
facteur  étranger,  lequation  dont  l'autre  inconnue  dépend.  Si  l'on  a 
éliminé  y,  par  exemple,  l'équation  finale  dont  nous  parlons  fournira 
les  valeurs  de  .r.  Mais  comment  aura-t-on  ensuite  les  valeurs  de  7  cor- 
respondantes, et  par  conséquent  les  groupes  {x,  y)  qui  vérifient  les 
équations  (i)?  La  méthode  des  fonctions  symétriques  contient-elle  en 
soi  quelque  moyen  simple  de  se  compléter  et  de  conduire  aux  groupes 
(ItMuandés?  Cette  question  curieuse  et  importante  peut  être  regardée 
comme  un  cas  j)articulicr  de  celle  qu'Abel  a  résolue  dans  le  Mémoire 
intitulé  :  Recherche  de  la  quantité  qui  satisfait  à  la  Jois  à  deux  équa- 
tions algébriques  données  [*].  Abel  réussit,  en  effet,  à  représenter,  à 
laide  de  fonctions  syuiétriques  calculables  par  les  coefficients  /?„ , 
7o,  etc.,  la  racine j^  commiuie  à  deux  équations: 


[*]  Voyelles  Jnna/es  (le  Mathrmatif/ues  par  M.  Gergonne,  tome  XVII,  paye  ?.o4  . 
.l'ignore  pourquoi  ce  Mémoire  d'Abel  n'a  pas  été  compris  dans  l'éilition  en  deux  vo- 
lumes de  ses  OEuvrcs  mathétnaliipies  publiée  par  AI.  Holmhoë. 
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(lu'on  sait  d'avance  être  compatibles.  Pour  ;ip|)liqui'r  ces  fonntiles  aux 
«'■quations  (i) ,  il  siiHira  donc  de  supposer  (jiic  />„,  '/„,  etc.,  sonl  ilfs 
fonctions  de  ,r,  et  d'y  reni|)lat'or  successivement  ûc  par  les  <liveises 
racines  de  l'équation  (inaie  obtenue  en  éliminant  j.  Un  aura  ainsi  la 
valeur  de  jr  qui  correspond  à  chaque  racine  x.  Je  dis  la  valeur  de  j; 
car,  bien  qu'on  puisse  facilement  étendre  la  nu  tliode  d'Abel  au  (as 
particulier  où  plusieurs  valeurs  de^  répondraient  à  une  même  racine  .r, 
l'auteur  a  laissé  de  côté  ce  cas  particulier.  Nous  l'imiterons  en  cela,  et 
nous  nous  en  tiendrons  au  cas  général;  mais  nous  suivrons  du  reste 
nne  marche  différente  pour  arriver  aux  solutions  (x,  j)  des  équa- 
tions (i).  Nous  introduirons  dans  nos  calculs  une  indéterminée  a,  à  peu 
près  comme  Poisson  l'a  fait  dans  son  Mémoire  sur  l'élimination  f*|. 
Posons  donc 

j:  4-  «/  =  <,      d'où     X  =  t  ~  a.j. 

Les  équations  (i)  deviendront 

J\t  -  ajr,  j)  =  o ,      F  (/  -  ry^,  j\  =  o  ; 

et,  en  éliminant  j,  on  aura  une  équation  finale  en  t  de  la  forme 

i|;(«,  a)  =  o. 

Mais  en  faisant  a  =:  o,  on  a  <  =  j:;  l'équation  qui  domiera  les  valeurs 
de  a:  est  donc 

(j/i^j:-,  o)  =  o. 

A  présent,  poui-  trouver  la  valeur  de  y  qui  correspond  à  chaque  ra- 
cines, observons  que  l'équation 

X  -V-  rj.y  —  t , 

différentiée  par  rapport  à  a  (dont  x  et    y  ne  dépendent   pas .  mais 
dont  t  est  fonction)  donne 

—  ^ 


[*]  Journal  (le  l'Ecnte  Polytechnique,  xi*^  cahier  ,  paye  199. 
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On  a  d'ailleurs 


Il  en  iTsiilte 


d-ij         dii  (il 

—  H —  =  O. 

da         dt   da. 


r=-S:,?  =  *.<'.»). 


et,  par  snite,  en  posant  a  =  o  : 

jr  =  <j>,  {x,  o). 

Telle  est  l'expression  àej  en  fonction  de  x.  Elle  est,  comme  on  voit, 
très-facile  à  former  dès  qu'on  connaît  ij<  {t,  a).  Le  calcid  peut  d'ail- 
leurs être  simplifié  en  négligeant  dans  tj»  {t,  a)  ou  plutôt  en  se  dis- 
pensant de  formel-  les  termes  qui  sont  multipliés  par  une  puissance 
de  a  supérieure  à  la  première;  en  effet,  ces  termes  n'influent  nidle- 
nient  sur  les  valeurs  de  x  f\.j-  Pour  le  démontrer,  ordonnons  <^  (t..  a) 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  a,  et  soit 

<|/(i!,a)=:  <|/(0  +  a^,{t)  +  a'^j>2(0  + 

Kn  posant  a  =  o,  d'où  t  =:  x ,  l'équation 

<\>i^t,a)=  o 

nous  donnera  d'abord 

ce  qui  déterminera  x.  On  a  ensuite,  en  différentiant, 

dt  _ 

di  ~~ 

d'où  ,  |)()ur  a  =:  o  , 


Ainsi  les  deux  premiers  termes  de  ij;  (<,  a)  suffisent  pour  trouver  x  et  j, 
et  il  est  inutile  de  calculer  les  suivants. 

Notre  méthode  s'étend  facilement  à  un  nombre  quelconque  d'équa- 
tions contenant  un  nombre  égal  d'inconnues.  Soient,  par  exemple, 
trois  inconnues  x,  /,  2,  et  trois  équations 

:,2)        j''.x,y,  z)  =  o,     F  'X ,  j,  z)  =  o ,     œ  {X,  j,  z)  =  o. 


'"■f . 

d^  _ 

;  — 

■  l  ^ 

:-:..4,(0 

-h... 

d%  ■ 

V 

i' 

,-r-af,(0 

-h... 

dt 

ou 

J-- 

Z= 

— 

i,'(x) 
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On  introduira  deux  iiulôleiiniuées  «,  /3,  et  l'on  posera 

j?  +  «y  +  |3z  =  / ,     d'où     X  =  t  —  V.J  —  Çiz. 

En  portant  cette  valeur  de  .r  dans  les  équations  [-}),  puis  éliininaul  j 
et  z,  on  aura  une  équation  de  la  forme 

!];(<,  a,  /3)  =  o. 

Mais  à  a  =  o ,  /3  =  o  répond  ^=  .r.  Donc  l'équation  (pu  doit  louriiir 
les  valeurs  de  x  sera  d'abord 


De  l'équation 

on  tirera  d'ailleurs 

enfin  l'équation 
donnera 


l|>  (jT,   0,0)  =  O. 
X  +  OLJ  -Ir   ^Z  =   t 


dt  _  </'   . 

da.  dp  ' 


f  =  T.^     ^  = 


^(<,a. /3)  =  o 

>|>,(^a./3). 


rfa  rfa  ■  dt 

et 

r/i    d^  .  f/i{/ 

rfp  ~  ~  rfp  •  rfT 

En  faisant  donc  a  =  o,  |3  =  o,  il  viendra 

J  =  '^,  [X,  0.0),       z  =r  (j>2  {X,  o,  o). 

On  aurait  pu  aussi  n'introduire  qu'une  seule  indéterminée  a,  poser 

X -h  aj-+- (X.-Z  =  t,     d'où     x  =  /  — 07  — a^z, 

puis,  après  avoir  porté  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  (2),  éli- 
miner j'  et  z,  ce  qui  aurait  donné  un  résultat  de  la  forme 

^{t,a)  =  o. 
Alors  on  aurait  eu   t  :=  x    pour  a  =  o,  et.   par  conséquent,  l'équa- 
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lioii  en  X  aurait  été 

<J;(x,o)=o. 

D'un  autre  côté,  on  aurait  trouvé  les  formules 
et 

tla-  rfa 


22=  —  =  ^■  +  -;77'1''  =  4'2'^a): 


qui .  pour  a  =  o,  se  réduisent  à 

7  =  1},  (x,o),     9.Z  =  (j/,  (a-,  o), 

et  fournissent  j  et  z  pour  chaque  valeur  de  .r,  ce  qui  résout  la  ques- 
tion proposée. 

Nous  n'avons  pas  besoin  d'ajouter  que,  quel  que  soit  le  nombre  des 
équations  et  des  inconnues,  il  v  auia  des  simplifications  de  calcid 
analogues  à  celles  que  nous  avons  indiquées  pour  le  cas  de  deux 
équations.  Par  exemple,  quand  on  introduit  deux  indéterminées  a,  /3, 
en  posant  x  -h  c/j-  +  ^z  =:  t ,  on  peut  se  dispenser  de  calculer  en  entier 
di(<,  a,  |3);  il  suffira  de  former  le  ternie  indépendant  de  a,  /3,  et  les 
deux  termes  qui  sont  multipliés  soit  par  a  seulement ,  soit  par  /5  seule- 
ment: les  termes  en  a",  ajS,  jS^,  etc.,  n'influent  en  rien  sur  les  valeurs 
(le  JT,  j',  z.  Mais  quand  on  n'emploie  qu'une  indéterminée  a  et  qu'on 
prend  a:  +  cy^  +  a^  z  ^  /, ,  il  n'est  permis  de  négliger  que  les  termes 
affectés  d'une  puissance  de  a  supérieure  à  la  seconde. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  7^ 

Principes  d'un  nouveau  système  de  moteurs  utmosphérixjiies  ii 
forces yives,  avec  ou  sans  oscillations ^  avec  ou  sans  soupape; 

Pau  m.   A:<atole  de  CAIJGIVY. 


Étant  donnée  une  colonne  liquide  en  mouvement  dans  un  tujau 
de  conduite  débouchant,  par  une  extrémité,  dans  un  bief  supérieur 
qui  reçoit  les  eaux  motrices,  et,  par  l'autre,  dans  le  bief  inférieur 
ou  d'aval,  si  l'on  ferme  l'extrémité  d'amont,  il  s'exercera  vuie  suc- 
cion en  vertu  de  la  force  vive  de  celte  colonne,  et  l'on  pourra  uti- 
liser la  pression  de  l'atmosphère  sur  un  piston  d'une  manière  analogue 
à  ce  qui  se  présente  dans  une  machine  à  vapeur  à  sim|)le  effet. 

Ce  problème  ne  peut  être  convenablement  résolu  par  le  bélier  as- 
pirateur, et  je  me  propose  de  montrer  dans  quelles  circonstances  prin- 
cipales il  peut  l'être,  sans  choc  brusque,  au  moyen  des  idées  que 
fournit  la  nouvelle  branche  de  l'hydraulique,  objet  de  mes  recher- 
ches, dont  j'ai  fait  déjà  beaucoup  d'applications.  On  verra  plus  loin 
quels  sont  les  avantages  particuliers  de  ce  nouveau  système  de  mo- 
teurs. 

Les  combinaisons  que  je  vais  indiquer  sont  assez  simples  pour  être 
expliquées  sans  figures,  d'autant  plus  qu'il  ne  s'agit  ici  que  d'exposer 
des  principes  dont  les  détails  d'application  seront  développés  dans  un 
f)uvrage  que  je  prépare  siu"  ces  matières. 


Moteur  à  piston  sans  soiipapi . 

L'origine  du  tuyau  peut  être  tout  simplement  bouchée  alternative- 
ment par  le  piston,  ce  qui  dispensera  de  toute  espèce  de  soupape,  puis- 
qu'il en  tiendra  lieu  lui-même  à  l'époque  voulue.  Quand  l'effet  »le  la 

TomeXU.  -  Feyiiier  1847.  'O 
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succion  sera  niodiiil.  un  contre-poids  relèvera  le  piston,, en  refoulant 
l'eau  du  bief  supérieur  qui  s'est  introduite  au-dessus  de  ce  piston  pendant 
la  descente.  Pour  s'en  rendre  compte,  il  suffit  de  remarquer  que  l'on 
n"a  plus  à  s'occuper  de  la  succion,  dont  In  force,  à  l'époque  où  elle 
commence  à  agir,  devra  être,  en  général,  bien  plus  grande  que  la 
pression  du  bief  supérieur  sur  le  même  piston. 

T-orsque  le  piston  sera  sorti  du  tuyau  ,  la  colonne  liquide  en  mouve- 
ment dans  l'intérieur  de  celui-ci  sera  graduellement  réduite  au  repos 
en  vertu  de  la  pression  de  l'eau  du  bief  supérieur,  qui  fera  bientôt 
naître  un  mouvement  en  sens  contraire.  Alors  la  force  vive  s'emma- 
gasinera graduellement  dans  l'intérieur  du  tuyau,  par  suite  de  l'écou- 
lement de  l'eau  motrice  au  bief  inférieur.  Il  n'y  aura  plus  qu'à  faire 
rentrer  le  piston  dans  le  tuyau  pour  faire  travailler  l'atmosphère. 

Nous  avons  dit  que  le  piston  avait  été  relevé  au  moyen  d'un  contre- 
poids. Il  faut  ajouter  que  ce  contre-poids  n'ayant  plus  besoin  d'agir, 
à  beaucoup  près,  avec  la  même  puissance,  à  partir  du  moment  où  le 
piston,  dégagé  du  tuyau,  n'a  plus  à  surmonter  que  les  résistances  pas- 
sives, la  résistance  du  milieu,  etc..  on  laisse  plonger  ce  contre-poids 
dans  un  bassin  disposé  à  une  hauteur  suffisante  pour  qu'il  ne  puisse 
être  atteint  par  les  crues  de  la  rivière;  on  donnera  d'ailleurs  à  cette 
pièce  mobile  une  densité  calculée  de  manière  à  lui  faire  convenable- 
ment achever  sa  course,  en  venant  s'enfoncer  au  besoin  clans  un 
vase  particulier,  disposé  dans  son  bassin,  d'où  l'eau,  brusquemeni 
chassée  à  la  fin  de  cette  course,  amortira  la  percussion  comme  le 
ferait  un  corps  mou. 

Au  moyen  de  ces  précautions,  il  n'y  aura  qu'un  effort  minime  à 
faire  pour  la  rentrée  du  piston  dans  le  corps  de  pompe,  au-dessus  du- 
quel il  a  été  soulevé,  seulement  de  la  quantité  suffisante  pour  que 
l'eau  du  bief  supérieur  entre  librement  par  l'extrémité  supérieure  du 
tuyau,  convenablement  évasée.  La  partie  inférieure  est  évasée  en  vertu 
des  expériences  de  Venturi  et  de  M.  Eytelwein  sur  l'écoulement  du 
liquide  à  la  sortie  des  tuyaux  qui  ne  sont  pas  très-longs. 

La  méthode  la  plus  élégante  pour  faire  rentrer  le  piston  consiste  à 
disposer,  le  long  d'une  queue  inférieure,  im  boulet  ou  obstacle  quel- 
conque, sur  lequel  la  percussion  de  l'eau  afduente  augmentera  de  plus 
en  plus  avec  la  vitesse  de  cette  çau  jusqu'à  ce  qu'elle  entraîne  le  piston 
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à  l'o|X)(|uc  voulue.  Il  en  résulte  que,  du  moins  dans  le  cas  ou  \v  niveau 
du  bief  supérieur  serait  constant,  on  pourrait  n'avoir  qu'une  seide  pitx»' 
mobile  dans  le  système;  car,  au  lieu  d'un  contre-poids,  on  pourraii 
disposer  sur  la  méine  tige  que  le  boulet,  niais  au-dessus  du  piston  ,  (pu 
devrait  alors  flotter  par  lui  même,  un  flotteur  particulier  qui  sortirait  df 
l'eau  à  l'époque  où  nous  avons  dit  que  le  conlre-poirls  devait,  au  con- 
traire, s'y  plonger.  Si  d'ailleurs  je  fais  mention  de  ces  circonstances,  c'est 
parce  qu'il  est  intéressant  de  conserver  la  trace  des  idées  de  ce  geinr  h 
cause  de  leur  simplicité,  abstraction  faite  de  leur  application.  Mais  il  y 
a  lieu  de  penser  que,  dans  les  applications,  le  contre-poids  sera  préfé- 
rable, et  qu'il  sera  plus  économique  de  faire  rentrer  le  piston  dans  It' 
tuyau  au  moyen  d'nne  petite  bascule  hydraulique  dont  le  travail  sera 
insignifiant. 

L'emploi  de  l'une  des  dispositions  connues  sous  le  nom  de  catarai/c 
sera  d'ailleurs  d'autant  plus  commode,  que  nous  n'avons,  à  cette  épo- 
que, à  nous  embarrasser  d'aucune  oscillation,  c'est-à-dire  d'aucun  mou 
vement  de  retour  de  la  colonne,  et  que  peu  importe,  en  général ,  que 
l'on  ait  à  chaque  période  un  peu  plus  ou  un  peu  moins  de  force  vive 
emmagasinée  dans  le  tuyau,  puisqu'elle  sera  |)lusou  moins  bien  utili-sée 
dans  tous  les  cas.  Au  reste,  j'ai  donné  ailleurs  des  moyens  de  régula- 
riser les  cataractes  comme  de  véritables  clepsydres;  mai.s  il  ne  s'agit, 
dans  ce  Journal .  que  d'exposer  des  principes. 

II. 

Moteur  h  piaton-xoupape. 

Le  moteur  atmosphérique  à  forces  vives,  sous  la  ionne  que  je  vkmis 
de  décrire,  a  l'avantage  d'être  d'une  simplicité  d'exécution  qui  permet 
de  rendre  compte  de  ses  effets  à  priori  avec  plus  de  facilité  que  sous 
la  forme  suivante. 

Le  piston  dans  celle-ci  est  composé  d'une  soupape  d'Amstrong  ou 
d'un  piston  portant  une  soupape,  et  qui  ne  sort  jamais  du  tuyau.  Quand 
la  vitesse  voulue  est  acquise  par  le  liquide  dans  ce  tuyau,  cette  sou- 
pape se  ferme  en  vertu  de  la  percussion  de  leau  alfluente  sur  une  de 
ses  faces,  convenablement  disposée:  à  partir  de  ce  moment  la  soupape 
devient   piston,  et   la  pression  atmosphérique  agit  sur  la  résistance 

If).. 
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H  vaincre.  Quand  la  Ibrce  vive  tlu  système  est  éteinte?  la  soii|)ajK' 
s'ouvre  par  des  moyens  coiuuis,  et  un  contre-poids  ou  un  flotteur 
la  relève  avant  que  la  colonne  liquide  ait  acquis  de  jjaut  en  bas  une 
vitesse  suffisante  pour  l'aire  éprouver  une  résistance  passive  trop  forte 
pendant  le  retoiu-  de  cette  soupape. 

il  est  lacile  de  voir  que  cette  disposition  du  piston,  qiu  peut  d'ad- 
irurs  ètie  présentée  sous  diverses  formes,  a  sur  la  précédente  l'avan- 
tage de  supprimer  la  plus  grande  partie  du  contre-poids  et  son  bassin 
[)articulier,  mais  surtout  de  supprimei-  la  queue  inlérieure  tlu  piston  , 
et,  par  suite,  de  diuiiiuier  la  profondeur  des  fondations  pour  le  cas 
où  l'on  veut  supprimer  la  cataracte,  f^e  piston  saisit  la  résistance,  au 
moyen  de  la  pression  atmosphérique,  à  l'instant  où  la  soupape  se  ferme. 
Nous  reviendrons  d'ailleurs  plus  loin  sur  les  avantages  et  les  inconvé- 
nients de  ce  point  particulier. 

m. 

Mntcur  h  pislnn  cl  h  soupape  cylindrique. 

Au  lieu  de  considéiei'  le  piston  connue  faisant  alternativement  fonc- 
tion lie  soupape,  je  suppose  qu'étant  d'ailleurs  plein,  c'est-à-dire  sans 
soupape,  il  fonctionne  dans  un  corps  de  pompe  particidier,  sans  en 
sortir,  ce  corps  de  pompe  étant  alternativement  réuni  au  tuyau  d'as- 
piration par  une  soupape  cylindrique  à  double  siège ,  dite  île  coniwall, 
qui  fait  alteriiativenicnt  de  ces  deux  pièces  iixes  un  seul  et  même  tube. 

Le  piston  sera  aspiré  comme  ci-dessus  à  l'époque  où  la  soupape  cy- 
lindrique sera  fermée.  Or,  |)(jur  voir  comment  cette  soupape  peut  .s'ou- 
vrir d'elle-même,  il  suffit  précisément  de  voir  en  vertu  de  quelle  force 
elle  sera  maintenue  fermée.  La  colonne  liquide,  dont  le  mouvement 
permet  à  la  pression  atmos|)liéri(pie  de  faire  travaillei\e  piston,  as^it 
aussi  d  une  manière  analogue  sur  la  soupape  cylindrique,  parce  que 
l'anneau  supérieur  de  celle-ci  dépasse  d'une  quantité  quelconque 
1  anneau  inférieur  vers  l'intérieur  de  cette  soupape.  L'aspiration  est 
donc  une  cause  qui  tient  la  soupape  fermée,  et  qui.  sers  Fépotpie  de 
la  cessation  de  son  influence,  lui  permet  de  s'ouvrir  au  moyen  <riiii 
flotteur  où  d'un  contre-poids.  Nous  avons  indiqué  plu>>  liant  comment 
MU  piston  faisant  fonction  de  soupape  pouvait  être  baissé  au  moyen  de 
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la  perc  ussioii  df  leau  afdiuiite  siii'  tics  rebords  coiivciiablfinciit  dis- 
posés: ici  cela  est  encore  plus  évident  parce  (piil  n'y  a  poini  tl'altii.id 
à  mouvoir,  mais  seidenient  un  contre-poids.  Il  y  a  des  dis|)usitions com- 
munes à  tout  cet  ensemble  et  sur  lesquelles  il  est  inutile  d'insister. 

Ce  système  de  moteur  a  sur  le  précédent  l'avantaye  de  ne  pas  avoir 
de  soupape  tournante.  C'est  à  l'expérienci'  a  décider  si  cet  avantage 
est  essentiel. 

Quant  à  la  manière  de  relever  le  piston,  elle  peut  être  consiilérée 
sous  deux  points  de  vue.  Si  le  niveau  du  bief  supérieur  est  constani  , 
le  corps  de  pompe  peut  être  prolongé  au-dessus  du  niveau  de  ce  bii-l. 
.\Iors,  au  moment  où  la  soupape  cylindrique  s'ouvre,  la  pression 
du  bief  supérieur  agit  en  même  temps  sur  la  colonne  contenue  dans 
le  tuyau  et  qui  résiste  par  son  inertie,  ainsi  que  sous  le  piston  quelle 
tend  à  relever,  et  qu'elle  peut,  à  la  rigueur,  relever  sans  contre- 
poids. Mais  cette  considération  ayant  peu  d'importance,  nous  considé- 
rerons principalement  le  cas  le  plus  général,  celui  des  niveaux  va- 
riables ,  et  nous  plongerons  en  entier  le  corps  de  pompe  dans  l'eau . 
ce  cpii  nous  permettra  de  fonctionnel'  sous  la  g/acc.  le  piston  étant 
facilement  relevé  au  mojeu  dun  contre-poids,  si  la  colonne  liquide 
inférieure  est  assez  longue  pour  résister  par  son  inertie  pendant  un 
temps  qui  peut  d  ailleurs  être  fort  court. 

[|  est  clair  que  l'axe  du  cor()s  de  pompe,  et,  par  suite  ,  celui  du  pis- 
Ion  ,  au  lieu  d'être  verticaux  peuvent  être  horizontaux  ou  sous  lUie  in- 
clinaison quelconque.  Mon  but  n'étant  ici  que  d'exposeï"  des  principes, 
je  n'entrerai  pas  dans  tous  les  détails.  J'indiquerai  seulement  encore  la 
disposition  suivante  en  supposant  l'axe  du  corps  de  pompe  horizontal, 
f.a  soupape  cylindrique,  horizontale  aussi,  fonctioiuiant  toujours  d'une 
manière  analogue,  on  sait  déjà  conunent  le  piston  sera  aspiré.  Or  il 
peut  revenir  sur  ^es  pas  sans  contre-poids,  si  sa  face  opposée  est  en 
communication  avec  une  capacité  où  le  niveau  du  liquide  soit  infé- 
rieur à  celui  du  bief  d'aval;  car,  lorsque  la  force  vive  de  la  colonne 
liquide  aspirante  est  éteinte,  la  pression  du  bief  d'aval  suffit  pour  re- 
fouler le  piston  vers  son  point  de  départ,  et  même  pour  ouvrir  la 
soupape.  Dès  que  la  soupape  est  entr'ouveite,  la  pression  du  biel 
supérieur  achève  de  louvrii'  en  s'appuyant  sur  l'inertie  de  la  colonne 
liquide  en  aval  du  j)iston.  On  conçoit  que  cette  soupape  peut  être  liée 
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ail  piston  par  un  S3'stème  de  déclic  analogue  à  ceux  dont  j'ai  moi- 
même  donné  autre  part  des  exemples,  de  telle  sorte  qu'étant  ramenée 
à  sa  place,  elle  soit  abandonnée  à  elle-même  par  le  piston;  elle  re- 
viendra ensuite,  au  moment  voulu,  se  fermer  par  les  moyens  susdits. 
Quant  au  piston,  il  est  facile  de  l'arrêter  à  la  Un  tle  sa  course  rétro- 
grade, sans  choc  brusque,  au  moyen  du  letoulement  d'une  colonne 
liquide  dans  un  tuyau  recourbé  de  section  convenable,  formant  la 
capacité  supplémentaire  que  nous  avons  supposée  derrière  le  piston. 
J'ai  pensé  qu'une  indication  succincte  de  ce  système  de  régulation 
ne  serait  pas  sans  intérêt.  Mais,  dans  les  applications  en  grand,  il 
sera  toujours  facile  de  tenir  compte  des  petites  diflicullés  de  régu- 
lation, au  moyen  de  cataractes.  Le  principe  de  la  disposition  pré- 
cédente est  aussi  applicable  au  corps  de  pompe  vertical;  mais  celle 
que  j'ai  indiquée  d'abord  a  l'avantage  d'exiger  des  fondations  moins 
profondes,  le  piston  n'étant  pas  obligé  de  descendre  au-dessous  du 
niveau  du  bief  inférieur  quand  il  est  relevé  au  moyen  d'un  contre- 
poids. 

IV 

Moteur  à  flèche  oscillante  sans  soupape 

Je  suppose  maintenant  que  le  piston  soit  formé  d'un  cylindre  dont 
les  parois  s'élèvent  toujours  au-dessus  du  niveau  du  bief  supérieur.  Il 
suffit,  comme  on  va  voir,  de  faire  osciller  verticalement  ce  cylindre 
terminé  inférieurement  par  un  cùne,  de  manière  qu'il  vienne  alterna- 
tivement s'engager  dans  le  tuyau  fixe. 

S'il  n'y  avait  pas  de  résistances  passives,  le  cylindre,  enfoncé  à  une 
certaine  profondeur  au-dessous  du  niveau  d'un  réservoir  large  et  pro- 
fond ,  remonterait  au-dessus,  plus  haut  que  ne  l'exigei'ait  son  [jojds 
spécifique  si  l'état  de  repos  était  stable ,  puis  il  redescendrait  à  la  même 
profondeur,  et  ainsi  de  suite  indéfinin)eiit, 

Or,  s'il  a  été  engagé  une  première  fois  dans  le  tuyau  ,  et  qu'à  cette 
époque  il  ait,  en  vertu  de  sa  légèreté  spécifique,  été  lancé  de  bas  en 
haut  par  la  pression  de  l'eau  du  bief  inférieur,  il  sortira  avec  sa  vitesse 
acquise  èomme  une  flèche  ou  ime  sorte  de  bombe  chassée  par  un  mor- 
tier. Celte  vitesse  acquise ,  si  elle  est  suffisante  pour  compenser  la  perte 
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(le  travail  due  aux  résistances  passives  (|u'il  éprouvera  clans  sou 
double  trajet  de  va-et-vient  vertical,  lui  permettra  de  venir  s'enga- 
ger à  son  retour  dans  la  bouche  du  tuyau  d'où  nous  venons  de  le  voir 
sortir. 

On  peut  se  rendre  compte  à  priori  de  la  possibilité  de  ces  effets  au 
moyen  de  la  disposition  suivante  :  si  la  masse  solide  à  mouvoir,  en  un 
met  l'inertie  du  système,  est  suffisamment  augmentée  au  moyen,  par 
exemple,  d'un  contre-poids,  les  forces  motrices  restant  les  mêmes, 
on  conçoit  que  le  mouvement  d'oscillation  verticale  du  cylindre  sera 
beaucoup  plus  lent,  et  qu'il  en  résultera  une  diminution  considérable 
dans  la  résistance  du  milieu  liquide.  Or  le  frottement  du  balancier 
n'augmentera  pas  d'une  manière  assez  notable  pour  détruire  cette 
considération,  dont  il  résulte  d'ailleurs  un  plus  grand  débit  d'eau 
motrice  à  chaque  période,  puisque  l'écoulement  durera  plus  long- 
temps, et,  par  suite,  une  plus  grande  quantité  de  force  vive  emmaga- 
sinée à  chaque  période  dans  le  tuyau  de  conduite.  Il  est  donc  évi- 
dent que  cet  appareil  f'oncfioiuiera  si  les  proportions  sont  bien  dé- 
terminées par  le  tâtonnement,  et  qu'on  aura  véritablement  un  moteur 
à  flèche  oscillante.  11  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  l'on  peut 
d'ailleurs  suspendre  le  cylindre  au  haut  de  sa  course  pendant  un  cer- 
tain temps,  et  le  décrocher  au  moyen  d'une  cataracte ,  ou  même  sans 
cataracte,  par  la  percussion  de  l'eau  affluente  sur  une  surface  disposée 
dans  ce  but. 

Un  des  inconvénients  de  cette  forme  du  moteur,  si  elle  restait  dans 
cet  état,  serait  de  ne  pouvoir  faire  commencer  faction  de  la  pression 
atmosphérique  qu'au  moment  où  le  piston  cylindrique  entre  dans  la 
bouche  du  tuyau.  Or  il  y  a  beaucoup  de  résistances  industrielles  qui 
offrent  une  inertie  considérable  à  vaincre,  ce  qui  serait  ici  une  cause 
de  percussion.  Mais  il  est  juste  de  remarquer  qu'il  y  a  aussi  des  résis- 
tances industrielles;  telles  sont,  par  exemple,  certains  frottements 
utiles,  qui  ne  sont  pas  dans  le  même  cas.  Le  système  n"  1  du  piston 
toujours  plongé  sans  soupape  offrait  aussi  un  inconvénient  analogue, 
mais  bien  moindre,  parce  qu'on  peut  craindre,  malgré  les  considéra- 
tions suivantes,  qu'ici  la  masse  du  cylindre  et  de  son  attirail  ne  donne 
lieu  à  une  percussion  d'une  espèce  qui  sera  expliquée  plus  loin  ,  tandis 
que  nous  n'avions  que  la  masse  d'un  piston  et  de  sa  tige,  le  contre- 
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poids  lui-même  et  son  balancier  pouvant  être  disposés  de  manière  à  ne 
pas  agir  en  bloc  au  moment  où  la  résistance  est  saisie. 

Pour  achever  de  concevoir  l'action  de  l'eau  dans  ce  système  de  flot- 
teur, il  faut  voir  que  leau  du  hief  supériciu-  commence  à  agir  pour 
relever  ce  flotteur  dès  le  monieut  où  le  cône,  disj)osé  au  bas  de  celte 
j)iece,  cesse  de  boucher  entièrement  le  tuyau.  Cette  eau  trouve ,  en  effet , 
un  point  d'appui  sur  le  mouvement  de  basen  haut  de  la  colonne  liquide, 
et  sur  l'inertie  de  celle  même  colonne  à  l'origine  du  mouvement  en  sens 
contraire.  Lorsque  ensuite  le  flotteur  redescend  après  avoir  achevé  sa 
course  ascensionnelle,  dès  l'instant  où  il  commence  à  boucher  le 
tuyau,  il  se  produit  autour  de  sou  cône  inférieur  une  augmentation  de 
vitesse;  cela  ne  peut  avoir  lieu  sans  une  véritable  succion  qui  l'aide  à 
achever  son  entrée  en  augmentant  sa  vitesse  sans  action  brusque.  Ainsi 
il  résulte  de  ces  nouvelles  considérations  que  le  flotteur  a.  pour  entrer 
et  pour  sortir  du  corps  de  pompe,  en  un  mol  pour  accomplir  son 
espèce  de  révolution  verticale,  une  quantité  quelconque  de  force  plus 
grande  que  nous  ne  l'avions  dit  plus  haut.  Je  n'insisterai  cependant 
|)as  davantage  sur  cette  forme  du  moteur,  et  je  jjasserai  à  des  consi- 
dérations générales  qui,  seides,  pourront  faire  sentir  les  avantages  et 
les  inconvénients  de  ces  systèmes  principaux,  considérés  comme  ex- 
pressions diverses  du  nouveau  ninfpw  atmosphérique. 

Propriétés  fondamentales  du  noufrau  système  de  moteurs. 

Les  combinaisons  de  V hydrostatique  sont  nombreuses  et  variées,  mais 
elles  sont  loin  d'être  aussi  nouvelles  que  celles  de  Vhjdrodj-nainique. 
Je  ne  crois  donc  pas  nécessaire  de  m'étendre  sur  les  divers  moyens 
connus  de  faire  plonger  ou  émerger  un  cylindre  par  des  jeux  de  si- 
))hons,  etc.,  dans  les  cas  où  l'on  néglige  la  vitesse  acquise.  Il  .serait 
facile  de  varier  ainsi  en  apparence  la  forme  du  nouveau  moteur  dont  il 
s'agit;  mais  ici,  comme  pour  mes  précédentes  inventions,  je  me  borne 
à  rassend)ler  en  peu  de  mots  les  idées  fondamentales  et  à  indiquer  le 
reste  au  lecteur,  me  réservant  à  donner  les  détails  d'application  dans 
des  recueils  spéciaux  et  dans  l'ouvrage  que  je  prépare. 

La  propriété  la  plus  caractéristique  du  moteur  hjdraidique  alino- 
.sphérique  à  Jorces  vives  consiste  dans  la  grande  «piautité  d'eau  cpi'd 
j)eut  débiter  sous  un   petit  volume,   relativement  aux   machines  dans 
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lesquelles  on  cniisiilère  priiicipaleiiieiil  l'action  du  jxtids  i\v.  l'eau, 
abstraction  laite  de  la  vitesse  ac([uise;  tels  sont  les  moteurs  à  colonial 
d'eau  ,  les  flotteurs  de  Fontana,  Hossul,  Sola^^es,  Thiville,  etc.  En  effet, 
dans  ce  nouveau  système  l'eau  coule  à  plein  tuyau  avant  d'exercer 
une  action  immédiatement  utile,  avec  des  vitesses  dont  la  moyenne  est 
plus  ou  moins  grande,  et  que  l'on  peut  même  augmenter  ou  dimi- 
nuer considérablement  si  le  tiavail  à  laire  n'est  pas  toujours  le  même. 
Cette  observation  fait  voir  immédiatement  l'avantage  des  disposi- 
tions pour  lesquelles  la  colonne  liquide  n'est  pas  obligée  de  revenir 
sur  ses  pas,  ne  s'arrête  que  pendant  des  instants  très-courts,  et  peut 
même  ne  jamais  s'arrêter  complètement. 

Dans  les  machines  où  le  poids  de  l'eau  agit  directement  ,  ou  même 
par  succion,  comme  dans  l'ancien  moteur  de  Westgartli  par  exemple, 
mais  où  la  très-petite  vitesse  acquise  n'est  pas  considérée,  si  la  hau- 
teur de  la  chute  varie  de  quantités  notables,  la  machine  s'arrête, 
comme  on  sait,  à  moins  qu'on  ne  change  le  point  d'attache  du  balan- 
cier. Ici  l'on  peut  avoir  égard  à  cette  circonstance  sans  toucher  au  ba- 
lancier, puisqu'on  est  maître  d'augmenter  la  force  vive  acquise  à 
chaque  péi'iode.  Je  dirai  plus  :  conune,  eu  général,  la  pri'ssion  atmo- 
sphérique sera  assez  considérable  par  rapport  aux  variations  de  la 
chute  motrice  d'une  rivière,  la  machine  marchera  toujoius,  même 
sans  l'assistance  d'un  surveillant;  seulement  il  y  aura  nécessairement  à 
chaque  jiériode  \me  certaine  variation  dans  le  travail  :  par  exemple , 
si  c'est  une  pompe  foulante  que  l'on  fait  marcher  au  moyen  du  mo- 
teur, le  piston  parcourra  un  chemin  j)lus  ou  moins  grantl  à  chaque 
période. 

Pour  bien  comprendre  comment  les  choses  se  passent,  il  faut  se 
rappeler  que  c'est  la  vitesse  de  l'eau  njfluente  dans  le  tuyau  ou  aux 
environs  (pii  détermine  la  fin  de  chaque  période.  Il  faudra  donc  qu'à 
chaque  période  il  y  ait  une  quantité  donnée  de  force  vive  emmagasinée 
dans  la  colonne  liquide.  La  variation  de  l'effort  à  exercer  sur  la  i  ésis- 
tance  à  vaincre  ne  portera  donc  cpie  sur  la  variation  de  la  pression 
directe  provenant  de  la  chute  motrice,  et  non  sur  la  pression  atmo- 
sphérique dont  le  travail  sera  mis  en  jeu  par  une  même  colonne,  aspi- 
ranteen  vertu  de  sa  force  vive.  Si  donc  la  résistance  donnée  peut  encore 
être  surmontée  par  cette  partie  de   l'effort  total  ,   la   machine  mar- 
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chera,  moins  vite  il  est  vrai,  mais  enfin  elle  ne  s' arrêtera -|>oinl.  Quant 
an  moyen  proposé  pins  liant  pom-  fermer  à  l'instant  vonlu  le  tuyau 
en  vertn  de  la  percnssion  de  l'eau  ailluente,  il  est  à  peine  nécessaire 
d'ajouter  que,  s'il  ne  le  fait  pas  fermer  assez  vite,  il  est  facile  de  Ini 
donner  plus  de  puissance  en  faisant  agir  cette  percussion,  non  plus 
seulement  d'une  manière  directe,  mais  an  moyen  d'un  enclii{uetage. 
Si,  par  exemple,  on  disjjose  un  ressort  tpii  ne  cède  que  sous  une  pres- 
sion donnée,  l'attirail  quelconque  à  entraîner  sera  mis  en  mouvement 
par  une  force  beaucoup  plus  considérable  que  si  le  ressort  n'avait  pas 
résisté  un  certain  temps.  Si  maintenant  on  craint  que  la  soupape, 
quand  c'est  un  système  à  soupape  que  l'on  emploie,  ne  vienne  frapper 
trop  iortement  son  siège,  il  sera  toujours  facile  d'obvier  à  ce  genre  d'in- 
convénient par  un  modérateur,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué  pour  d'autres 
pièces. 

Au  reste,  la  régulation  se  fera  toujours,  si  l'on  veut,  d'iuie  manière 
très-économique  au  moyen  d'un  petit  balancier  bydraulique  à  cata- 
racte, du  moins  lorsqu'un  surveillant  sera  présent  pour  tenir  compte 
des  trop  grandes  variations  dans  les  hauteurs  des  niveaux  d'amont  et 
d'aval.  Or  on  sait  que  toutes  les  machines  puissantes  ont  nécessaire- 
ment un  surveillant,  même  quand  elles  peuvent  être  rigoureusement 
censées  marcher  entièrement  seules.  On  peut  donc  admettre  cpie  la 
même  machine  fera  toujours,  à  chaque  période,  la  même  quantité 
de  travail,  tant  que  la  chute  motrice  restera  suffisante  pour  engendrer 
la  force  vive  nécessaire;  seulement  le  nombre  de  périodes  diminuera 
avec  la  chute  motrice  dans  un  même  temps  donné. 

Une  autre  propriété  caractéristique  du  système  consiste  en  ce  que, 
pour  de  petites  chutes,  on  se  trouve,  quant  au  genre  de  frottement 
du  piston,  dans  des  circonstances  parfaitement  analogues  à  celles  des 
grandes  chutes  pour  les  machines  à  colonnes  d'eau,  qui  ne  sont  em- 
ployées, comme  on  sait,  que  pour  des  chutes  assez  considérables.  En 
effet ,  ïaspiration,  provenant  de  la  force  vive  de  la  colonne  liquide  en 
mouvement  dans  le  tuyau ,  crée  en  quelque  sorte  une  grande  chute, 
«-mmagasinée,  pour  ainsi  dire,  en  vertu  de  la  descente  de  l'eau  motrice. 
Dans  l'ancienne  machine  à  colonne  d'eau,  le  piston  parcourt  deux 
fois  le  chemin  de  l'eau  dépensée,  en  supposant  son  diamètre  égal  à 
celui  du  tuvau.   Or,  si  en  définifive  le  frottement  est  proportionnel 
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à  la  pression  motrice  totale,  de  quelques  parties  qu'elle  se  compose, 
cependant  il  y  a  lieu  de  penser  cpie  les  considérations  précédentes, 
sur  la  nioililicalion  du  Irottement  et  de  son  chemin,  ne  seront  pas  sans 
utilité,  en  caractérisant  d'ailleurs  le  système  tl'une  lacoii  toute  parti- 


culière. 


Soit  (pie  le  piston  sorte  alternativement  du  corps  de  pompe,  soit 
(|ud  n'en  sorte  pas,  je  propose  de  lui  donner  une  garniture  de  cuir, 
assez  ample  à  la  circonlerence  pour  pouvoir  au  besoin  se  soulever  de 
bas  en  haut,  comme  pour  le  piston  des  anciennes  |)ompes  décrites  par 
Agncola,  et  qui,  depuis  1823,  ont  été  reproduites  sous  diverses 
formes.  On  sait  (pie,  dans  ces  anciens  systèmes,  les  bords  du  cuir  se 
repliaient  au  besoin  à  l'intérieur  du  cône,  soit  pour  donner  passage  à 
l'eau,  soit  pour  donner  passage  aux  immondices.  Mon  but,  (-n  em- 
ployant ici  quelque  chose  d'analogue  dans  les  circonstances  qui  le  per- 
mettront, est  principalement  d'avoir  à  ma  disposition  une  sorte  de 
corps  mou,  afin  de  diriger  sur  lui  la  percussion,  ou,  si  l'on  peut  s'ex- 
primer ainsi,  la  c/mnce  de  percussion  de  la  colonne  liquide  dont  je 
vais  parler,  et  qui  n'a  d'ailleurs  qu'une  importance  très-s(>condaire , 
bien  que  le  phénomène  soit  encore  au  nombre  de  ceux  qui  caracté- 
risent le  système. 

Je  suppose  que  la  bouche  d'amont  du  tuyau  soit  fermée  très-rapi- 
dement, ce  qui  peut  se  pn'ïsenter  tlans  le  moteur  à  piston-soupape  n"  2. 
La  colonne  liquide  en  mouvement  dans  le  tuyau  fendra  à  faire  un 
vide  sous  le  piston,  surtout  si  la  masse  de  celui-ci,  jointe  à  celle  de 
son  attirail  et  de  la  quantité  d'eau  quelconque  dont  il  lui  faut  modifier 
le  mouvement,  n'est  pas  très-petite  par  rapport  à  la  masse  de  la  co- 
lonne aspirante.  Ceci  exige  quelques  explications.  Quant  à  l'eau 
dont  nous  venons  de  parler,  elle  n'est  pas  sans  action  dans  tous  les 
cas.  En  effet,  au  moment  où  la  communication  entre  le  tiivau  et  le 
bief  d'amont  est  interrompue  par  le  piston  des  systèmes  n°^  1  et  'I,  l'eau 
en  mouvement  dans  ce  bief  exercée,  en  vertu  même  de  ce  mouvement  sur 
le  piston,  une  action  qui  n'est  pas  totalement  perdue.  Enfin  si  le 
piston  est  dé-jà  doué  d'une  certaine  vitesse  de  haut  en  bas,  celle  du 
liquide  dont  il  s'agit  est  lu'cessairement  en  partie  conservtV. 

Mais  je  fais  abstraction    de    ces   circonstances   pour  supposer   ou 
piston  et  à  son  attirail  une  masse  telle,  que  leur  ensemble,  partant 
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du  repos  sons  la  pirssioii  atmospliérique  et  la  pression  direclc  du  bief 
supérieur,  suive  avec  un  mouvement  accéléré  la  colonne  liquide  aspi- 
rante qui  fuit,  par  hypothèse,  avec  un  mouvement  retardé. 

C-onune  il  ne  s'agit  ici  que  d'une  estimation  approximative  ayant 
pour  but  (le  rassurer  sur  l'effet  d'une  percussion,  nous  pouvons  sup- 
poser que  la  masse  de  cette  colonne  liquide  est  toujours  assez  grande 
par  rapport  à  celle  du  piston  et  de  son  attirail,  afin  d'admettre  que  la 
vitesse  du  piston  est  à  peu  prés  uniformément  accélérée  dans  le  vide, 
tandis  que  celle  de  la  colonne  aspirante  n'a  pas  eu  le  temps  de  se  retar- 
der beaucoup  avant  d'être  rencontrée  par  le  piston.  Dans  cette  hypo- 
thèse, il  est  facile  de  voir  que  le  piston  aura,  en  vertu  des  lois  du 
mouvement  accéléré  dont  il  s'agit,  une  vitesse  à  peu  près  double  de 
celle  de  la  colonne  au  moment  de  leur  rencontre,  c'esl-à-dire  que  la 
percussion  se  fera  avec  une  vitesse  relative  à  peu  près  égale  à  celle  de 
cette  colonne.  Or  la  percussion  se  reportera  sur  l'espèce  de  corps  mou 
formé  par  le  piston  de  cuir  dont  nous  avons  parlé,  et  qui,  en  se  re- 
pliant au  besoin  d'une  manière  analogue  à  celle  du  piston  décrit  dans 
Agi-icola  ,  fera  dépenser  l'effet  de  cette  percussion  en  changements  de 
forme  du  corps  flexible  et  en  tourbillons  du  liquide.  On  voit  d'ailleurs 
que,  pour  les  formes  du  moteur  qui  permettront,  soit  un  piston  conique, 
soit  un  piston  d'un  diamètre  moindre  que  le  tuyau  et  d'une  certaine 
forme,  ce  piston,  pénétrant  dans  le  liquide,  le  fera  jaillir  autour  de 
lui,  en  dépensant  l'effet  de  la  percussion  d'une  manière  inverse,  mais 
analogue  à  ce  qui  se  passe  quand  uu  corps  en  mouvement  éteint  sa 
vitesse  sans  choc  brusque  en  pénétrant  dans  un  vase  conique,  dont  il 
chasse  l'eau  rapidement  autour  de  lui,  et  que  nous  pourrons  conser- 
ver d'ailleurs  ici  en  partie  l'avantage  de  la  propriété  particulière  à  la 
forme  conique  du  cuir  dont  nous  avons  parlé. 

Au  reste,  il  est  difficile  d'admettre  à  priori  qu'on  ait  à  s'occuper, 
dans  l'exécution,  d'un  vide  proprement  dit  sous  le  piston,  car  la 
bouche  du  tuvau,  en  vertu  de  son  évasement,  dans  le  cas  même  de  la 
suppression  de  toute  soupape,  ne  sera  jamais  instantanément  fermée; 
de  sorte  que  la  succion,  qui  s'exercera  pendant  que  cette  opération 
sera  en  train  de  se  faire,  viendra  du  moins  en  déduction  des  effets 
dont  je  viens  de  parler,  et  qu'il  était  cependant  indispensable  d'indiquer 
dans  une  simple  exposition  de  principes. 
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,,„i ,  plongé  pendant  une  certan.e  partie  de  sa  co.irse  ,  so.hra  de  1  ea-. 
assez  à  te.nps  po.n-  réd.nre  s.-nsible.nent  au  repos  le  systen.e  solxl.  n.o- 
Z,  s.  l'ol.  ve..r  cp.'.l  acco.npHsse  sa  descente  sous  Tact.on  de  Uj u  . 
la  p  ession  atn.osplH..ique ,  et  vienne  éteindre  sa  vUesse  sur  la  su  au 
de'la  colonne  liquide ,  à  l'instant  où  elle  se  ,-éd..,t  ell.>nu..ne  a        po 

Mais  revenons  a.,  cas  général  vé.-.table.nent  apphcable,  cbu  o  . 
nous  savons  d'avance  que  les  effets  d«..t  .i  s'agit  ne  sont  pas  b.en  un- 
;ortants ,  s.u.out  s.  u.^  partie  assez  considérable  de  la  pression  atn.o 
phéiique  agit  sur  le  piston ,  c'est-k-d ire  si  la  résistance  a  vau.a.  n  e.t 
pas  trop  grande  relativement  à  l'action  de  la  pression  atmosplu-riqu.-. 
Or,  ici  .1  se  p.ésente  un  genre  d'idées  tout  nouveau.  Comment  ag.ia 
la  pression  atmospbérique  sans  qu'il  y  ait  aucun  vide  proprement  d.. 

sous  le  piston?  , 

Il  est  commode,  pour  mieux  se  représenter  comment  les  chose,  se 
passent,  de  supposer  qu'au  lieu  de  l'atmosphère,  on  ait  a  considérer 
Seux  réservoirs  de  niveaux  plus  élevés  que  ne  le  sont  aux  deux  extre- 
nntés  du  tuyau,  les  nivea.ix  des  biefs  supérieur  et  in  e.neur  En  consi- 
dérant les  choses  ainsi,  on  rentre  tout  naturellement  dans  le  ca.  oui  - 
naire  des  colonnes  liquides  éteignant  leur  mouvement  en  vertu  <le 
l'action  des  réservoirs  communiquants. 

En  effet,  sur  la  bouche  d'aval ,  la  pression  de  l'atmosphère  agit  eu 
entier  comme  résistance  à  vaincre  ,  tandis  que,  sur  la  bouche  d  amon  , 
elle  est  en  partie  contre-balancée  par  la  résistance  industrielle  .l.i  tra- 
vail ffaire^  Or  nous  cons.dérons  les  vitesses  a  partir  du  moment  ou    e 
•  ton  a  ..n  mouvement  commun  avec  la  colonne  liquide.  Ees  clu,s  s 
L   passent  donc   comme  si   le  réservoir,  qui,  par  hypothèse,    t.ent 
Heu'de  la  pression  atmosphérique  du  c.',té  d'amont,  était  dunim.e  «le 
hauteur  pour  tenir  compte  de  la  résistance  nKlustnelle.    En  de    n- 
tive    il  nous  reste  à  considérer  tout  simplement ,  en  gênerai ,  le  mo.ne 
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ment  retardé  dune  colonne  liquide  entre  deux  réservoirs  en  commu- 
nication. Or,  comme  cela  rentre  tout  à  fait  dans  mes  recherches 
approuvées  par  M.  Coriolis  et  dont  il  a  même  retrouvé  les  résultats 
par  des  moyens  analytiques,  il  nest  pas  nécessaire  d'entrer  ici  dans 
plus  de  détails,  puisfpie  îious  n'avons  plus  à  considérer  qu'un  cas 
particulier  de  mes  études  précédentes  sur  cette  matière.  Il  suffit  de 
bien  voir  comment  la  force  vive  est  directement  employée  sans  per- 
cussion, sans  solution  de  continuité,  en  repoussant  la  pression  at- 
mosphérique qui  ai^it  sur  le  bief  d'aval ,  et  en  s'éfeignant  graduelle- 
ment comme  le  mouvement  d'un  pendule,  mais  avec  cette  particularité 
caractéristique,  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  le  liquide  revienne  sur  ses 
pas,  comme  dans  le  moteur  hydraulique  à  flotteur  oscillaTit,  de  mon 
invention,  décrit  dans  le  tome  IV  de  ce  Journal,  page  2/,3,  et  que  j'ai 
depuis  essayé  en  grand  avec  succès. 

L'avantage  particulier  du  moteur  que  je  rappelle  est  de  n'avoir  pas 
de  piston,  de  remplacer  le  frottement  d'un  piston  par  le  frottement 
d'une  colonne  liquide.  Or  cette  propriété  iiaraît  être  essentielle  pour  les 
chutes  petites  et  peu  abondantes  en  liquide  moteur,  parce  qu'il  semble 
difficile,  en  général ,  dans  ce  cas,  d'établir  un  piston  moteur  sans  qui! 
y  au  un  peu  de  jeu,  à  moins  de  donner  lieu  à  un  frottement  relativement 
considérable.  Mon  premier  moteur  hydraulique  conservera  donc  son 
avantage  dans  beaucoiij)  de  circonstances.  Mais,  en  vertu  des  principes 
<iéveloppés  ci-dessus,  mon  nouveau  système  aura  souvent  sur  le  pre- 
mier des  avantages  essentiels ,  auxquels  il  faut  ajouter  celui  de  ne  pas 
exiger,  en  général ,  des  fondations  aussi  profondes.  Par  cette  raison,  les 
considérations  relatives  à  la  profondeur  des  fondations  m'ont  fait  seu- 
lement j)résenter,  comme  développement  scientifique,  le  second 
moyen  de  régulation  du  moteur  aspirant  n"  5,  pour  lequel  il  fallait 
que  le  piston  descendit  au-dessous  du  niveau  du  bief  inférieur,  tandis 
que,  en  général ,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  le  faire  descendre  aussi 
bas  par  l'autre  moyen  de  régulation.  On  conçoit  même  que  la  bouche 
d'amont  du  tuyau  d'aspiration  peut,  en  général,  être  disposée  aussi 
près  du  niveau  du  bief  supérieur  que  cela  sera  compatible  avec  la  libre 
introduction  du  liquide. 

J'ai  publié  dans  ce  Journal  diverses  expériences  sur  les  frottements 
des  colonnes  liquides  en  oscillation  dans  les  tuyaux  de  conduite,  et  je 
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revinidiai  encore  sur  ce  sujet.  11  me  sullil  en  ce  rnoinent  de  reniarqut  r 
que,  |)()nr  les  systèmes  de  mouvements  variables  où  l'eau  ne  revient 
point  sur  ses  pas,  le  travail  résistant  en  frottement  est  nécessairement , 
loutes  choses  ét^ales  d'ailleurs,  moindre  que  dans  les  systèmes  en  oscil- 
lation proprement  dite.  Si  donc  nous  avons  ici  un  irottement  de  piston, 
il  résulte  de  cette  circonstance  une  certaine  compensation  qu'il  était 
nécessaire  d'indiquer,  tout  en  reconnaissant  (pie  l'expérience  .seule 
pourra  déterminer  le  degré  d'utilité  relative  que  chacun  de  mes  sys- 
tèmes aura  dans  des  circonstances  données. 

Les  roues  motrices  à  piston  et  les  chapelets  moteurs  ou  élévatoiies, 
essayés  avec  succès  en  Angleterre  et  en  France  depuis  un  siècle,  oftreiii 
des  exemples  variés  des  formes  à  donner  aux  pistons  qui  entrent  alter- 
nativement dans  des  corps  de  pompe  courbes  ou  rectilignes,  et  qui,  a 
certaines  époques,  doivent  se  modifier  pour  traverser  le  liquide  en 
éprouvant  le  moins  de  résistance  possible,  il  suffît,  dans  cette  Note,  de 
remarquer  la  presque  identité  d'effet  à  produire.  Ces  systèmes  sont 
il'ailleurs  trop  variés  peut-être  pour  être  discutés  ici. 

Quant  aux  dimensions  à  donner  au  tuyau  de  conduite,  lesba.ses  du 
calcul  exigeraient  sans  doute  un  plus  grand  nombre  de  données  expé- 
rimentales, si  l'on  voulait  embrasser  l'ensemble  des  systèmes  précé- 
dents; mais  il  est  un  cas  général  intéressant  à  considérer,  parce  qu'il  se 
présente  non-seulement  dans  une  partie  de  ces  appareils,  mais  aussi 
dans  d  autres  systèmes  que  je  présenterai  séparément.  Je  veux  parler 
des  circonstances  pour  lesquelles  le  nombre  de  périodes  de  la  machine 
est  à  peu  près  en  raison  inverse  de  la  longueur  du  tuyau  de  conduite 
dans  certaines  limites,  et  où  l'on  supposera  que  la  régulation  dépense 
une  même  quantité  de  travail  à  chaque  période  dans  un  temps  d'ail- 
*  leurs  très-court.  Ceci  exige  quelques  développements. 

Faisons  pour  un  moment  abstraction  des  résistances  passives  ou 
[)ertes  de  force  vive  occasionnées  par  l'écoulement ,  sous  une  chute 
motrice  constante,  le  débit  nécessaire  pour  engendrer  une  vitesse 
donnée  dans  un  tuyau  de  conduite  plongé  dans  le  bief  inférieur,  sera 
à  peu  près  proportionnel  à  la  longueur  développée  de  ce  tuyau,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs  II  en  sera  de  même,  en  général,  à  peu  près  ici 
du  temps  pendant  lequel  cette  vitesse  sera  engendrée.  Mais  cela  ne  sera 
pas  clair  si  l'on  considère  le  frottement  du  tuyau  de  conduite.  On  nt 
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sait  pas  bien  comment  le  frottement  varie  avec  la  longHciir  du  tuyau  . 
quand  cette  longueur  est  petite.  Cependant ,  sin-tout  si  les  résistances 
passives  ne  sont  pas  trop  grandes,  dans  certaines  limites  on  pourra 
néglis^er  la  considôration  précédente,  pour  un  genre  d'appréciation  ou 
il  ne  peut  être  évicleuuuent  question  que  de  rassurer  sui-  la  longueur 
du  tuyau  de  conduile.  Si  les  frottements  augmentent  la  durée  relative 
de  l'écoulement  à  chaque  ])ériode ,  ils  diminuent  le  noml>re  des  pé- 
riodes dans  un  tem[)S  doinié.  En  définitive  ,  on  va  voir  (pie  l'effet  utile 
ne  varie  pas  très-sensiblement  pour  des  dilférences  notables  dans  les 
dimensions  cherchées,  et  cela  suffira  pour  rassurer,  dans  le  genre  de 
recherche  dont  il  s'agit ,  les  personnes  qui  ont  l'habitude  de  ces  déter- 
minations ajjproximatives. 

Je  dis  que,  dans  l'hypothèse  ci-dessus,  il  faut  déterminer  la  lon- 
gueur du  tuyau  de  conduile  de  manière  que  le  travail  en  frottement 
qui  en  résulte  soit  à  peu  prés  égal,  à  chaque  période,  au  travail  perdu 
|)ar  la  régulation,  et,  en  définitive,  par  ce  qui  arrive  de  tout  spécial 
;i  chaque  changement  de  période  [*]. 

On  sait  à  priori  que  le  tuyau  doit  avoir  une  longueur  égale  à 
un  certain  nombre  de  fois  son  diamètre,  parce  qu'il  résulte  de  mes 
précédentes  recherches  que  cela  est  indispensable  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  machine  où  l'on  emploie  la  vitesse  acquise  de  l'eau  dans 
tui  tube.  Il  est  facile  de  voir  ici  que,  si  le  tuyau  était  trop  court, 
1  effet  de  lai^pareil  se  dépenserait  princi|)alement,  soit  en  régula- 
tion proprement  dite,  soit  en  ce  qui  s'y  rapporte  à  chaque  période; 
nous  savons  d'ailleurs  ,  d'après  les  conditions  supposées  ci-dessus  ,  que 
la  masse  du  piston  et  de  son  attirail  doit  éti-e  jietite  par  rapport  à  celle 
(lu  liquide  en  mouvement  dans  le  tuyau  de  conduite,  sur  la  longueur 
duquel  il  s'agit  seulement  de  rassurer  à  priori.  Quant  aux  pertes  de 
force  vive  provenant  des  phénomènes  dus  aux  vitesses  du  liquide  aux 
extrémités  et  au  coude,  nous  ne  nous  en  occuperons  jioint  dans  la 
lomparaison  dont   il  s'agit,  parce  que  nous  suppo.serons ,  dans  tous 


[*]  Il  est  facile  de  voir  que  cela  se  démontre  immédiatement  par  le  calcul  diffi-ren- 
liel  ;  mais  dans  toutes  les  questions  de  mécanique  appliquée,  il  est  intéressant  d'obtenir 
Ips  résultats  jiar  les  moyens  les  plus  élémentaires,  (juand  les  démonstrations  ne  perdent 
lien  de  leur  simplicité.  Je  njviendrai  d'ailleurs  ultérieurement  sur  ces  matières. 
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les  cas,  la  moyonne  do  cos  viKsses  à  peu  près  la  iiiênie  pour  toiitis  les 
longueurs  de  tuyau  que  nous  aurons  à  lonsitlérer. 

Cela  posé,  soit  c  la  perte  de  travail  due  au  (rolteineiil  <le  l'eau  dans 
le  tuyau  de  conduite;  en  supposant  que  la  perte  de  travail  provenant 
du  changement  de  période  soit  la  même  pour  chafjue  période,  la 
perte  totale  sera  ic,  j)lus  la  perte  diu^  à  la  vitesse  aux  extrémités, 
au  coude,  et,  en  un  mot,  aux  causes  purement  locales,  dont  nous 
avons  dit  que,  dans  celte  comparaison,  nous  n'avions  point  à  nous 
occuper.  .     . 

Si  l'une  de  ces  quantités  c  est' multipliée  par  i  -f-  /«  ,  nous  admettons 
que  l'autre  est  divisée  par  i  +  k.  Voyons  ce  qui  en  résuite. 

Nous  avons,  au  lieu  de  ic , 


or  on  a 

2  C  =  — T-i  : 

I  -f-/- 

la  perte  est  donc  changée,  quant  au  frottement  et  à  lu  régulation,  dans 
le  rapport 

c4-c(i-f-*)'  2C-4-2/C -t- /'c 

2c-  (  I  +  k)  2  r  +  2  /  c 

Fies  deux  premiers  termes  du  numérateur  de  la  dernière  fraction  étant 
identiques  à  ç^wy.  du  dénominateur,  la  j)erte  de  travail  i\\w  au  frotte- 
ment et  à  la  régulation  augmente,  en  définitive,  de 

l.k+7. 

On  voit  que  cette  augmentation  n  est  pas  très-rapide  relativement 
aux  variations  que  l'on  peut  faire  éprouver  à  l'une  ou  à  l'autre  des 
deux  parties  de  la  perte  de  travail  considéré.  Si  l'une,  par  exemple, 
est  doublée,  l'autre  restant  à  peu  près  la  même,  cette  augmentation 
n'est  que  d'un  quart  en  sus;  il  faudrait  qu'elle  fût  à  peu  près  qua- 
druple, poiu'  que  cette  augmentation  totale  fût  égale  à  '±c.  Mais  nous 
avons  vu  ([ue  cette  dernière  tpiantité  n'était  elle-même  qu'une  partie  du 
travail  résistant  total,  dans  laquelle  n'entie  point  la  peite  aux  extrê- 

i  omi'  .\ll.  —  I'evhier  i847-  -  '  ^ 
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mités,  et  sur  les  rausospiiromont  locales  de  pertes  de  force  vive  telle  (|iie 
l(;  coude.  Ou  voit  donc  que,  eu  définitive,  les  augmentations  de  tra- 
vail résistant  total  ne  sont  pas  même  aussi  rapides  que  je  viens  de  le 
dire,  quand  on  s'écarte  des  conditions  nécessaires  au  maximum  d'effet, 
d'autant  plus  qu'il  y  a  encore  d'autres  résistances  que  l'on  peut 
mettre  de  côté  dans  la  détermination  dont  il  s'agit.  Ainsi  le  travail  en 
frottement  du  piston  peut,  au  moins  dans  l)eaucoup  de  cas,  être  con- 
sidéré comme  proportionnel  à  l'effet  produit. 

Les  considérations  précédentes  peuvent  bien  suffire  pour  rassurer  sur 
la  longueur  du  tuyau  de  conduite ,  et  montrer  sur  tpielles  bases  doivent 
être  établis  les  calculs  dont  ce  nouveau  système  de  moteurs  sera  ulté- 
rieurement l'objet;  mais  l'expérience  seide  peut  donner  les  valeuis 
numériques  de  ses  effets ,  qui  doivent  être  analogues  à  ceux  des  ma- 
chines à  colonne  d'eau  sous  de  gi-andes  chutes,  tout  en  permettant 
d'utiliser  les  chutes  petites,  variables  et  jouissant  d'iuie  grande  abon- 
dance d'eau. 

Conclusions . 

On  a  depuis  longtemps  proposé  des  appareils  noznbreux  et  variés 
pour  obtenir,  au  moyen  d'une  chute  d'eau,  un  mouvement  alternatif 
l)ar  des  combinaisons  ingénieuses  appartenant,  à  proprement  parler,  à 
l'hydrostatique.  J'en  ai  moi-même  présenté  quelques-uns  à  la  Société 
fMiilomathique  ,  en  prévenant  que  je  n'y  attachais  pas  beaucoup  d'im- 
portance, et  que  la  partie  véritablement  nouvelle  de  l'hydraulique 
reposait  sur  l'étude  des  effets  peu  connus  de  la  vitesse  acquise  des 
liipiides. 

Le  26  janvier  1839,  j'ai  présenté  un  moteur  hydraulique  à  flotteui' 
oscillant,  décrit  dans  le  tome  IV  de  ce  Journal,  ayant  l'avantage  d'offrir 
au  liquide  les  issues  les  plus  larges  à  son  entrée  et  à  sa  sortie,  en 
supprimant  d'ailleurs  toute  espèce  de  frottement  de  piston  ,  et  qui  peut 
rlébiter  des  masses  d'eau  assez  grandes  sous  un  volume  médiocre.  Ce 
système ,  sur  lequel  j'ai  fait  beaucoup  d'expériences  et  qui  a  été  ap- 
prouvé par  l'Institut,  conservera  ses  avantages  pour  les  chutes  assez 
faibles  et  (pii  ne  sont  pas  très-puissantes. 

Mais  pour  les  chutes  qui,  .sans  être  fort  élevées,  seront  très-variables 
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et  disposeront  de  qtiaiilités  d'eau  considt-rables ,  le  moteur  iitmosphi-- 
riquc  à  Jorrcs  vives  sera,  en  général,  préféral)lc  sous  la  forme  spé- 
cialeuKMil  étudiée  dans  cette  Note,  surtout  (piaiid  ou  voudra  font - 
tionner  sous  la  glace. 

II  est  à  remarquer  que  ce  nouveau  système  n'est  pas  nécessairement 
à  oscillations;  il  permet  d'utiliser  le  mouvement  varié  et,  même  à 
la  rigueur,  non  interrompu  d'une  colonne  liquide  alimentée  pnr  les 
eaux  motrices.  Celte  propriété  a,  entre  autres  avantages,  celui  de  ne 
pas  exiger  des  ingénieurs  aussi  habiles  pour  une  exécution  en  grand  ; 
mais  il  n'est  pas  aussi  facile  à  priori  de  déterminer  les  effets  des  petits 
modèles,  à  cause  de  l'emploi  des  pistons. 

J  ai  lait,  sur  ce  nouvel  ensemble  de  machines,  diverses  comnuiiiica- 
tions  à  la  Société  Philomathique,  depuis  le  commencement  de  1844. 
Elles  sont,  jusqu'à  un  certain  point,  aux  anciens  moteurs  hydrauliques 
a  pression  directe  du  poids  de  l'eau,  ce  que  les  lurbines  sont  aux  roues 
mues  par  le  poids  de  l'eau,  en  ce  sens  qu'elles  utilisent  la  vitesse  ac- 
quise du  liquide  et  jouissent,  comme  les  turbines,  de  la  propriété  de 
fonctionner  sous  la  glace. 


la. 
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EX']  RAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  LIOUVILLE, 
Par  m.  J.-n.  JELLETT  (de  Dublin). 


«...  Ayant  vu  clans  votre  Journal  (septembre  i8/|6)  le  précis  d'un 
Mémoire  siu'  la  (juadrature  des  surfaces  du  second  degré,  par  M.  Le- 
besgue,  je  crois  devoir  rappeler  un  Mémoire  sur  le  même  sujet,  que 
j'ai  fait  imprimer,  il  y  a  plus  d'un  an,  dans  le  Cambridge  and  Dublin 
inntheinaticnl  Journal  (tome  I,  page  67,  décembre  i845). 

»  On  y  trouvera  que  j'ai  employé,  dans  la  question  des  quadra- 
tures, les  courbes  que  M.  Lebesgue  appelle  parallèles,  et  que,  par  ce 
moyen,  j'ai  résolu  cette  question,  tant  pour  les  surfaces  douées  d'un 
centre,  que  pour  les  surfaces  dépourvues  de  centre.  On  tiouvera  aussi 
que  j'ai  considéré  le  cas  où  il  existe,  entre  les  angles  que  M.  I-ebesgue 
appelle  /,  /',  /",  les  relations 

tang/  tang  ('  tang/" 

abc 

et  que  j'ai  donné  une  équation  entre  les  trois  différences  des  zones 
(;orrespondantes.  Quant  à  l'expression  de  la  différence  entre  deux 
zones ,  on  peut  la  déduire,  comme  M.  Roberts  me  l'a  fait  remarquer 
peu  après  la  publication  de  mon  Mémoire,  des  équations  que  jai 
posées.  Mais,  comme  M.  Lebesgue  l'a  doimée  le  premier,  on  doit  sans 
doute  lui  attribuer  cette  découverte. 

»  Avant  de  quitter  le  problème  de  quadrature,  je  vais  en  donner 
une  application  assez  remarquable  au  calcul  de  l'altraclion  d'un  ellip- 
soïde. 

»  Soient  a,  ("S,  -y  les  coordonnées  du  point  attiré,  a,  /»,  c  les  demi- 
axes  de  l'ellipsoïde  attirant,  et  A,  iî.  Clos  composantes  de  l'attraction 
de  ce  corps.  Soit  S  la  surface  totale  de  rdlipsoïde  réciproque,  c'est-à- 
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dire;  de  l'cllipsoidr  duul  les  deiui-axes  n',  b',  c'  vi'rilieiil  lis  nl.itioii^ 
an'  =  I ,  hb'  =  \,  ce'  =  i  ,  et  posons 

I  .     ,  a  (      (la    -  *^"   ' 

fl.Sc 


(le 


=:RC' 


.le   dis   que  les  composantes  A,  lî,  C.  de   l'attraction  de  l'ellipsoïde 
seront  données  par  les  formules 

/  A  =  iJ./p.b\c-.v..{Q  +  R  -  P), 
(11)  jB  =  |u./p.a^c^/3.(R  +  P-Q), 

En   effet,  a',  b',  c'   étant  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde  réciproque, 
nous  aurons  (voir  page  6  de  mon  Mémoire) 


t/O  / 


sin  9  rffl 


c  /-;/•.     .!!  J  (i"sin'0  4-c'^cos''))Ma"sin'9j-c"cos-6)' 

S  =  inn  -.0  -.c^.{  ,    ^  ' 

JÇi'^  sin  0^/0 

"       (i'^sin»9-)-c''cos'0)'^(a'=sin'0  +  c''cos'«i)' 

ou,  en  vertu  des  équations  a'  =  -,  ^'  =z  -,  c'  =  -, 

sin  0  f/0 


S  =  27rc*.( 


(c'sin»  9  -h  i  ' cos'  9)  '  (c'  sin"  9  -H  «  '  cos'  9)  '  ' 
sin  9  rfO 


(c=sin=0-+-  6»cos'9)'  (c»sin'9  -|-  «'cos'O)  ' 
Mais  si  Ton  pose,  dans  la  première  des  intégrales, 


et,  dans  la  seconde, 


tang6  =  --tangy. 


tangO  —  -tang  ç, 
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on  voit  iacilenieiil  que  les  limites  ne  se  changent  pas,  et  I  expression 


(K^vien! 


'■    \"  Ji,  v'Â'sin'7-f-rt=cos'<p  *  Jo  \ja  '  sin'  y  +  A  '  cos'  o 

En  (iitforentianl  sous  le  signe  / ,  et  comparant  la  valeur  de -^  qu'on 

obtient  avec  les  valeurs  connues  des  composantes  A,  B,  (^(Poisson, 
Mécanique,  tome  I,  page  190),   nous  aurons 


rf.Sr  1 


A  B   \ 

de    ~  ap/p  \/rr^  "*"  ^.p)  ' 

sans  nouveau  calcul,  on  voit  que 


f/.Sf, 


!j^  _   _j_    /   C  A  \ 

ilb  "^yfp     '"■•V  r-.al 

=    — î—    (—  —\ 


\d.Sa 
da 


I  II  luanl  (les  équations  (III)  les  valeurs  de  A,  B,  C,  on  tombe,  en 
vertu  des  équations  (I),  sur  les  équations  (II).  Ainsi  la  proposition 
est  déniontrée.  On  voit  donc  que  le  calcul  de  ratlraction  d'un  ellip- 
soïde ne  dépend  que  de  la  quadrature  de  l'ellipsoïde  réciprocjue. 


PIIIIKS  KT  Al'l'I.lOl.tLS.  or. 


\\%\tV\\\i.«V'  »■m^\w*\\^vv■.^*l«»^■\v■■^^»^v^»\^^%^%%\v^vv\^vv•■\«tv^•*^  »*** 


SUR  LA  LOI  DL   KÉCIPUOCITÉ 

DANS    LA   THÉOlUi:    DES    RÉSIDUS    QUADUATK)UES; 
Vxn  .1    LIOLVILLE. 

(Extrait  des  Cunif^tcs  rendus  de,  t' Académie  des  Sciences,  loiiir  WIV. 


Pour  démontrer  la  loi  de  réciprocité  entre  tlcux  mnnbres  preniieis 
impairs  p  et  q,  dans  la  théorie  des  résidus  quadratiques,  on  peut 
partir  de  la  formule  élémentaire  connue,  et  d'ailleurs  facile  a  vérifier, 

^^-b'  -  (AP  -  Br')fAr  -  Bp-). .  .(Ap"-'  -  Br"*'), 

où  p  désigne  une  racine  imaginaire  de  l'équation  &''  =  i .  Kn  })f)sant 
B  t=  A  ,  on  en  déduit  aiséiTient 

p  =  {-  o'~ (p  -  rT {f  -  r'y- ■  ■\p~  -  r '^)  • 

En   élevant  les  deux  membres  à  la  puissance ■.    et  omettanl    les 

iiuiltiples  de  (j ,  on  trouve  ensuite,  tlaprès  inie  notation  de  I-egeudre, 


,«     .  — « 


le  signe  de  midtiplication  11  s' étendant  aux  valeurs  i,  i,    >....,  — ^ 
de  a.  Or  on  démontre  sans  peine  que 


II 


a  — a 

P  —  P 


l;.^ 


il  suffit,  par  exemple,  de  se  rappeler  le  lemme  de  M.  Gauss,  relatif 
aux  produits  acj  réduits  à  leurs  résidus  minima,  positifs  ou  négatifs, 
par  rapport  au  module  />.  En  effet,  soit  [j.  le  nombre  de  ceux  de  «.ts 
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irsidiis  qui  |tnrtoiir  le  sit^rie  —  ;  INI.  (iaiiss  prouve  que 

et ,  irim  aiilie  cùlé,  il  est  évitlenl  que 

nP'-P        =:(-rf- 
DotH 


('^)=(-o-'--(^)^ 


ce  qu  il  (allait  iltMiiontrer.  ()ii  |>eut  aussi  se  passer  du  leiiime  de 
M.  fiaiiss,  et  airivei-  au  iiuiiie  résultat,  sans  compliquei  la  démons- 
tration, en  déconi])osant  chaque  facteur  du  produit  11  à  l'aide  des 
racines  de  l'équation  /  "^  =  i .  Je  me  bornerai  ici  à  cette  indication  gé- 
nérale, me  réservant  de  levenir  sur  ce  sujet  dans  une  autre  occasion 
avec  tous  les  développements  convenables;  je  rapprociierai  alors  l'ana- 
lyse précédente  (considérée  sous  les  diverses  formes  dont  elle  est  sus- 
ceptible) des  démonstrations  déjà  connues  qui  peuvent  avoir  avec  elle 
quelque  analogie. 
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De  la  vie  de  Descartes,  et  de  sa  méthode  pour  bien  conduire  sa 
raison  et  chercher  ht  vérité  dans  les  sciences  ; 

Pab  m.  C.-G.-J.  jacobi. 

Discours  prononcé  à  Berlin,  le  3  janvier   1846.  (Traduit  de  l'allemand.) 


Messieurs , 

11  y  a  eu  dans  l'histoire  de  l'Europe,  à  peu  près  vers  l'an  1 000  de  l'ère 
chrétienne,  une  nuit  profonde ,  durant  laquelle  le  genre  humain  avait 
presque  perdu  jusqu'au  souvenir  des  arts  et  des  sciences.  La  dernière 
étincelle  des  lumières  qu'avait  répandues  le  paganisme  était  éteinte,  et 
rien  irannonçait  encore  le  jour  nouveau.  Ce  qui  restait  de  ci\  ilisation 
au  monde  ne  se  trouvait  que  chez  les  Sarrasins:  c'était  à  leurs  univer- 
sités qu'allait  s'instruire,  sous  un  nom  emprunté,  un  pape  ami  de  la 
science;  et  c'en  était  assez  pour  qu'il  parût  un  vrai  prodige  aux  yeux  de 
l'Occident  étonné.  Enfin  ,  après  que  la  chrétienté  eut  assez  longtemps 
imploré  les  reliques  des  piartyrs,  elle  se  précipita  vers  la  tombe  du 
Sauveur;  et  elle  y  apprit,  poiu-  la  seconde  fois,  que  ce  tombeau  était 
vide  et  que  le  Christ  était  ressuscité.  Elle  aussi  se  releva;  elle  se  tourna 
de  nouveau  vers  les  intérêts  et  l'activité  de  la  vie;  une  énergie  nouvelle 
anima  le  commerce  et  l'industrie;  les  villes  fleurirent;  une  libre  bour- 
geoisie s'établit;  Cimabue  retrouva  l'art  oublié  de  la  peinture,  et 
Dante,  la  poésie.  Alors  de  grands  et  audacieux  esprits,  comme  Abei- 
lard  et  saint  Thomas-d'Aquin  ,  tentèrent  d'introduire  la  logique  d'A- 
ristote  dans  la  doctrine  cuholique  ;  et  de  là  sortit  la  philosophie  scho- 
lastique.  Mais  si  l'Église  prenait  les  sciences  sous  sa  protection,  elle 
demandait ,  pour  les  formes  que  les  sciences  avaient  revêtues,  la  même 
soumission  sans  bornes  qu'elle  exigeait  pour  ses  propres  dogmes.  De 
la  vint  que  la  schoListique  ne  délivra  pas  l'esprit  humain,  mais  (pi'elle 
l'enchaîna    pour  plusieurs  siècles,, et   renq>êcha   bien  longtemps  de 
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croire  qu'il  fi'il  possible  de  cultiver  la  science  avec  pleine  indépendance. 
Enfin  l'aurore  parut;  et  l'humanité  s'enhardit  à  user  de  ses  facultés 
pour  se  taire,  dans  le  domaine  de  la  libre  pensée,  une  connaissance 
(»ositive  des  choses  de  la  nature. 

On  désigne,  dans  l'histoire,  l'époque  où  éclata  ce  nouveau  jour,  sous 
le  nom  de  Renaissance  ou  résurrection  des  sciences.  Au  seuil  de  ces 
temps,  nous  voyons  apparaître,  au-dessus  de  tous  les  autres,  René 
Descartes,  qui  conçut  le  dessein  gigantesque  de  refaire  par  la  base  la 
science  en  toutes  choses,  et  de  soumettre  à  un  nouvel  examen  tout  ce 
qui  jusque-là  s'était  appuyé  sur  l'autorité.  Permettez-moi,  messieurs, 
de  vous  entretenir  aujourd'hui  de  cet  homme  extraordinaire  et  de 
l'histoire  de  son  dessein,  qui  n'est  pas  moins  qu'un  grand  événement 
dans  les  annales  du  monde. 

Né  en  iSqG,  d'une  vieille  famille  noble  de  Touraine,  élevé  au  col- 
lège des  Jésuites  à  la  Flèche,  il  se  trouve,  à  dix-huit  ans,  dégoûté  des 
sciences  qui  ne  le  satisfont  pas,  malgré  les  soins  assidus  qu'il  leur 
donne;  et  il  prend  la  résolution  de  les  quitter  pour  acquérir,  dans 
toutes  les  choses  de  la  vie ,  une  connaissance  plus  sûre  et  plus  claire. 
\vec  d'autres  jeunes  gentilshommes,  à  Paris,  il  se  livre  durant  quel- 
que temps  aux  plaisirs  de  son  âge  et  de  sa  position  ,  et  particulièrement 
au  jeu.  Mais,  encore  moins  satisfait,  il  échappe  à  ses  amis;  et,  dans 
une  maison  retirée  du  faubourg  Saint-Germain,  il  se  consacre,  pen- 
dant deux  années  de  la  plus  profonde  retraite,  aux  méditations  ma- 
thématiques. Knfhi  découvert,  et  voyant  l'impossibilité  de  se  soustraire 
au  toiM'billon  de  la  société  parisienne,  il  résolut  d'étudier  le  inonde 
sur  un  plus  grand  théâtre.  Dans  ce  temps  agité  par  la  guerre,  le  bau- 
drier de  soldat  lui  sert  de  passe-poit.  D'abord  il  se  rend  à  Bréda ,  en 
Hollande,  pour  apprendre,  sous  le  prince  Maurice,  le  métier  de  la 
guerre.  Le  prince  avant  conclu  un  armistice  de  deux  ans  avec  Spinola  , 
Descartes  se  rend  à  Fiancfort  pour  assister  au  magnificjue  spectacle  du 
couronnement  de  l'empereur  Ferdinand  II;  puis  il  entre  comme  vo- 
lontaire dans  les  troupes  que  l'électeur  de  Bavière  levait  contre  la 
Bohème.  U  commence  la  camjiagne  en  prenant  ses  quartiers  d'hiver 
dans  un  petit  village  du  duché  de  Neubourg,  sur  le  Danube.  Là  ,  dans 
une  retraite  absolue,  ce  jeune  homme  de  vingt-deux  ans  reconnaît  la 
nécessité,  s'il  veut  conquérir  la  vérité ,  de  rejeter  toutes  les  idées  qui  lui 
viennent  du  dehors,  de  repousser  toutes  les  connaissances  qu'il  a  reçues 
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(le  l'aulorilé,  de  détruire  le  monde  entier  de  ses  notions  inlellcctuelles 
et  morales  et  de  le  reconstruire  plus  splendide  par  la  puissance  t'e  la 
raison  accordée  à  l'hoinnie,  fils  de  la  terre.  Ce  n'est  pas  une  audace 
imprudente  d'un  orgueil  téméraire.  Il  sent  toute  la  difficulté  de  s'isoler 
ainsi  de  soi-même;  et,  dans  une  humble  prière,  il  implore,  pour  cette 
pénible  entreprise,  l'appui  de  la  sainte  Vierge,  et  il  lui  promet  un  pè- 
lerinage à  Notre-Dame  de  Lorette.  Alors,  dans  la  paix  de  son  âme. 
regardant  comme  son  devoir  de  remettre  en  question  tout  ce  qui 
appartient  au  domaine  de  la  raison,  il  se  réjouissait  de  pouvoir  s'ap- 
puyer sans  examen  sur  les  vérités  et  les  traditions  religieuses. 

Au  printemps  de  1620,  le  duc  de  Bavière  conduisit  ses  troupes  en 
Souabe,  où   Descartes  profita  de  cette  occasion  pour  visiter,  à  Ulm, 
r illustre  mathématicien  J.  Faulhaber,  qui  fut  fort  étonné  de  trouver 
dans  un  jeune  soldat  une  science  mathématique  qui  résolvait  en  se 
jouant  ses  plus  difficiles  problèmes.  En  septembre,  il  allait  d'Ulm  à 
Vienne  avec  l'envoyé  français.  Là,  apprenant  que  son  général,  le  duc 
de  Bavière,  a  conduit  ses  troupes  en  Bohème,  il  retoin-ne  au  camp  et 
prend  part  à  la  fameuse  bataille  de  Prague,  après  laquelle  il  entre 
dans  la  ville  avec  les  vainqueurs.  Ainsi  son  premier  fait  d'armes  était 
dirigé  contre  le  |)ère  de  la  princesse  qui  devint  plus  tard  sa  première  et 
sa  plus  studieuse  élève  en  philosophie  et  en  mathématiques.  Après  avoir 
passé  l'hiver  dans  la  Bohème  méridionale  à  poursuivre  avec  un  zèle  per- 
sévérant le  vaste  plan  qu'il  avait  formé,  il  suit,  au  printemps  de  i6qi, 
le  général  autrichien  Bucquoy,  en  Hongrie  ,  dans  sa  campagne  contre 
le  célèbre  prince  de  Transylvanie,  Béthlen  (iabor;  et  il  assiste  au  siège 
heureux  de  Preshourg  et  de  Thyrnau.  Mais  la  malheureuse  affaire  de 
Neuhausel,  où  succomba  Bucquoy,  le  dégoûta  de  la  guerre.  l>e  lende- 
main de  la  levée  du  siège ,  il  revint  à  Vienne  avec  plusieurs  autres  of- 
liciers  français  et  wallons  qui  se  trouvaient  ;"i  l'aniiée;  et  comme,  en 
France,  la  guerre  contre  les  huguenots  avait  recommencé  et  que  la 
peste  sévissait  à  Paris,  il  prend  la  résolution  de  visiter  le  nord  de  l'Eu- 
rope qui  était  en  paix.  Il  revient  en  Moravie,  va  de  là  en  Silésic,  tra- 
verse  toute  la  Pologne  dont  l'étendue  était  alors  considérable,   les 
côtes  de  la  Baltique,  la  Poméranie,  la  Marche  de  Brandebourg,   le 
Holstein,  et  s'embarque  pour  la  Frise.  Dans  une  traversée  deEmbden 
à  rOst-Frise,  il  est  presque  assassiné  par  les  bateliers  qui  ne  voient  avec 
lui  qu'un  seul  serviteur;  il  revient  en  Hollande  où  il  séjourne  quelque 
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temps;  et,  en  mars  1G22,  il  retourne  à  Rennes,  auprès  île  son  père. 
Probablement,  dans  ces  voyages,  il  a  touché  Kœnisberg  et  Berlin.  H 
jiasse  un  an  auprès  de  sa  famille,  indécis  sur  le  choix  d'un  genre  de  vie 
i|ui  pût  répondre  à  sa  vocation  et  s'accommoder  avec  ses  plans  scien- 
tifiques. Revenu  à  Paris,  où,  après  une  peste  de  trois  ans,  on  com- 
mençait à  respirer  un  air  plus  pur,  on  l'y  prit  pour  un  rose-croix,  bien 
qu'il  n'eût  jamais  réussi,  dans  ses  voyages,  à  découvrir  la  moindre 
trace  de  cette  société  invisible,  vantée  |)ar  tant  de  livres  de  ce  temps. 
H  passait  pour  un  des  trente-six  envoyés  que  son  chef  mystérieux  avait 
répartis  dans  l'Europe  entière,  et  avec  qui  l'on  n'avait  que  les  relations 
invisibles  de  la  volonté  et  de  la  pensée.  Après  avoir  aliéné  la  majeure 
partie  des  biens  qui  lui  étaient  échus  du  côté  de  sa  mère,  en  Poitou, 
afin  d'acheter  à  prix  d'argent  une  charge  importante,  il  résolut,  avant 
de  s'enchaîner  ainsi,  de  visiter  l'Italie,  il  se  rend  à  Venise  par  Bàle, 
Zurich,  les  Grisons  et  le  Tyrol.  11  y  assiste  au  mariage  du  doge  avec  la 
mer.  I)  remplit  le  vœu  qu'il  avait  fait  jadis  à  Neubourg  d'aller  à  Notre- 
Dame  de  Lorette.  De  là  il  passe  en  Piémont  pour  acheter,  ainsi  qu'il 
lavait  promis  à  son  père,  une  charge  d'intendant  près  de  l'arniée 
irançaise  ,  qui,  sous  le  commandement  du  vieux  connétable  de  Lesdi- 
guieres,  se  mettait  en  mouvement  pour  marcher,  avec  les  Piémontais. 
contre  Gènes  et  les  Espagnols.  Mais  l'aciiuisition  de  cette  charge  ayant 
manqué,  il  part  pour  Rome,  où  se  célébrait  un  jubilé  de  vingt-cinq 
ans;  et  il  trouve,  dans  cette  circonstance,  l'occasion  rare  d'étudier  les 
mœurs  des  diverses  nations  que  cette  fête  réunissait,  ce  qui  le  force  à 
renoncer  à  son  premier  plan  de  visiter  la  Sicile  et  l'Espagne,  il  revint 
ensuite  a  Florence,  où  il  ne  vit  pas  Galilée,  avec  qui,  cependant,  il  de- 
vait partager  l'honneur  d'avoir  régénéré  les  sciences.  Il  assiste  a  la 
prise  de  Pavie  par  les  Français  et  aux  exploits  fameux  du  duc  de  Savoie. 
Revenix  à  Turin  et  de  là  à  Lyon,  dans  sa  patrie,  on  lui  offre  la* charge 
de  lieutenant  général  à  Chàtellerault.  Mais  il  ne  peut  renoncer  à 
I" habitude  qu'il  a  déjà  prise  de  consacrer  sa  vie  entière  à  ses  recher- 
ches scientifiques.  Il  passe  trois  années ,  à  Paris ,  dans  la  retraite  et 
avec  la  plus  grande  simplicité  qu'il  put  adopter  sans  affectation.  Nous 
pouvons  donc  nous  représenter  le  philosophe  revêtu  d'un  habit  d( 
tafietas  g^ris,  étoffe  alors  fort  nouvelle .  avec  un  chapeau  à  pluujes, 
l'écharpe  et  l'épée,  dont  il  ne  pouvait,  connue  gentilhonune,  se  dis- 
penser. Tantôt  il  s'applique  aux  spéculations  mathématiques  les  plus 
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abstraites;  tantôt  il  fait  des  expériences  de  physique  où  il  acfjiiicri  mit- 
grande  habileté,  surtout  dans  le  polissage  des  verres;  tantôt  il  étudie 
profondément  la  mécanique,  où  il  découvre  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  qui  régit  encore  aujourd'hui  toute  celte  matière.  Piùsfjuand 
il  voit  à  combien  peu  de  gens  il  peut  communiquer  des  travaux  de  ce 
genre,  il  les  abandonne  pour  se  livrer  à  une  étude  qui  lui  semble  la 
plus  haute  de  toutes,  celle  de  Thomnie.  Mais  il  trouve  que  moins  d'es- 
prits encore  connaissent  l'honnue  que  la  géométrie;  et  il  revient  fou- 
jours  de  plus  en  plus  en  lui-même.  Héjà  sa  réputation  lui  rend  impos- 
sible la  solitude  qu'il  désire.  La  foule  des  lettrés  et  des  savants  qui 
veulent  le  connaître  et  l'entretenir  fait  de  sa  maison  une  académie 
Eîi  vain  il  veut  se  cacher  dans  la  partie  la  plus  éloignée  de  la  ville;  un 
serviteur  que  l'on  découvre  le  trahit.  De  dépit  il  quitte  Paris,  en 
août  1628,  et  se  rend  au  siège  de  la  Rochelle  que  le  roi  conduisait  en 
personne;  et,  à  cette  occasion,  il  visite  la  fameuse  digue  du  cardinal  de 
Richelieu.  Après  la  campagne  victorieuse  du  roi,  il  revient  à  Paris. 

Grâce  à  son  activité,  que  n'avait  pas  même  interrompue  le  bruit  des 
camps,  il  avait  déjà  recueilli  beaucoup  de  matériaux  sans  avoir  encore 
rien  donné  au  public.  On  doit  rendre  au  clergé  catholique  de  ce 
temps  la  justice  de  dire  qu'il  cultivait  et  aimait  passionnément  les 
sciences;  ce  clergé  formait  un  louable  contraste  avec  les  protestants 
fanatiques  dont  les  cris  avaient  fait  disparaître  les  sciences  en  .Alle- 
magne. Le  monde  doit  donc  peut-être  à  deux  cardinaux,  au  cardinal 
de  Rérulle  et  au  nonce  du  pape  cardinal  de  Bagne,  la  jouissance  des 
fruits  que  Descartes  laissait  depuis  longtemps  mûrir  Dans  les  soirées 
qui  se  tenaient  chez  le  nonce,  lui  M.  de  Chaudoux  [*]  parla  des  prin- 
cipes d'une  nouvelle  philosophie  dont  l'exposition  spirituelle  et  élé- 
gante lui  attira  de  toutes  parts  les  plus  vifs  applaudissements.  Comme 
Descartes  se  taisait,  et  qu'on  le  pressait  de  dire  sa  [)ensée,  il  loua  le 
courage  de  l'homme  qui  osait  briser  les  chaînes  de  la  scholastique  ; 
mais  il  lit  remarquer  quel  pouvoir  a  la  vraisemblance  pour  se  mettre  à 
la  place  de  la  vérité.  Si  l'on  veut,  ajoutait-il,  comme  le  font  en  général 
les  gens  éclairés,  se  contenter  de  la  vraisemblance,  on  court  ris(pie 

[*]  Ce  51.  de  Chandoiix  se  livra  plus  taitl,  comme  tant  d'autres  durant  les  yiierres 
civiles  de  France,  à  la  fabrication  de  la  fausse  monnaie,  et  il  finit  par  être  pendu  en 
plaoede  Grève. 
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(ir  ptciulie  le  faux  pour  le  vrai  sur  la  foi  de  principes  apparents,  er 
réciproquement,  de  se  méprendre  sin-  le  vrai  en  le  croyant  faux.  Pour 
preuves  de  ces  remarques,  il  demanda  à  la  société  qu'on  lui  |)roposàt  une 
assertion  généralement  tenue  pour  incontestable,  et  il  se  chargeait  de 
démontrer  qu'elle  était  fausse,  par  ilouze  arguments  plus  plausibles  les 
uns  que  les  autres.  Ensuite  il  prit  une  proposition  regardée  comme 
parfaitement  fausse,  et  il  avança  douze  argiunents  plausibles  pour  dé- 
montrer à  son  auditoire  qu'elle  était  parfaitement  juste.  On  lui  de- 
manda s'il  n'y  avait  aucun  moyen  de  se  garantir  des  faux  principes; 
et  il  répondit  en  désignant  sa  méthode  tirée  i\u  sein  des  mathéma- 
tiques. Dans  plu.sieurs  conversations  intimes,  il  avait  enthousiasmé  le 
cardinal  de  Bérulie  pour  cette  méthode  et  ses  applications,  qui  tendent 
à  l'amélioration  du  bien-être  matériel  de  la  société;  car  alors  il  cherchaU 
à  accroître ,  par  le  perfectionnement  de  la  mécanique,  l'effet  du  travail 
de  l'homme;  et  cette  pensée  est  devenue  aujourd'hui  une  réalité  qui 
gouverne  le  monde. 

Ue  pieux  cardinal  usa  de  son  autorité  morale,  et  il  rendit  Descartes 
responsable  devant  Dieu  du  tort  qu'il  faisait  à  l'humanité  en  lui  déro- 
bant le  fruit  de  ses  travaux;  il  lui  refusa,  s'il  persistait,  l'appui  du 
ciel.  Descartes  se  décida  donc  à  terminer  du  mieux  qu'il  pourrait  son 
ouvrage,  à  le  publier;  et,  pour  .se  consacrer  tout  entier  à  cette  grande 
entreprise,  il  résolut  de  se  soustraire  à  la  société  de  Paris.  Il  se  retire 
en  Hollande,  dont  le  climat  plus  froid  lui  convient.  Il  vécut  plus  de 
vingt  ans  dans  ce  pays  sans  se  fixer  définitivement  nulle  pari.  Il  y  est 
'Miant  comme  les  Israélites  dans  le  désert,  transportant  son  domiciled'un 
lieu  à  un  autre,  pour  un  temps  plus  ou  moins  long,  dans  les  villages, 
dans  les  hôtels,  dans  les  faubourgs  les  plus  retirés  des  grandes  villes, 
caché  à  tous,  et  cependant  en  commerce  très-actif  avec  les  esprits  les 
plus  distingués  de  son  temps,  et  entretenant  ces  relations  par'l'inter- 
médiaire  de  son  vieil  ami,  le  P.  Mersenne,  à  Paris,  son  ancien  cama- 
rade à  la  Flèche,  et  qui,  seul,  connaissait  sa  retraite.  Le  parloir  du 
cloître  des  Minimes,  sur  la  place  Royale,  était  le  centre  des  discussions 
les  plus  savantes  :  là  Mersenne  comnumiquait  les  réponses  de  l'oracle 
que  l'on  avait  demandées  par  son  intermédiaire  ,  et  il  recevait  en  re- 
tour ou  des  questions  nouvelles  ou  des  objections. 

Retiré  en  Hollande.  Descartes  s'y  consacre  avec  un  redoublement 
de  zèle  aux  expériences  d'optique,  de  chimie  et  de  physique,  qu'il  en- 
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tremèle  à  des  ircherches  d'anatrunic  et  de  médecine .  à  des  observa- 
tions d'astronomie  et  à  des  spéculations  métaphysiques.  Le  pliénoimne 
des  deux  soleils  le  conduisit  à  étudier  la  météorologie  entière ,  el  particu- 
lièrement l'arc-en-ciel.  Dans  un  petit  voyage  cpi'il  fil  en  Angleterre,  il 
eut  l'occasion  d'observer,  à  Londres,  l'aiguille  aimantée;  il  voulait 
comprendre  toutes  ses  recherches  dans  un  livre  qu'il  intitulait  le 
Monde,  et  dans  lequel  il  s'efforçait  d'expliquer  et  d'éclaircir  la  néces- 
sité de  toute  la  création.  Pour  se  mettre  à  l'abri  des  objections  théo- 
logiques,  il  rechercha  la  forme,  qu'indépendanunent  du  monde  réel, 
dont  il  faisait  une  complète  abstraction  ,  aurait  dû  prendre  un  monde 
dans  lequel  Dieu  laisserait  agir  les  lois  natuielles  de  la  matière  aban- 
doiihée  au  désordre  du  chaos.  Il  donna  d'abord  une  description  île 
cette  matière,  en  ne  lui  accordant  que  les  qualités  les  plus  simples. 
Ensuite  il  expliqua  les  lois  de  la  nature,  et  démontra  que  nécessairement, 
si  Dieu  avait  créé  plusieurs  mondes  ,  ces  lois  devraient  être  les  mêmes 
poiu- tous  sans  exception.  Il  fît  voir  ensuite  comment  ce  chaos  informe 
devait  devenir  un  ciel  avec  un  soleil  et  des  étoiles  fixes,  des  planètes  et 
des  comètes.  11  exposa  la  nécessité  et  la  natiu-e  de  la  lumière  du  Soleil 
et  des  étoiles  fixes,  comment  elle  parcourt  en  un  instant  les  espaces  im- 
menses des  cieux,  et  comment  les  planètesdoivenf  la  réfléchir.  Il  décrivit 
la  substance,  la  situation  diverse,  le  mouvement  et  les  propriétés  spé- 
ciales des  corps  célestes,  de  façon  à  ce  qu'on  pût  reconnaître  qu'il 
n'y  a  rien  dans  le  monde  qui  ne  soit  connue  il  doit  être.  Ensuite 
il  descendit  sur  la  terre  :  il  dit  comment  ses  diverses  parties  doivent 
tendre  vers  son  centre;  comment  la  position  de  la  terre,  relativement 
au  soleil  et  à  la  lune,  produit  le  flux  et  le  reflux,  le  grand  coiuant 
qu'on  remarque  sous  les  tropiques  de  l'est  à  l'ouest,  et  les  vents 
alizés;  comment,  d'après  les  lois  de  la  nature,  se  forment  les  mon- 
tagnes, les  sources,  les  mers,  les  rivières,  les  métaux  dans  les  flancs 
des  montagnes;  comment  se  produisent  tous  les  corps  composés;  com- 
ment se  développe  le  monde  des  plantes.  Puis  il  passe  à  l'organisation 
des  animaux,  à  l'homme;  mais  il  reconnaît  qu'il  lui  manque  encore, 
pour  comprendre  à  fond  les  lois  de  cet  organisme,  bien  des  notions  chi- 
miques et  anatomiques.  Cependant,  de  toutes  ces  transformations  de 
la  matière,  l'âme  pensante  ne  peut  sortir;  et  il  faut,  pour  la  créer,  une 
nouvelle  intervention  de  Dieu.  Descaries  veut  terminer  son  ouvrage 
en  exposant  quelle  est  l'essence  de  l'esprit. 
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La  hardiesse  de  cette  entreprise  nous  étonne.  Échappé  des  prisons, 
de  la  scholastiqiie.  l'esprit,  qui  s'est  retrouvé,  boit  à  longs  traits  l'air 
divin  de  la  libre  science  ;  il  veut  d'un  pas  rapide  traverser  en  sa  joie 
la  carrière  infinie  du  savoir;  et,  connue  le  but  dernier  de  toute  con- 
naissance reste  encore  obscur  pour  lui  dans  un  Ircs-loinlain  horizon, 
il  croit  déjà  qu'il  peut  l'atteindre,  et  il  s'élance  dans  sa  fragile  nacelle. 
I.c  17  février  1600,  Jordano  Bruno  avait  été  brûlé  vif  à  Rome,  sur 
la  place  de  Flore,  en  face  du  théâtre  de  Pompée,  où  ses  juges  étaient 
plus  tremblants  que  lui.  Le  9  février  1619,  Vanini  était  étranglé,  a 
loulouse,  après  qu'on  lui  eut  arraché  la  langue  avec  des  tenailles;  et 
son  corps  était  réduit  en  cendres.  Campanella  avait  été  enfoui  dans  un 
cachot,  et  la  torture  extraordinaire  lui  avait  été  infligée  sept  fois,  dont 
une  entre  autres  avait  duré  quarante  heures  de  suite.  Mais  rien ,  à  ce 
qu'il  paraît,  ne  fit  autant  d'impression  sur  Descartes  qu'une  nouvelle 
iju'ij  reçut  au  moment  où  i!  revisait  pour  la  dernière  fois  son  Monde, 
afin  de  l'envoyer  au  P.  Mersenne  qui  l'attendait  impatiemment,  il 
apprit  (jue  Galilée,  dont  la  gloire  remplissait  l'Europe,  était,  malgré 
l'amitié  et  la  profonde  estime  que  le  grand-duc  de  Toscane  avait  pour 
lui ,  livré  à  l'inquisition,  et  qu'il  avait  dû  abjurer  à  genoux,  comme  lUie 
hérésie,  la  doctrine  qui  met  la  terre  en  mouvement  autour  du  soleil 
immobile.  Alors  il  s'éleva  dans  l'âme  de  Descartes  une  doidoureuse 
anxiété  qu'il  ne  parvint  jamais  à  dompter  tout  à  fait.  11  était  convaincu 
de  la  vérité  du  système  de  Copernic  comme  de  sa  |)ropre  existence; 
mais  il  n'était  pas  moins  convaincu  de  l'infaillibilité  du  pape.  Dans 
cette  situation  critique  ,  il  se  résout  cependant  à  imprimer  son  ouvrage. 
Ce  qui  pouvait  alors  n'avoir  été  dans  Copernic  qu'une  vue  encore  in- 
certaine du  génie  a  été  confirmé  pleinement  depuis  par  les  travaux  ac- 
cumulés de  deux  siècles;  et  une  libre  investigation  a  conquis  bien  des 
connaissances  qui  alors  ne  pouvaient  même  pas  être  soupçonnées.  Dans 
des  temps  plus  heureux,  où  l'on  ne  poursuit  plus  le  génie  par  les  traits 
(1  luie  censure  qui  va  jusqu'au  bûcher,  il  nous  est  permis  de  croire  au 
système  du  monde  de  ce  noble  esprit,  de  l'illustre  investigateur  que 
nous  appelons  avec  orgueil  notre  compatriote,  à  ce  système  qui  nous 
indemnise  largement  de  toutes  les  erreurs  passées. 

Descartes  avait  pris  la  résolution  de  ne  publier  aucun  de  ses  ou 
vrages  de  son  vivant;  mais  ses  amis  parvinrent  à  l'ébranler,  et,  dans 
1  année  1637,  parut  à  Leyde  son  premier  grand  ouvrage  pour  lequel 
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il  recevait  de  France,  gouvernée  à  celte  époque  par  l'illustre  cardinal 
fondateur  de  l'Académie  française,  un  très-honorable  privilège  qui  lui 
permettait  de  faire  imprimer  en  France  ou  hors  de  France,  non-seide- 
meiit  cet  ouvrage,  mais  encore  tous  ceux  qu'il  pourrait  écrire  à  I  ave- 
nir. Cette  protectioti  forme  un  heureux  contraste  avec  les  persécutions 
qu'il  avait  à  souffrir  à  l'Université  d'Utrecht,  de  la  part  des  théologiens 
protestants  qui  maudissaient  ses  doctrines  comme  athées  et  dangereuses 
pour  l'Etat,  et  contre  lesquels  il  ne  trouvait  d'appui  que  dans  la  sa- 
gesse du  j)rince  Maurice  d'Orange.  Peu  d'années  auparavant,  les 
théologiens  protestants  de  l'Université  de  Tubingue  en  chassaient  notre 
grand  Kepler,  et  lui  refusaient  la  permission  de  publier  ses  ouvrages 
astronomiques,  que  les  jésuites  d'inspruck  devaient  faire  iuqirimer  à 
leurs  frais.  Us  l'excluaient  de  la  communion,  lui  qui  peut  être  regardé 
comme  le  martyr  de  la  foi  protestante,  qu'il  soutint  énergiquement  à 
la  cour  de  l'Empereur,  parce  que,  uniquement  fidèle  à  la  Confession 
d'Augsbourg,  il  ne  voulait  pas  jurer  les  articles  du  concordat  et  mau- 
dire les  calvinistes;  ils  lui  interdisaient,  comme  laïc,  la  lecture  de 
la  Bible;  et  ils  allaient  presque  jusqu'à  brûler  .sa  mère  connne  sorcière, 
et  Kepler  ne  pouvait  l'arracher  de  leurs  mains  que  par  son  plaidoyer 
audacieux  devant  les  juges,  et  par  sa  haute  position  de  mathématicien 
de  l'Empereur. 

Le  livre  de  Descartes  renfermait  quatre  ouvrages  :  le  Traité  de  la 
Méthode  pour  bien  conduire  sa  raison  et  chercher  la  vérité  dans  les 
sciences,  la  Dioptrique,  les  Météores  et  la  Géométrie.  11  voulait,  dans 
ces  trois  derniers  ouvrages,  donner  un  spécimen  de  sa  Méthode  appli- 
quée à  un  sujet  purement  physique,  à  un  sujet  purement  mathéma- 
tique et  à  un  sujet  mixte.  Sa  Géométrie  a  changé  la  face  des  sciences 
mathématiques;  elle  a  délivré  la  géométrie  de  la  domination  des  figures, 
qui  ne  donnaient  que  des  idées  particulières,  et  en  a  fait  lui  objet  de 
calcul  général.  Nous  trouvons,  dans  sa  Dioptrique,  les  premiers  traits  de 
cette  théorie  de  la  lumière  à  laquelle  les  physiciens  sont  revenus  de  nos 
jours  ,  et  par  laquelle  seule  ils  peuvent  expliquer  les  lois  merveilleuses 
de  la  réfraction  simple  et  double,  de  la  formation  des  couleurs,  je  veux 
dire  la  théorie  des  ondulations,  qui  suppose  non  qu'une  matieie 
sortie  du  corps  lumineux  se  meut  jusqu'à  notre  œil,  mais  qu'un  éther 
propre  à  la  lumière  éprouve  des  vibrations.  Mais  ici,  messieurs,  je  vous 
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demanderai  la  permission  de  vous  entretenir  quelques  iiistants  de  plus 
de  sa  Méthode:  c'est  le  nom  qu'on  donne  habituellement  au  premier 
des  quatre  ouvrages  que  je  viens  de  rappeler,  dans  lequel  il  nous  lait 
la  description  de  son  j^rojet,  et  (|ui,  par  son  style  siin])lo  et  noble,  est 
en  même  temps  un  monument  de  la  langue  et  de  la  littérature  fran- 
çaise que  rien  n'a  surpassé. 

"  Le  bon  sens,  dit-il,  en  commençant  sa  Méthode,  est  la  chose  du 
monde  la  mieux  partagée;  car  chacun  pense  en  être  si  bien  pourvu, 
que  ceux  mêmes  qui  sont  les  plus  difficiles  à  contenter  en  toute  autre 
chose,  n'ont  point  coutume  d'en  désirer  plus  qu'ils  n'en  ont.  »  En  quoi 
Descartes  ne  veut  pas  soutenir  que  tous  se  trompent;  mais  cela  montre, 
suivant  lui,  que  la  raison  est  naturellement  égale  en  tous  les  hommes, 
et  cjue  la  diversité  de  nos  opinions  vient  seulement  de  ce  que  nous 
conduisons  nos  pensées  par  diverses  voies  et  ne  considérons  pas  les 
mêmes  choses.  Mais  il  croit  avoir  eu  le  bonheur  de  s'être  rencontré , 
des  sa  jeunesse,  en  certains  chemins  qui  l'ont  conduit  à  une  sûre  mé- 
thode, et  lui  ont  donné  les  moyens  d'élever  peu  à  peu  sa  connais- 
sance au  plus  haut  point  auquel  la  portée  de  son  esprit  et  la  courte 
durée  de  la  vie  humaine  lui  permettent  d'atteindre.  Aussi ,  pour  savoir 
par  l'opinion  publique  s'il  ne  se  trompe  point,  il  veut  faire  voir  les 
chemins  qu'il  a  suivis,  et  représenter  sa  vie  entière  comme  en  un  ta- 
bleau. Son  ouvrage  ne  renfermera  point  des  préceptes  généraux  qiw 
chacun  doive  suivre;  il  ne  le  propose  que  comme  une  histoire,  ou, 
si  l'on  aime  mieux,  comme  une  fable,  où  chacun  pourra  prendre  ce 
qui  lui  semblera  convenable  pour  lui-même. 

«  J'ai  été  nourri  aux  lettres  dès  mon  enfance,  continue-t-il  ]*];  et 
comme  on  me  persuadait  que,  par  leur  moyen,  on  pouvait  acquérir 
une  connaissance  claire  et  assurée  de  tout  ce  qui  est  utile  à  la  vie, 
j'avais  un  extrême  désir  de  les  apprendre.  Mais  sitôt  que  j'eus  achevé 
tout  ce  cours  d'études  savantes,  je  me  trouvai  embarrassé  de  tant  de 
doutes  et  d'erreurs,  que  je  me  parus  seulement  plus  ignorant  qu'aupa- 
ravant. Et  néanmoins,  j'étais  en  l'une  des  plus  célèbres  écoles  de 
l'Europe  où  je  pensais  qu'il  devait  y  avoir  de  savants  hommes,  s'il  \ 


[*]  Qatiique  DcscarU-s  semblo  ii-i  reprendra  dirertcment  la  parole,  ce  n'esl  pas  ce- 
pendanl  une  simple  citation  qu'a  faite  M.  Jacobi  :  il  a  abrège  et  parfois  modifie  un  peu 
le  texte .  {^]^,„f.  f(u  traducteur.  ] 
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eu  avait  en  aucun  endroit  de  la  terre.  J'y  avais  a|>|)ris  loiii  ce  qu'on 
y  pouvait  apprendre;  et,  en  outre,  j'avais  parcouru  fous  les  livres 
traitant  les  matières  les  plus  difficiles  et  les  plus  mvsférieuses  <\\ie 
i  avais  pu  me  procurer.  On  me  coni|>tail  parmi  les  meilleurs  écoliers , 
bien  cpfil  y  en  eût  tléjii  entre  eux  (|uekpK's-uiis  (pi'on  destinât  à  rem- 
plir les  places  de  nos  maîtres.  Enfin  notre  siècle  me  semblait  aussi 
florissant  et  aussi  fertile  en  bons  esprits  qu'ait  été  aucun  des  précé- 
dents :  ce  qui  me  faisait  prendre  la  liberté  de  juger  par  moi  de  tous  les 
.lutn-s.  et  de  penser  cpi'il  n'y  avait  aucune  doctrine  dans  le  monde  «pii 
(lit  telle  qu'on  m'avait  auparavant  fait  espérer. 

»  Je  ne  laissais  pas  toutefois  d'estimer  les  exercices  auxquels  on  se 
livre  dans  les  écoles.  Je  savais  que  les  langues  qu'on  y  apprend  sont 
nécessaires  pour  l'intelligence  des  livres  anciens,  que  la  gentillesse  des 
fables  réveille  l'esjjrit,  que  les  actions  mémorables  des  bistoires  le 
relèvent,  et  qu'étant  lues  avec  discrétion,  elles  aident  à  former  le  juge- 
ment; que  la  lecture  de  tous  les  bons  livres  est  comme  une  ( duversa- 
tion  avec  les  plus  honnêtes  gens  des  siècles  passés,  et  même  une  con- 
versation étudiée,  en  laquelle  ils  ne  nous  dérouvrent  que  les  meilleures 
de  leurs  pensées.  Je  ne  méconnaissais  pas  la  force  de  l'éloquence,  la 
beauté  de  la  poésie:  ni,  dans  les  mathématiques,  des  inventions  très- 
utiles  qui  peuvent  beaucoup  servir  tant  à  contenter  les  curieux  qu'à 
iaciliter  tous  les  arts  et  diminuer  le  travail  des  hommes.  Je  savais  que 
les  écrits  qui  traitent  des  mœurs  contieinient  [dusieurs  enseignements 
et  plusieurs  exhortations  à  la  vertu  qui  sont  fort  utiles,  que  la  théo- 
logie enseigne  à  gagner  le  ciel ,  que  la  philosophie  donne  nuj\  en  de 
l)arler  vraisemblablement  de  toutes  choses  et  se  faire  admirer  des 
moins  savants,  que  la  jurisprudence  et  la  médecine  apportent  des 
honneurs  et  des  richesses  à  ceux  qui  les  cultivent;  et  enlin  qu'il  est 
bon  de  les  avoir  toutes  examinées,  même  les  plus  superstitieuses  et 
les  plus  fausses  (l'astrologie  et  l'alchimie),  afin  de  connaître  leiu- juste 
valeiu-  et  se  garder  d'en  être  trompé. 

"  Mais  je  croy  ais  avoir  déjà  donné  assez  do  temps  aux  langues  et  même 
à  la  lecture  des  livres  anciens;  car  c'est  quasi  le  même  de  converser 
avec  ceux  des  autres  siècles  que  de  voyager.  Lorsqu'on  emploie  trop 
de  temps  en  voyage,  on  devient  enfin  étranger  en  son  pays;  et.  lors- 
qu'on est  trop  curieux  des  choses  qui  se  pratiquaient  aux  siècles  pas- 
sés, on  demeure  ordinairement  fort  ignorant  de  celles  qui  se  pratiquent 
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en  ceiiii-ci.  Jestiiuais  lorl  l'éloquence  et  j'étais  amoureux  de  la  poésie; 
mais  je  pensais  que  l'une  et  l'autre  étaient  des  dons  de  l'esprit  plutôt 
que  des  fruits  de  l'étude.  Je  me  plaisais  surtout  aux  mathématiques,  à 
cause  de  la  certitude  et  de  l'évidence  de  leurs  raisons;  mais  je  m'éton- 
nais de  ce  que,  leurs  fondements  étant  si  fermes  et  si  solides,  on  n'avait 
rien  bâti  dessus  de  plus  ferme  et  de  plus  solide.  Connue,  au  contraire, 
je  comparais  les  écrits  des  anciens  païens  à  des  palais  fort  superbes  et 
fort  magnifiques,  qui  n'étaient  bâtis  que  siu*  du  sable  et  sur  de  la  houe. 
Ils  élèvent  fort  haut  les  vertus  et  les  font  paraître  estimables  parmi 
toutes  les  choses  qui  sont  au  monde;  mais  ils  n'enseignent  pas  assez  à 
les  connaître;  et  souvent  ce  qu'ils  appellent  d'un  si  beau  nom  n'est 
qu'une  insensibilité,  ou  un  orgueil,  ou  un  désespoir,  ou  un  parricide, 
.le   révérais  notre   théologie,  et  prétendais  autant  qu'aucun   autre  à 
gagner  le  ciel  ;  mais  ajant  appris  comme  chose  très-assurée  que  le  che- 
nun  n'en  est  pas  moins  ouvert  aux  plus  ignorants  qu'aux  plus  doctes, 
et  que  les  vérités  révélées  qui  y  conduisent  sont  au-dessus  «le  notre 
intelligence,  je  n'eusse  osé  les  soumettre  à  la  faiblesse  de  mes  raison- 
nements. Je  ne  dirai  rien  de  la  philosophie,  sinon  que,  voyant  qu'elle  a 
été  cultivée  par  les  plus  excellenls  esprits  qui  aient  vécu  depuis  plu- 
sieurs siècles,  et   que,    néanmoins,  il   ne  s'y   trouve   encore  aucune 
chose  dont  on  ne  dispute,  et,  par  conséquent,  qui  ne  soit  douteuse, 
je   n'avais   point   assez    de   pi'ésomption   poiu'   espérer  d'y   l'encontrer 
mieux  que  les  autres;  et  que,  considérant  combien  il  peut  y  avoir  de 
diverses  opinions,  touchant  une  même  matière,  qui  soient  soutenues 
par  des  gens  doctes ,  sans  qu'il  y  en  puisse  avoir  jamais  plus  dune 
seule  qui  soit  vraie,  je  réputais  presque  pour  faux  tout  ce  qui  n'était 
que  vraisemblable:   puis,  pour  les  autres  sciences ,  d'autant  qu'elles 
empruntent  leurs   pnncipes   de   la   philosophie,  je  jugeais  qu'on  ne 
pouvait  rien  avoir  bâti  qui  fût  solide  sur  des  fondements  si  peu  fermes; 
et   ni   l'honneur    ni   le   gain    qu'elles   promettent  n'étaient   suffisants 
pour  me  convier  à  les  apprendre:  car  je  ne  me  sentais  point,  grâce 
à  Dieu,  de  condition  qui  m'obligeât  à  faire  un  métier  de  la  science, 
pour  le  soulagement  de  ma  fortune;  et,  quoique  je  ne  fisse  pas  pro- 
fession de   mépriser  la  gloire  en  cynique,  je  faisais  néanmoins  fort 
peu  d'état  de  celle  que  je  n'espérais  point  pouvoir  acquérir  qu'à  faux 
titre. 

»  C'est  pourquoi  sitôt  que  l'âge  me  permit  de  sortir  de  la  sujétion  de 
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niL's  précepteurs,  j<-  miittai  eiiliL'reinent  l'étude  des  lettres;  et,  me  ré- 
solvant de  ne  cherciier  plus  d'autre  science  que  celle  qui  se  |)<)uri;iil 
trouver  (Il  uioi-uiènie,  ou  bien  dans  le  grand  livre  du  monde,  j'em- 
ployai le  reste  de  ma  jeunesse  à  voyager,  à  voir  des  cours  et  des  armées, 
à  fréquenter  îles  gens  de  diverses  humeurs  et  conilitions,  a  recueillir 
diverses  expériences,  et  à  m'étudier  moi-même  dans  les  rencontres  qti» 
la  fortune  me  proposait.  Il  est  vrai  que  pendant  que  je  ne  faisais  (pie 
considérer  les  mœurs  des  autres  hommes,  je  remarquais  quasi  autant 
de  diversité  que  j'avais  tait  auparavant  entre  les  opinions  des  philo- 
sophes, en  sorte  que  j'apprenais  a  ne  rien  croire  trop  ieiinemenl  île  ce 
(pii  ne  m'avait  été  persuadé  que  par  l'exemple  et  par  la  coutume.  Et 
ainsi  je  me  délivrai  peu  à  peu  de  beaucoup  d'erreurs.  Mais  après  que 
j'eus  em[)loyé  quelques  années  à  étudier  ainsi  dans  le  livre  du  monde, 
je  pris  un  jour  la  résolution  d'étudier  aussi  en  moi-même,  et  d'em- 
ployer toutes  les  forces  de  mon  esprit  à  choisir  les  chemins  ciue  je 
devais  suivre;  ce  qui  me  réussit  beaucoup  mieux,  ce  me  semble,  que 
si  je  ne  ine  fusse  jamais  éloigné  ni  de  mon  pays  ni  de  mes  livres. 

»  J'étais  alors  en  Allemagne,  où  l'occasion  des  guerres  qui  n'y  sont 
pas  encore  finies  m  avait  appelé,  et  comme  je  retournais  du  couron- 
nement de  l'Empereur  vers  l'armée,  le  commencement  de  l'hiver  m'ar- 
rêta en  un  quartier  où,  ne  trouvant  aucune  conversation  qui  me 
divertît,  et  n'ayant  d'ailleurs  par  bonheur  aucuns  soins  ni  passions 
qui  me  troublassent ,  j'avais  tout  le  loisir  de  m'entreteinr  de  mes 
pensées;  entre  lesquelles  l'une  des  premières  fut  que  je  m'avisai  de 
considérer  que  souvent  il  n'y  a  pas  tant  de  perfections  dans  les  ou- 
vrages composés  de  plusieurs  pièces  et  faits  de  la  main  tie  divers  maî- 
tres, qu'en  ceux  auxquels  la  main  d'un  seul  a  travaillé.  Notre  science 
me  parut  comme  un  ouvrage  de  ce  genre;  je  pensai  que,  dans  notre 
enfance,  il  nous  a  fallu  d'abord  être  gouvernés  par  nos  appétits  et  nos 
précepteurs,  qui  étaient  souvent  contraires  les  uns  aux  autres,  et  qui, 
ni  les  uns  ni  les  autres,  ne  nous  conseillaient  peut-être  pas  le  meilleur. 
Il  est  presque  impossible  que  nos  jugements  soient  si  purs  ni  si  soudes 
qu'ils  auraient  été  si  nous  avions  eu  l'usage  entier  de  notre  raison  des 
le  point  de  notre  naissance ,  et  que  nous  n'eussions  jamais  été  conduits 
que  par  elle.  Je  crus  donc  que  je  ne  pouvais  mieux  faire  que  d'entre- 
prendre une  bonne  fois  d'ôter  de  ma  créance  toutes  les  opinions 
que  j'avais   reçues  jusqu'alors,   ^fin   d'y   en   remettre   par  aj)res   ou 
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il  autres  lueilleures,  ou  bien  les  mêmes,  quand  je  les  aurais  ajustées 
au   niveau  de  la   raison.    Bien   que  je  remarquasse   en   ceci   diverses 
difficultés,  elles  n'étaient  point  toutefois  sans  remède  ,  ni  comparables 
a  celles  qui  se  trouvent  en  la  réformation  des  moindres  choses  qui  tou- 
chent le  pul)lic.  Ces  grands  corps  sont  trop  malaisés  à  relever  étant 
abattus,  ou  meuio  à  retenir  étant  ébranlés,  et  leurs  chutes  ne  peuvent 
être  que  très-rudes.  Puis,  pour  leurs  imperfections,  l'usage  les  a  sans 
doute  fort  adoucies;  et,  enfin  ,  elles  sont  quasi  toujours  plus  suppor- 
tables que  ne  serait  leur  chanj,'ement.  Aussi,  je  ne  saurais  aucunement 
approuver  ces  humeurs  brouillonnes  et  inquiètes,  qui.  n'étant  appe- 
lées ni  par  leur  naissance  ni  par  leur  fortune  au  maniement  des  af- 
faires publiques,  ne  laissent  pas  toujours  d'y  faire,  en  idée,  quelque 
nouvelle  réformation  ;  et  si  je  pensais  qu'il  y  eîit  la  moindre  chose  en 
cet  écrit  par  laquelle  on  me  pût  soupçonner  de  cette  folie,  je  serais 
Ires-marri  de  souffrir  qu'il   fût   publié.   Jamais  mon  dessein  ne  s'«st 
étendu  plus  avant  que  de  tâcher  de  réformer  mes  pro])res  pensées  et  de 
bâtir  dans  un  fond  qui  est  tout  à  moi.  Que,  si  mon  ouvrage  m'ayant 
assez  plu ,  je  vous  en  fais  voir  ici  le  modèle ,  ce  n'est  pas  pour  cela  que 
je  veuille  conseiller  à  personne  de  l'imiter,  ('-eux  que  Dieu  a  mieux 
partagés  de  ses  grâces  auront  peut-être  des  desseins  plus  relevés:  mais 
je  crains  bien  que  celui-ci  ne  soit  déjà  trop  hardi  pour  plusieurs.  Et  le 
monde  n  est  quasi  composé  que  de  deux  sortes  d'esprits  auxquels  il 
ne  convient  aucunement,  à  savoir:  de  ceux  qui,  se  croyant  ])lus  habiles 
qu'ils  ne  sont,  ne  se  peuvent  empêcher  de  précipiter  leurs  jugements  , 
ni  avoir  assez  de  patience  pour  conduire  par  ordre  toutes  leurs  pensées, 
d'où  vient  que,  s'ils  avaient  une  fois  pris  la  résolution  de  s'écarter  du 
chemin  commun,  ils  demeureraient  égarés  toute  leur  vie;  puis  de  ceux 
(jui ,  ayant  assez  de  raison  et  de  modestie  pour  juger  qu'ils  sont  moins 
capables  de  distinguer  le  vrai  d'avec  le  faux  que  quelques  autres,  doi- 
\ent  bien  plutôt  se  contenter  de  suivre  les  oi)inions  des  autres  qu'en 
chercher  eux-mêmes  de  meilleures.  Et,  pour  moi,  j'aurais  été  sans 
doute  du  nond)re  de  ces  derniers:  mais,  par  suite  de  la  grande  diversité 
de  croyances  et  de  mœurs  que  mes  études  et  mes  voyages  m'avaient 
appris  a  connaître ,  je  ne  savais  de  quel  côté  me  tourner,  et  je  me 
trouvai  comme  contraint  de  me  conduire  moi-même. 

"    Mais,  comme  un  homme  qui  marche  seul  et  dans  les  ténèbres,  je 
nie  résolus  d'aller  si  lentement  et  d'user  de  tant  de  circonspection  en 
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loiitcs  choses ,  que,  si  je  n'avançais  que  fort  peu ,  je  inc;  {^arrler;iis  hieri 
an  moins  de  tomber.  Même  je  ne  vonlais  point  commencer  à  rejeter 
tout  à  fait  mes  anciennes  opinions,  qtie  je  n'eusse  auparavant  employé 
assez  de  temps  à  faire  le  projet  de  l'ouvrage  que  j'entre[)renais,  et  à 
chercher  la  vraie  méthode  pour  parvenir  à  la  connaissance  de  tontes 
les  choses  dont  mon  espiit  si  rait  capable.  Et  comme  la  nuiititude  des 
lois  fournit  souvent  des  excuses  aux  vices ,  en  sorte  qu'un  Etat  est 
bien  mieux  réglé  lorsqiie,  n'en  ayant  (pie  fort  peu,  elles  y  sont  fort 
étroitement  observées;  ainsi ,  au  lieu  de  ce  grand  nombre  de  préceptes 
dont  la  logique  est  composée,  je  crus  que  j'aurais  assez  des  quatre 
suivants  : 

»  Le  premier  était  de  ne  recevoir  jamais  aucune  chose  pour  vrau 
que  je  ne  la  connusse  évidemment  être  telle,  c'est-à-dire  d'éviter  soi- 
gneusement la  précipitation  et  la  prévention,  et  de  ne  comprendre 
rien  de  plus  en  mes  jugements  que  ce  qui  se  présenterait  si  clairement 
et  si  distinctement  à  mon  esprit,  que  je  n'eusse  aucime  occasion  de  ii 
mettre  eu  doute  ; 

»  Le  deuxième,  de  diviser  chacune  des  difficultés  que  j'examinerais 
en  autant  de  parcelles  qu'il  se  pourrait  et  qu'il  serait  requis  pour  les 
mieux  résoudre , 

»  Le  troisième ,  de  conduire  par  ordre  mes  pensées  en  commençant 
par  les  objets  les  plus  simples  et  les  plus  aisés  à  connaître,  pour  monter 
peu  à  peu,  comme  par  degré,  jusqu'à  la  connaissance  des  plus  com- 
posés, et  supposant  même  de  l'ordre  entre  ceux  qui  ne  se  [)récèflent 
point  naturellement  les  uns  les  autres; 

»  Et  le  dernier,  de  faire  partout  des  dénombrements  si  entiers  et 
des  revues  si  générales,  que  je  pusse  être  assuré  de  ne  rien  omettre.    » 

Tels  sont  les  fondements  de  la  logique  cartésienne,  les  règles  très- 
simples  de  la  méthode  d'après  laquelle  il  a  entrepris  de  réformer  les 
sciences  tout  entières.  Mais,  comme  un  iionune  qui  veut  rebâtir  sa 
maison  doit  chercher,  en  attendant,  un  toit  pour  .s'abriter,  il  se  forma  . 
pour  cet  intervalle  de  temps,  afin  que  l'indécision  de  ses  opinions, 
suspendue  jusqu'à  ce  qu'il  eût  reconstruit  le  nouvel  édifice  de  la  sienne, 
n'influât  pas  sur  ses  actions,  une  morale  provisoire  qui  ne  consistait 
également  qu'en  trois  ou  quatre  maximes.  ■  ■    ■ 

La  première  maxime  était  d'obéir  aux  lois  et  aux  coutumes  de  son 
pays,  de  demeurer  fidèle  à  sa  religion,  et  de  se  conduire  en  toutes 
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clioses  par  l'opinion  des  gens  les  pins  sages  qu'il  poiiuait  rencontrer 
et  les  plus  éloignés  de  tout  extrême.  Et  afin  de  connaître  la  véritable 
opinion  de  ces  sages,  il  regarda  plus  à  ce  qu'ils  faisaient  qu'à  ce  qu'ils 
disaient,  non-seulement  parce  qu'à  cause  de  la  corruption  des  mœurs 
peu  de  gens  disent  ce  qu'ils  pensent  réelienienl,  mais  aussi  j)arr('  que 
plusieurs  lignorent  eux-mêmes. 

Sa  deuxième  maxime  fut  d'être  aussi  ré.solu  cpie  possible  dans  toutes 
ses  actions,  quand  bien  même  l'opinion  qui  servirait  de  fondement  à 
sa  conduite  serait  douteuse. 

La  troisième  maxime  était  de  se  vaincre  soi-même,  de  ne  pas  com- 
battre la  fortune,  et  dépenser  à  changer  ses  propres  désirs  plutôt  que 
le  cours  des  choses;  de  croire  que  rien  ne  nous  appartient  et  n'est  en 
notre  pouvoir  que  nos  pensées,  et  de  considérer  les  biens  qui  ne  nous 
manquent  pas  par  notre  faute,  comme  aussi  inacces.sibles  ou  aussi  peu 
regrettables  que  la  possession  de  la  Chine  ou  du  Mexique.  Alors  nous 
ne  souhaiterions  pas  plus  la  santé  quand  nous  sommes  malades,  ou  la 
liberté  quand  nous  sommes  prisonniers,  que  nous  ne  souhaiterions 
d'avoir  des  corps  de  diamant  ou  des  ailes  comme  les  oiseaux.  Mais 
Descarfes  comprend  (pi'il  faut  une  longue  pratique  et  inie  application 
répétée  pour  s'habituer  à  cojisidérer  toutes  les  choses  d'un  tel  point 
de  vue;  et  il  croit  avoir  trouvé,  selon  lui,  le  secret  de  ces  anciens 
sages  qui  savaient  se  soustraire  à  l'empire  du  destin  et  qui,  malgré  les 
doideurs  et  la  misère,  étaient  plus  riches,  plus  libres,  plus  torts  que 
les  autres  hommes  et  disputaient  de  félicité  avec  les  dieux  mêmes. 

Pour  conclusion  de  cette  morale,  il  examine  les  professions  des 
autres  hommes ,  et  il  ne  trouve  rien  de  mieux  à  faire  que  de  rester 
fidèle  à  la  sienne ,  et  de  consacrer  sa  vie  entière  à  la  culture  de  sa  raison 
et  à  la  reclierche  de  la  vérité,  que  sa  Méthode  lui  donne  le  ino\en  de 
découvrir,  parce  que  rien  n'est  comparable  au  bonheur  que  lui  assu- 
rent les  progrès  qu'il  fait  chaque  jour  dans  la  science,  et  qu'il  doit  à 
.sa  Méthode;  et,  comme  c'est  une  loi  de  la  nature  que  notre  volonté 
recherche  ou  fuie  ce  que  la  raison  lui  ])résente  comme  bon  ou  comme 
mauvais,  il  est  persuadé  qu'avec  la  connaissance  profonde  et  exacte 
••les  choses,  il  acquerra  tous  les  biens  et  toutes  les  vertus:  et  cette 
conviction,  cette  espérance,  le  remplissent  du  contentement  le  plus  pur 
et  de  la  plus  haute  félicité. 

Apres  avoir  mis  de  côté  ces  diverses  matières,  comme  autant  d'ar- 
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hcles  de  foi  tout  à  fait  inébranlables,  il  crut  pouvoir  se  délivrer  de 
toutes  ses  autres  opinions  sans  exception;  mais,  pour  élever  le  nouvel 
édifice,  il  voulut  attendre  un  âge  un  peu  plus  mûr.  Jusqu'à  ce  mo- 
ment, il  veut  consacrer  son  temps  à  la  seule  science  qui  a  des  prin- 
cipes et  des  preuves  certaines,  les  mathématiques;  et  par  là  il  exerce 
son  esprit  à  s'appliquer  à  la  vérité  seule,  et  à  ne  pas  se  contenter  de 
princi[)cs  purement  plausibles.  Il  gagne  ime  connaissance  plus  pro- 
fonde des  phénomènes  de  la  nature,  en  appliquant  les  mathématiques 
à  la  physique,  en  faisant  des  observations  et  des  expériences;  il  se 
perfectijnne  d'autant  plus  daiis  la  pratique  de  sa  Méthode,  et  il  re- 
pousse toujours  davantage  les  anciens  préjugés  et  les  vieilles  opinions  ; 
puis,  quand  il  a  atteint  1  âge  mûr,  pressé,  par  de  pieux  cardinaux, 
comme  nous  l'avons  vu,  de  publier  son  système  et  ses  découvertes, 
devoir  sacré  qu'on  lui  impose,  il  est  arrivé  enfin  à  poser  la  base  de  la 
nouvelle  philosophie.  Mais,  comme  il  a  détruit  le  monde  entier  de 
ses  idées  antérieures,  tout  chancelle;  il  ne  sent  plus  le  sol  sous  ses 
pieds  :  dans  cette  mer  de  doute  et  d'ignorance,  où  trouvera-t-il  la  pre- 
mière proposition,  l'absolue  certitude,  qui  soit  la  base  de  son  édifice? 
Doit-on  s'étonner  qu'un  honmie  qui  a  con.sacré  son  être  entier  à  la 
pensée,  ne  trouve  qu'une  seule  chose  inébranlable,  plus  sûre  que  sa 
propre  existence,  ou  qui,  du  moins,  rend  seule  son  existence  certaine, 
à  savoir  qu'il  pense?  Ainsi  donc,  il  pose  pour  premier  principe  de  sa 
philosophie  : 

«  Je  pense,  donc  je  suis  :  cogita,  ergo  swii.  » 

Ce  mot  a  été  le  point  de  départ  de  la  nouvelle  philosophie;  c'est 
l'inscription  du  drapeau  sous  lequel  il  pousse  la  science  à  marcher  en 
avant.  L'homme  sent  alors  ce  qu'est  son  essence;  les  nuages  de  la  scho- 
lastique  sont  déchirés;  le  soleil  de  la  pensée  se  lève  sur  un  nouveau 
monde,  où  nous  voyageons  encore  aujourd'hui.  Ce  n'est  pas  une  in- 
surrection aveugle  et  violente  contre  l'Etat  et  la  religion  ;  c'est  la  tran- 
quille assurance  d'un  esprit  qui  a  conscience  de  lui-même,  et  qui 
peut  résoudre  dans  l'État  et  la  religion  ,  et  avec  tous  deux  ,  tous  les 
problèmes  qu'y  trouve  l'esprit  humain.  La  modération  pleine  de 
sagesse ,  jointe  à  une  sorte  d'enthousiasme,  c'est  surtout  ce  qiù  dis- 
tingue Descartes,  et  Rome  elle-même  n'a  placé  ses  écrits  dans  Y  Index, 
qu'avec  une  addition  très-atténuante  i//o«ec  corrigantiir,  n.  nov.  i663). 

Tom.  XII.  -  Mars  1847.  "  13 
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Je  n'ai  pas  l'intention  de  dérouler  ici,  devant  vons,"le  système  com- 
plet que  Descartes  a  développé  dans  les  dernières  parties  de  sa  Mé- 
thode, et  plus  tard  dans  ses  Principes.  Je  ne  veux  que  dire  quelques 
mots  sur  les  deux  princesses  avec  lesquelles  Descartes  a  eu  des  rela- 
tions ,  qui  continuèrent  jusqu'à  la  (in  de  sa  vie. 

Dans  le  village  de  la  Haye,  qui  peut  être  comparé  aux  plus  jolies 
villes  de  l'Europe,  on  voyait  alors  trois  cours  remarquables.  Deux  mille 
nobles  sous  les  armes,  avec  leiu's  ceintures  et  leurs  baudriers  de 
buffles,  avec  leurs  écbarpes  oranges,  avec  leurs  énormes  bottes  à  ca- 
nons et  avec  leurs  sabres,  entouraient  le  prince  d'Orange.  Couverts  de 
velours  noir,  avec  leurs  larges  fraises,  leurs  barbes  carrées,  on  voyait  les 
(léj)utés  aux  états  généraux  et  les  bouigmestres,  qui  représentaient  la 
force  de  l'aristocratie  bourgeoise.  La  reine  douairière  de  Bohème, 
avec  ses  cinq  filles ,  formait  la  troisième  cour,  où  les  dames  du  pays 
se  réunissaient  chaque  jour,  et  où  la  société  élégante  venait  offiir  ses 
hommages  à  I  esprit  et  à  la  beauté  des  princesses.  A  deux  milles  de  là, 
à  Eindegeest,  dans  un  petit  village  placé  près  deLeyde,  sur  les  bords 
de  la  mer,  vivait,  depuis  l'automne  de  1641,  Descartes,  qui,  avec  les 
années,  était  devenu  plus  accessible.  La  plus  âgée  des  princesses, 
Elisabeth .  était  un  prodige  d'instruction.  Après  avoir  assez  longtemps 
étudié  les  belles-lettres,  et  avoir  acquis  la  connaissance  pratique  d'un 
grand  nombre  de  langues  (elle  en  avait  appris  six,  comme  ses  sœurs, 
de  la  reine  leur  mère) ,  elle  s'était  appliquée  à  des  choses  plus  graves, 
aux  niathémal!(|ues  et  à  la  physique. 

Mais  tout  ce  qu'elle  avait  appris  liù  parut  bien  insuffisant  et  très- 
faible,  quand  les  ouvrages  de  Descaries  tombèrent-entre  ses  mains.  Les 
conversations  du  burgrave  de  Dohna,  qui  était  lié  avec  elle,  lui  don- 
nèrent le  désir  de  connaître  personnellement  le  philosophe.  Elle  l'invita 
à  se  rendre  auprès  d'elle,  et  elle  se  fit  son  écolière  zélée.  Il  pouvait  lui' 
communiquer  ses  pensées  les  plus  profondes ,  ses  spéculations  méta- 
physiques les  plus  sublimes ,  ses  recherches  les  plus  abstraites  de 
géométrie;  et,  dans  la  préface  aux  Principes,  qu'il  lui  a  dédiés,  il  dé- 
clare que,  seule  parmi  tous  ses  disciples,  elle  peut  comprendre  com- 
plètement ses  écrits  [*].  Par  amour  pour  la  philosophie  de  Descartes, 


[*]  c'est  ainsi  qu'à  l'aide  de  la  géométrie  analytique,  créée  par  son  maître,  elle  a 
traité   le   problème  :  Trouver  un   cercle  qui   touche   trois  cercles  donnés. 
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elle  accepta  la  main  du  roi  do  Pologne,  Ladislas  IV.  Oiiniid  son  pins 
jeune  frère,  Philippe,  emporté  par  la  jalousie,  eut  tué  un  M.  d'Epina)  , 
sur  le  marché  de  la  TIay<^,  en  plein  jour,  elle  lut  bannie  par  sa  mère, 
qui  la  soupçonnait  de  complicité;  un  con)merce  de  lettres,  avec  Des- 
cartes, remplaça  les  instructions  orales  :  mais,  malheureusement,  nous 
ne  possédons  {)as  les  lettres  de  la  princesse.  Jusqu'à  la  paix  de  Wesl- 
plialie,  elle  vécut  à  Crossen  et  à  Berlin,  chez  ses  parents  de  Hrande- 
bourg,  puis  à  Heidelberg,  auprès  de  son  frère  Charles-Louis,  qui 
recouvra  son  palatinat  par  suite  de  la  paix. 

Quand  la  femme  de  ce  palatin  ,  liée  d'amitié  avec  la  princesse,  eut , 
sous  le  prétexte  (l'une  chasse,  et  grâce  à  des  relais  préparés  à  l'avance, 
fui  loin  de  son  mari,  avec  qui  elle  était  brouillée,  et  qu'elle  se  fut 
retirée  à  Cassel,  chez  son  frère  le  landgrave,  la  princesse  Elisabeth  se 
retira  aussi  dans  la  même  ville.  Enhn,  dans  un  Age  avancé,  elle  reçut, 
quoique  calviniste,  la  direction  de  l'abbaye  luthérienne  de  lleesvorden  , 
qui  était  située  dans  le  comté  de  Ravensberg,  et  dont  le  produit  s'éle- 
vait, annuellement,  à  9.0000  ihalers;  ce  fut  seulement  alors  qu'elle 
jouit,  pour  la  première  fois  de  sa  vie,  d'une  existence  indépendante 
et  exempte  de  soucis.  Elle  ht  de  cette  abbaye  une  académie  de  philo- 
sophie,  qui  fut,  jusqu'à  sa  mort,  une  des  plus  célèbres  académies 
cartésiennes.  Catholique,  calviniste,  luthérien,  socinien,  déiste,  tous 
y  étaient  accueillis  sans  distinction  de  religion,  pourvu  qu'ils  s'occu- 
passent de  philosophie.   Cette  princesse  mourut  au   mois  de  mars  de 
l'an  1680,  à  l'âge  de  soixante  et  un  ans. 

Un  autre  prodige  non  moins  remarquable,  dans  ce  temps-la,  c'était 
Christine,  reine  de  Suède.  Cette  jeune  princesse,  à  peine  âgée  de  dix- 
neuf  ans,  étudiait  Tacite  tous  les  jours,  apprenait  le  grec  et  s'occupait 
sérieusement  des  sciences;  elle  était  très-habile  dans  tous  les  exercices 
du  corps  :  aucun  des  seigneiu's  de  sa  cour  ne  tirait  aussi  bien  qu'elle 
un  lièvre  à  la  course;  elle  excellait  dans  l'art  de  l'éipiitation,  et  dans 
les  grandes  chasses  elle  restait  volontiers  dix  heures  à  cheval  ;  son  corps 
était  endurci  au  froid  et  au  chaud;  elle  ne  portait  ni  bouuet  ni  vode, 
mais  seulement  un  chapeau  orné  de  plumes,  qui  l'abritait  contre  les 
rigueurs  de  la  saison;  elle  ne  passait  jan)ais  plus  d'un  quart  d'heure  à 
sa  toilette;  un  peigne  et  quelques  nœuds  de  rubans  formaient  toute 
sa  coiffure.  Sa  nourriture  était  simple,  et  cinq  heures  seulement  étaient 
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données  par  elle  au  sommeil.  A  toutes  ces  qualités,  T.lle  joignait  le 
talent  de  porter  avec  dignité  une  des  plus  puissantes  couronnes  de 
l'Europe;  elle  suppléait  à  son  inexpérience  par  sa  haute  intelligence, 
qui  l'aidail  à  i)énétrer  les  affaires  les  plus  difficiles,  et  à  les  décider; 
son  esprit  supérieur  dominait  son  conseil  à  un  tel  point ,  que  les 
hommes  qui  avaient  vieilli  dans  la  politique  étaient  même  parfois 
étonnés  de  la  condescendance  qu'ils  montraient  pour  elle.  Les  ambas- 
sadeurs étrangers  ne  traitaient  plus  avec  les  ministres  connue  autre- 
ibis;  ils  traitaient  directement  avec  la  reine.  Dès  qu'elle  connut  les 
écrits  de  Descartes,  elle  désira  vivement  recevoir  de  lui  personnel- 
lement des  leçons  de  philosophie  ;  mais  connue  il  tardait  à  se  rendre 
auprès  d'elle,  malgré  sa  pressante  invitation,  elle  envoya,  au  prin- 
temps de  l'an  1649,  l'amiral  Flemming  en  Hollande,  avec  un  bâti- 
ment, e(  il  devait  se  mettre  tout  à  la  disposition  du  philosophe.  Des- 
cartes ne  résista  pas  plus  longtemps  :  en  octobre  de  la  même  année, 
il  se  rendit  à  Stockholm;  et,  malgré  les  rigueurs  de  l'hiver,  la  reine 
recevait  tous  les  matins,  à  cinq  heures,  dans  son  cabinet,  les  leçons  du 
philosophe.  Pour  se  l'attacher,  elle  s'occupait  de  lui  assurer  un  do- 
maine héréditaire  dans  ses  Etats  de  Brème  ou  de  Poméranie,  lorsqu'il 
mourut  au  commencement  de  février  de  l'année  suivante,  après  une 
maladie  de  quelques  jours,  causée  par  le  climat  rigoureux  de  la  Suède, 
auquel  il  n'était  pas  habitué.  Dix-sept  ans  après  sa  mort ,  époque  où 
Christine  avait  déjà  depuis  longlennis  déposé  la  couronne,  les  cendres 
du  philosophe  furent  envoyées  en  France  et  placées  dans  l'église  de 
Sainte-Geneviève,  aujourd'hui  le  Panthéon.  H  est  souvent  plus  com- 
mode de  ()osséder  les  cendres  des  grands  hommes ,  que  de  les  posséder 
eux-mêmes  de  leur  vivant. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ir 


NOTE 

SUR 

LA    DÉTERMINATION    DES   AXES    PRINCIPAUX    D'UN    CORPS, 
Pah  iM    R    LOIÎA'JTO, 

Professeiii'  d'analyse  el  de  mécanique  ù  rAcadémie  royale  de  Delfi. 


On  sait  que  les  axes  principaux  passant  par  un  point  quelconque 
(l'un  corps  ont  la  propriété  de  rendre  nulles  les  trois  intégrales  fa^v/m, 
( xzdin,  Jjzdin ,  étendues  à  la  niasse  entière  du  corps.  Mais  il  faut  dé- 
montrer qu'il  existe  en  chaque  point  un  tel  système  d'axes.  Les  géo- 
mètres ont  employé  pour  cela  différentes  méthodes,  doni  la  plus 
simple  ramené  la  détermination  des  axes  demandés  à  une  question 
résolue  antérieurement,  celle  des  trois  axes  de  figure  d'un  ellipsoïde. 
Nous  nous  proposons  de  traiter  ici  le  problème  d'une  manière  di- 
recte, sans  recourir  à  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré:  c'est 
ce  qu'ont  fait,  du  reste,  la  plupart  des  auteurs  de  Traités  de  méca- 
nique, et  en  particulier  Poisson  ;  mais  la  marche  de  nos  calculs  paraît 
plus  facile  et  plus  rapide. 

Désignons  par  p,  q,  r  les  cosinus  des  angles  compris  entre  une  droite 
quelconque  passant  par  l'origine,  et  les  directions  des  axes  rectangu- 
laires des  X,  y,  z.  Le  moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  cette  droite 
aura  évidemment  pour  valeur 

/■  I  j:*  +  y'  -t-  z,^  —  (  px  -^  (\y  +  ''z)']  dm , 
ou  bien 

X  +  ijî,  +  S  —  {Xp"^  -t-  aft>ç*  -I-  Gr^-^-  i<S>pq  +  itpv  +  a.'^yr), 

en  faisant,  pour  abréger, 

fx^(iin  =  A,,     Jjr^(im^=^y^,      f  z" dm  =^  € , 
Ç  xjdm  =  ®,      fxzdm  =  i',     Jjz<lm  =  J. 
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Prenons  maintenant  un  second  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires oc' ,j' ,  z'  de  même  origine,  et  pour  lequel  les  quantités  />,  (/,  r, 
•A^,  D\>,  ©  se  changent  en  p\  r/',  /',  =^',  oib',  C.  Si  ces  nouveaux  axes  for- 
ment un  système  d'axes  principaux,  les  trois  intégrales  O,  £,  ^  dispa- 
raîtront, et  la  valeur  précédente  du  moment  d'inertie  se  réduira  à 

X'  -t-  Di'  +  £'  -  [.Mp'-"  -f-  iil.'<7'^  +  G'r'^). 
Or,  puisqu'on  a  évidemment 

X  +  Tft,  +  G  =   X'  +  !)>,'  -i-  ©', 

il  résultera,  des  deux  valeurs  du  même  moment,  l'équation 
j        A./)^+  T)!,7*  +  Cr^-f-  i(5ipq  +  iCpr+iiqr 


D!.'7'=  +  G'r' 


Il  s'agit  seulement  de  démontrer  qu'on  pourra  toujours  obtenir  un 
système  de  coordonnées  ar'.j'',  z'  propre  à  vérifier  l'équation  (i).  A 
cet  effet,  soient  rt,  h,  c,  a',  h',  c',  a",  h",  c"  les  cosinus  des  neuf  angles 
formés  par  les  nouveaux  axes  des  x',j',  z'  avec  ceux  des  x,j\  z.  Les 
six  variables  p,  q,  r,  p',  </',  r'  seront  liées  entre  elles  par  les  équations 
linéaires 

ip'  =  pa  -t-  (jb  -h  rc,  p  =  p'a  +  q'a'  +  r'a", 
q'  =  pa'  -h  qh'  +  rc',  q  —  p'b -h  q'b'  H-  r'b", 
r'  =  pa"-h  qb"-+-  rc",        r  =  p'c  -h  q'c' -h  q'c". 

Désignons  le  premier  membre  de  l'équation (i)  par  (f{p,  q,  /),  et  le 
second  par(p'  {p',  q',  r').  Le  calcul  aux  différentielles  partielles  four- 
nira directement,  en  vertu  des  équations  (A),  les  relations  suivantes  : 

(V)  ^K^af  +  h'^-î  +  c'^, 

>  (l/j  dp  (Iq  ilr 

Si  l'on  différentie  la  fonction  y  par  rapport  à  chacune  des  trois  variables 
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p,  (),  r,  on  en  tirera 


^  =  2  (er  -h  Cp  +  ■■^7); 

et  puisque  la  fonction  ç'  donne,  en  ayant  égard  aux  équations  (A), 
-^  =  -iX'p'  =  ijiJi  pa  +  (jb  ■+-  rc), 

il  viendra,  après  avoir  substitué  ces  valeurs  dans  l'équation  (2), 

i(Art  +ûa6  +cc)p 
-4-  (COrt  H-'Uî.i+  Se)  Cj 
4-  {Ca  -+-  Sb  -f-  ©c)  r. 

Cette  nouvelle  relation  étant  indépendante  des  valeurs  particulières 
des  variables  y^,  ^.  r,  on  aura  nécessairement  les  trois  équations 

/   k'a' =Xa->r(Sib -\- Ce, 
(B)  x'h  =(Qa  -t-  ■tSiyh  -+-  ie, 

(  X'c  =Ca  -+-  ^b  +  Gc, 
qui ,  jointes  à  l'équation 


a^  -h  b^  -h  e 


2 


I. 


suffisent  pour  déterminer  les  quatre  quantités  A,',  a,  b,  c. 

Mais  on  pourra  parvenir  ainsi  qu'il  suit  à  une  équation  qui  donnera 
directement  la  valeur  de  -x'. 

Pour  cela,  écrivons  les  équations  (B)  sous  la  forme  suivante,  m  et  n 

exprimant  les  rapports -^  -: 

i        A'  ^  X  =1  tûm  +  en , 
(jà')  1  (ju'  —  yS^)m=  ©  +  .fn, 

(  (of  —  G)n  =  <^  -I-  '^/w. 

Résolvant  les  deux  dernières  équations  par  rapport  à  tu  et  n,  on  eu 
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déduira  sans  peine 

•   ^  "  -  {X'-^S\.){X'- G) - ^=  ' 

"  ~  (x'-'Ub)(.i.'-e)-,'f 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  (B'),  il  viendra 


I  (X'  —  A^  (.A./  —  llb)  {X'  —  e) 


A,)  J=  +  (,»„'  —  Ui,)  C''  +  (X'  —  G)  CD*]  —  2  09^:1  =  o , 

équation  du  troisième  degré  qui,  ayant  toujours  au  moins  une  racine 
réelle,  indique  d'abord  l'existence  de  l'axe  des  x',  un  des  axes  princi- 
paux. En  effet,  les  valeurs  de  m,  n  données  par  les  équations  (5)  et  (6) 
seront  alors  également  réelles;  et  il  en  sera  de  même  des  quantités 

b=-: 


a  ^=  —z^  ■        n  =  - — c  = 


qui  fixent  la  direction  de  l'axe  des  x'. 

En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  les  équations  (3)  et  (4),  on 
|)arviendra  à  deux  systèmes  d'équations  parfaitement  semblables  à 
relui  (B),  et  d'où  ion  déduira  ,  par  conséquent,  deux  équations  finales 
du  troisième  degré  qui  ne  différeront  de  l'équation  (7)  que  par  les  in- 
coimues  B',  C  Ces  deux  dernières  quantités  en  représenteront  ainsi  les 
deux  autres  racines  qui  seront  réelles;  car  si  celles-ci  étaient  imagi- 
naires, les  valeurs  de«,  h,  c,  a',  b',  r',...,  qui  y  répondraient,  le  seraient 
également,  et  l'on  s'assurera  facilement  qu'elles  ne  pourraient  vérifier 
les  relations  qui  existent  entre  ces  neuf  quantités  [*]. 

L'existence  des  axes  principaux  est  donc  non-seulement  prouvée, 
mais  on  voit  en  même  temps  qu'il  ne  pourra  exister  généralement 
qu'un  seul  système  passant  par  un  point  quelconque. 

[*]  Voyez  la  Mccanique  analytique,  2"  édition,  tome  II,  pageaSi- 
Le  mode  de  détiionstration  dont  Lagrange  se  sert ,  dans  le  passage  auquel  nous  ren- 
voyons, a  (té  ,  depuis,  souvent  cm[)loyé  d'une  manière  plus  générale,   mais  pour  un 
usage  semblable,  par  d'autres  auteurs  qui  auraienfpu  citer  la  Mécanique  analytique. 

(J.    LlOL'VILLE.) 
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NOTE 

SUR    LE    PROBLÈME    DES    TAL-TOCRONES; 
Pau  m.  J.  BERTRAND 


Le  problème  des  tautochrones,  résolu  d'abord  par  [Juveens  et 
Newton  po„r  le  cas  d',.„  point  situé  dans  le  vide  ou  dans  ,n.  milieu 
qu.  résiste  proportionnellement  à  la  vitesse,  le  fut  ensuite  par  Euler  f*! 
et  Jean  Bernoulli,  dans  l'hypothèse  d'une  résistance  proportionnelle 
au  carre  de  la  vitesse ,  et  par  Fontaine ,  en  ajoutant  .neme  un  t.-rn.e  pro- 
portionnel à  la  simple  vitesse.  Dans  les  .Wmoires  de  Berlin  po.u-  i  765 
Lagrange  se  proposa  la  question  plus  générale  de  détenniner  quelle 
est  la  force  nécessaire  pour  produire  le  tautochronisme  en  considé- 
rant cette  force  comme  une  fonction  quelconque  de  la  vitesse  et  de- 
là position  du  mobile.  La  formule  à  l'aide  de  laquelle  Eagran^e  ré- 
sout ce  problème  parut  assez  importante  à  d'Alembert  peur  qnil  en 
cherchât  une  démonstration  qui  se  trouve  dans  les  Mémnh-es  de  Berlin 
a  la  suite  de  celle  de  Lagrange.  Lagrange  lui-même  est  revenu  sur  cette 
formule  dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour  ,770,  et  la  présente,  ,e 
crois,  comme  beaucoup  plus  générale  qu'elle  ne  l'est  en  effet  : 

«  Ayant,  dit-il ,  envisagé  la  question  des  tautochrones  sous  un  point 
>>  de  vue  un  peu  plus  général  qu'on  ne  l'avait  fait  avant  moi,  je  suis 

[*]  Euler  est  le  premier  géomètre  qui  ait  cherche  les  tautochrones  dans  un  milieu 
dont  la  résistance  est  une  fonction  de  la  vitesse  autre  .jue  la  première  puissance;  son 
premier  travail,  sur  ce  sujet,  <late  de  ,706  (^.,„  ,/,.  A,,,y,„v).  La  sohuiou  qu'il  d<.nne 
est  défectueuse,  comme  il  l'a  reconnu  lui-même  quelques  années  plus  tard  en  traitant 
de  nouveau  la  même  question  «lans  le  lon.e  IV  des  Commrruaircs  de  Samt-P^ters^ 
bourg  (,,29).  Le  Mémoire  de  Jean  Bernoulli,  imprimé  dans  le  Recueil  de  l'Académie 
<e  Pans  pour  1730,  est  postérieur  d'une  année,  quoiqu'il  paraisse  compose  antérieu- 
rement à  la  publication  de  celui  d'Euler. 

TomeXIt  -   Mars  1847.  "  16 
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»  parvenu  à  une  formule  générale  et  très-simple  qui  renferme  non- 
•>  seulement  tons  les  résultats  déjà  connus,  mais  encore  une  infinité 
»  d'antres.  .  .  .  Mon  travail  n'a  pas  été  jugé  si  favorablement  par 
w  M.  Fontaine,  qui  vient  de  m'attaquer  dans  le  volume  de  l'Académie 
»  de  Paris  pour  i'y68.  Je  m'attendais  avec  raison  à  trouver  dans  ce 
»  Mémoire  des  objections  solides  et  dignes  de  cet  illustre  adversaire; 
»  mais  j'ai  été  bien  surpris  de  n'y  voir  que  quelques  expressions  peu 
»  obligeantes,  sans  aucune  raison,  bonne  ou  mauvaise.  Comme  la 
»  seule  lecture  de  son  Mémoire  et  du  mien  peut  suffire  à  me  mettre  à 
»  couvert  de  ses  critiques,  je  les  passerai  entièrement  sous  silence.    » 

Et,  en  effet,  Lagrange,  dans  ce  nouveau  Mémoire,  ne  répond  nul- 
lement aux  objections  faites  par  Fontaine,  qui,  il  faut  le  dire,  étaient 
formulées  d'une  manière  obscure  et  sans  développement,  mais  dont  la 
plus  importante  au  moins  me  paraît  très-fondée.  Je  me  propose  de 
taire  voir,  dans  cette  Note,  que  loin  de  donner  la  solution  générale  du 
problème  qu'il  s'était  proposé,  Lagrange  n'en  a  traité  qu'un  cas  très- 
particulier,  et  que,  si  l'on  cherche  à  appliquer  sa  formule  à  la 
recherche  de  la  coiu'be  tautochrone  pour  une  loi  donnée  de  la  ré- 
sistance ài\  milieu  ,  elle  ne  pourra  servir  que  dans  le  cas  traité  anté- 
rieurement par  Euler  et  .Tean  Bernoulli.  Ainsi  on  ne  peut  pas  regarder 
comme  générale  la  démonstration  que  Lagrange  a  donnée  du  théorème 
suivant  qu'il  déduit  de  sa  solution  : 

"  Toute  courbe  qui  est  tautochrone  dans  une  hypothèse  quel- 
»  conque  de  force  et  de  résistance,  l'est  encore  si  l'on  suppose  la  ré- 
»  sistance  augmentée  d'un  terme  proportionnel  à.  la  vitesse.    » 


Le  problème  que  se  propose  Lagrange  dans  le  Mémoire  de  1 765  est 
énoncé  par  lui  dans  les  termes  suivants  : 

«  Quelque  profonde  et  quelque  ingénieuse  que  soit  la  théorie  des 
»  tautochrones,  elle  laisse  beaucoup  à  désirer.  Lorsqu'il  n'y  a  point 
»  de  résistance,  et  que,  par  conséquent,  la  force  accélératrice  est 
->  indépendante  de  la  vitesse ,  on  sait  depuis  longtemps  que  cette 
»  force  doit  être  proportionnelle  à  l'espace  qui  reste  à  parcourir.  Mais 
»   quelle  est,  en  général  ,  la  force  nécessaire  pour  produire  le  tauto- 
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»  chroiiisme,  en  la  regarilant  comme  une  fond  ion  (|neU;onque  de 
»  l'espace  et  de  la  vitesse?  Voilà  le  problème  tpi'il  laut  résoudre 
»  pour  avoir  une  tiiéorie  générale  et  complète  des  taiitochrones. 
»  M'étant  occupé  de  ce  problème,  voici  la  solution  que  j'en  ai  frou- 
»  vée,  qui  est,  ce  me  semble,  générale  et  nouvelle.    » 

On  peut  remarquer  que  le  problème,  énoncé  de  cette  manière,  est 
essentiellement  indéterminé,  et  que  la  solution  devrait  renfermer  une 
fonction  arbitraire  de  deux  variables. 

Considérons,  en  effet,  une  fonction  arbitraire  du  temps  l  et  d'une 
ligne  a,  et  supposons  que  celte  fonction  (p  [t,  a)  satisfasse  à  la  double 

condition  <p  =  o  pour  t  =  t,  et  y^  =  o  pour  <  ^  o;  il  est  évident  qu'en 

représentant  le  mouvement  rectiligne  d'un  point  par  la  formule 

(i)  ,  x=(p{t,a), 

les  différents  mobiles  dont  le  mouvement  serait  défini  par  cette  for- 
mule dans  laquelle  on  donnerait  à  a  toutes  les  valeurs  possibles,  par- 
viendraient dans  le  même  temps  au  point  pour  lequel  on  a 

x  =  o. 

Or  la  force  nécessaire  pour  produire  un  pareil  mouvement  peut  s'ex- 
primer facilement  au  moyen  de  la  position  et  de  la  vitesse:  on  a,  en 
effet,  en  désignant  cette  force  par  /)  et  la  vitesse  par  v, 


(2) 

d 


dt' 


(3)  p  = 


dt^' 


et  si,  entre  les  trois  formules  (i),  (a)  et  (3),  on  élimine  f  ut  a,  on 
aura  la  solution  la  plus  générale  du  problème  proposé  par  Lagrange. 
•l'ajouterai  que  cette  élimination,  fùt-elle  même  possible  sous  une 
forme  simple,  n'avancerait  pas  beaucoup  la  solution  de  la  question 
des  tautochrones,  qui  exigerait  que  l'on  pût  déterminer  la  manière 
dont  la  force  doit  varier  avec  la  position,  lorsque  la  résistance  du 
milieu  est  donnée  en  fonction  de  la  vitesse. 

iG.. 
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II. 

La  solution  que  je  viens  d'indiquer  en  quelques  mots  contient  une 
fonction  arbitraire  de  deux  variables;  celle  de  Lagrange  contient 
senloment  deux  fonctions  arbitraires  d'une  seule  variable:  aussi  u'est- 
elle  pas,  ;)  beaucoup  près,  aussi  générale  qu'on  a  semblé  le  croire.  Je 
commencerai  par  en  donner  une  démonstration  qui  me  semble  beau- 
coup plus  simple  que  celles  qui  avaient  été  proposées  par  d'Alembert 
et  J^agrange  lui-même. 

Soit 

(i)  P  =  ^{JC,V) 

une  force  accélératrice  sous  l'influence  de  laquelle  un  mobile,  par- 
courant une  droite  donnée  en  partant  sans  vitesse  d'un  point  de  cette 
droite,  ait  un  mouvement  tel,  que  sa  distance  à  l'extrémité  soit  ex- 
primée par  une  certaine  fonction  du  temps,  en  sorte  que  l'on  ait 

SI  l'on  voulait  que  jc  fût  exprimé  par  la  formule 

jc  ==  inf[t) , 

m  étant  une  constante ,  il  suffirait  de  rendre  la  force  m  fois  plus  grande 
à  chaque  instant,  et,  comme  la  vitesse  augmenterait  dans  le  même 
rapport,  il  faudrait,  pour  que  la  force  fût  représentée  par  la  for- 
mule (i),  que  Ion  eût 

mp  ^=  ^{mx ,   mv) . 

et,  par  suite,  d'après  la  théorie  des  fonctions  homogènes, 

c'est  là  une  première  formule,  qui  donne  une  solution  particulière 
du  problème  des  tautochrones.  Avant  d'aller  plus  loin,  je  ferai  remar- 
quer que,  tout  en  renfermant  une  fonction  arbitraire,  cette  fornude 
ne  pourrait  résoudre  le  problème  que  dans  un  très-petit  nombre  de  cas. 
Supposons,  en  effet,  que  l'on  demande  la  force  nécessaire  pour  pro- 
duire le  tautochronisme  dans  un  milieu  qui  résiste  suivant  une  fonc- 
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tion  de  la  vitesse;  il  faudra  cliercher  à  déterminer  la  ionclion  ;,  de  telle 
façon  que 

ce  qui  exige 

d'p  _ 

d'où  l'on  tire  inimôdiatement 

en  sorte  que 

-  +(i)  =  A+BJ 

et 

c'est  la  solution  coiuiue  de  Newton,  et  la  formule  {'i)  ne  peut  eu  doiuier 
d'autres. 

III. 

Pour  déduire  de  cette  formule  (2)  le  résultat  de  Lagrange .  posons 

et  cherchons  ce  que  doit  devenir  la  force/;,  pour  (jue  la  distance  du 
mobile  à  l'origine,  au  bout  du  temps  /,  soit  u  et  non  plus  x.  Il  est 
évident  qu'il  y  aura  encore  tautochronisme,  pourvu  que  l'on  ait 
B  [u]  =  o  |)our  II  =  o  ;  or  la  vitesse  v^  du  nouveau  mobile  sera 

du  V 

Vi  =  -r 


dt        i  rfe 


(S) 


et,  en  différentiant ,  nous  aurons,  pour  la  force  capable  de  produire  le 
mouvement , 


dv  .  f/»0 

fA'i  dt  du  • 


dt        rfe 

dii 


m 
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j  par  sa  valeur  x<^  (  -  j ,  et  f  par  i>,  '-  , 


En  remplaçant  j  par  sa  valeur  x<^  (  -  ) ,  et  f  par  i>,  '—',  il  vient 


6{u)^      - 

dO 

,  tPO 

^- 1 

f/wj 

'   du' 

do    ■ 

du 

du 

Tions 

ferons  coïnci 

ider 

cette  forraul( 

e  avec 

celle  de  Lagran^ 

dO 

du 

b  '' 

I 

=  1' 

d'où 

l'on  tire  sans 

difficulté,  par  la  sim 

,pl 

e  différentiation 

d'6        /rfO^ 
du'        [du, 

: 

I  di 

6               9' 

%'  du 

et,  en  multipliant 

par 

'^~  de 

Tu' 

d'9 

du- 

I 

.  </Ç 

d6 
dti 

?^ 

^du" 

ce  qui  met  la  valeur  de  F  sous  la  forme 

^--n:^)-jd^.^r 

Mettons  v\  en  facteur,  et  posons 
il  vient 

ç  désigne  ici  une  fonction  quelconque  de  a. 

IV. 
La  formule  que  nous  venons  d'obtenir  est  précisément  celle  de  La- 
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grange;  cherchons  maintenant  suivant  (juelle  fonction  de  la  vitesse 
doit  varier  la  résistance  du  niiheu,  potir  que  celte  fbrnnde  puisse  être 
apphquée.  On  verra,  comme  plus  haut,  que,  pour  cela,  on  doit  avoir 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  puisque  Ç  est  fonction  de  11 . 
remarquons  que  l'on  peut  poser 


\  du 


en  sorte  que  l'expression  de  F  devient 


et  la  dérivée  seconde 
d'Y 


dvd% 


-[i-:/'(0-i/'(r)--x'(?) 


ou,  en  égalant  à  zéro  après  avoir  supprimé  le  facteur  xv  et  multiplié 
par  ?^ 

V 

ou  ,  en  posant  -  =  z , 

z  et  I  pouvant  être  considérés  comme  variables  indépendante,  cette 
équation  exige  évidemment  que  l'on  ait 

^f'{z)  +  zf"{z)  =  rn, 
m  étant  une  constante.  La  première  de  ces  équations  nous  donne 


zj  = h  bz-^  c .       j  -- 


mz         ,         c 

\-  0  ~h  -, 

2  z 
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et  la  seconde 


m 


d'où  l'on  conclut 


2? 


on  ,  en  réduisant , 
Or  nous  avons  fait 


V  =  bv  —  c'v^  +  cÇ. 


lonc 


m  , I  rfE 

</«  =  — ^ — , 


2 


„  =  l«(=  +  .'5). 


2 


On  déterminera  k  par  la  condition  £  =  o  pour  «  =  o. 

En  sorte  (jue  la  fonction  F  se  compose  d'un  terme  fonction  de  la  vitesse 
et  de  la  forme  bv  —  c'  i'"^ ,  et  d'un  terme  fonction  de  la  position  du  mo- 
bile, représenté  par  la  valeur  de  c|;  c'est-à-dire,  que  la  seule  loi  de  ré- 
sistance du  milieu  dans  laquelle  la  formule  de  Lagrange  puisse  servir 
à  déterminer  la  force,  est  précisément  celle  à  laquelle  s'appliquait  la 
méthode  de  Fontaine  [*]. 


[*]  Il  n'a  été  question,  dans  cet  article,  que  du  mouvement  en  ligne  droite;  mais 
on  sait  qu'un  mouvement  curviligne  quelconque  peut  être  assimilé  à  un  mouvement 
rectiligne,  pourvu  que  l'on  remplace  la  force  accélératrice  par  sa  composante,  suivant 
la  tangente  à  la  trajectoire. 
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NOTE 

SUR    QUELQUES    POINTS 

l)i:  LA.  TIIKOKIK  ANALYTIQUK   DES  SUKIACES, 

Par  m.  B.  AMIOT. 


§1 

Monge,  dans  son  /i pplication  de  l  .analyse  à  la  Théorie  des  Sur- 
faces et  des  Courbes  [vojez  3"  ('-clition  ,  §  XIX).  démontre  que  :  La 
surjace  (le  la  sphère  est  la  seule  qui  jouisse  de  la  propriété  d'avoir 
pour  chacun  de  ses  points  les  centres  de  ses  deux  courbures  réunis,  et 
dont  l'aire  ne  soit  pas  nulle.  Pour  cela,  il  exprime  que  l'équalion  du 
deuxième  degré 


(0 


R=  {rt  -  i=)  +  R  v  i  +  p'+q'  [(i  +  />*)/-  ipqs  -)-  ( H-  </')  r] 

+  [\ -^  p'^  +  q'^Y  =  o , 


entre  les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  même  point  d'une 
surface  quelconque,  a  ses  deux  racines  égales  et  de  même  signe.  Il 
obtient  ainsi  l'équation  aux  différences  partielles  secondes  de  la  surface 
cherchée 

(2)     [[\  +  p'''jt~ipqs^{\  +  y") r]'-  l\{rt  -  s-)  i  \  +  p'^  7=)  =  o. 

Pour  intégrer  cette  équation,  Monge  distingue  deux  cas  : 

1".   Le  cas  particidier  où  l'on  aurait  les  trois  équations  de  condition  : 

{i-^f)s-pqt  —  o,      {1  +  p-)s-  pqr^o,     {i-hq')r-{i-hp-)t^o, 

dont  l'une  quelconque  est  une  conséquence  des  deux  autres  ; 

•2".  Le  cas  général,  c'est-à-dire  celui  où  l'on  suppose  que  les  ditlé- 

Tome  XU    —  M*r.s  1847.  '  '7 
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rences  partielles  p,  </,  r,s  et  t  ne  satisfont  pas  à  deux  au  moins  des  rela- 
tions précédentes. 

(  )r.  le  cas  général  rentre  dans  le  cas  particulier,  puisque  l'équation  (a) 
se  décompose  nécessairement  dans  les  deux  suivantes  : 

(3)  r{q'^-i-i)  —  t{p^-\-i)  =  o     et     s{p--i- i)  —  p(jr=  o. 

Pour  le  démontrer  plus  simplement  qu'on  ne  le  fait  d'ordinaire,  je 
pose 

/•(^^-Hil  — /(/J^  +  i)  =  X     et     s{p^-+-i)  —  p(]r=Y; 

d'où  je  déduis 

En  portant  ces  deux  valeurs  de  j  et  /  dans  l'équation  (2) ,  et  nommant  V 
le  premier  membre,  on  a 

y  [i  +  p^Y  =  [2r(i  +  p^-hq^)  ~  -ipqY -  {ï-h p^)XY 

-^{i+p^  +  q^)[r-'{i-i-p^+q^)-rX'p^-^i)-Y^-'2pqrY\; 

d'où,  en  développant  et  réduisant,  on  déduit  aisément 

V  (i  +  p')  =  X.^+  4  Y-+  {pX  +  2«^Y)=. 

Par  conséquent,  V  ne  peut  être  égal  à  zéro  sans  que  l'on  ait 

X  =  o,     Y  ^  o, 

et  réciproquement;  l'équation  (a)  équivaut  donc  au  systèn)e  des  deux 
équations  (3).  Telle  est  la  véritable  explication  de  ce  que  M.  Charles 
Uupin  appelle  une  espèce  de  paradoxe  (  voyez  Développements  de 
Géométrie,  page  129),  à  savoir  :  Comment  la  coexistence  des  deux 
équations  Ci)  ne  dit  rien  de  plus  particulier  que  l'existence  de  la  seule 
équation  (u)  entre  les  mêmes  variables. 

Les  équations  (3)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  connue 


ou  bien  sous  la  suivante  : 


4,"     \        w\    '     \ 

-       \v/i  +  /'^+-y7  _  \v/i  +  />'-<- 9' /  _ 
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et  conduisent  à  I  intégrale  g«^nérale 

[x  -  a)'  +{j-  /'Y  +  (z  -  f  )="  =  c\ 

[F'oyez  Traité  de  Monge,  déjà  cité,  page  175.) 

Par  conséquent,  la  sphère  est  la  seule  surface  représentée  par  l'équa- 
tion (2) ,  et  il  devient  iiuitile  d'intégrer  cette  équation  elle-nieiiie,  puis- 
qu'elle ne  peut  rien  dire  de  plus  que  les  deux  équations  f  3) ,  dans 
lesquelles  elle  se  décompose  nécessairement. 

§  II. 

L'équation  générale  des  deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  en 
chaque  point  d'une  surface  quelconque 


(4) 

devient 


-h  rpq  —  s  {\ +({'-)  —  o 


(5)  (Êy[/^<7X4-Y(.y^+,)]  +  ;|ir  +  0X-{A>*  +  .)Y-o. 

lorsqu'on  y  remplace  s  e\.  t  par  leurs  valeurs  en  K  et  Y  employées  au 
paragraphe  précédent.  On  déduit,  de  l'équation  (5), 


^  _  _  X(/>'-n)±: \   /    t  !   1  XM-4YH^{/^X  +  27Y)'] . 

ce  qui  montre ,  comme  on  le  sait  d'ailleurs ,  que  les  deux  valeurs 
de  ^  fournies  par  l'équation  (4)  sont  toujours  réelles,  et  que  le  ra- 
dical qu'elles  renferment  est  identique  avec  celiù  qui  affecte  les  va- 
leurs des  deux  rayons  de  courbures  principaux ,  fournies  par  l'équa- 
tion (i). 

Les  ombilics  d'une  surface  quelconque  étant  définis  par  la  condition 
qu'en  chaque  point  de  cette  espèce  la  surface  est  susceptible  d'être 
osculée  par  une  sphère,  ou,  ce  qui  r^îvient  au  même,  a  ses  rayons  de 
courbure  principaux  égaux  et  de  même  signe,  on  voit  que  les  oud)ilics 
d'une  surface  quelconque  sont  déterminés  par  les  deux  équations  (^  3), 

'7- 
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jointes  à  celle  de  la  surface 

F(.r,j,  z)  =  o. 

()l.se,  vons  dalu.nl  q„e  si  ios  de,.x  .quations  (3)  sont  distinctes  et 
compahbles  avec  celle  de  la  surface,  celle-ci  n'admet  que  des  nouits 
nmh,l<caua:  isoles.  Mais  si  les  deux  équations  Ç^)  sont  conséquences 
I  une  de  I  autre,  d  ne  reste  plus  alors  q.i'une  seule  équation  qui, 
jouite  a  celle  de  la  surface,  .létermine  généralement  une  ligne  de 
pomts  ombdicaux.    Dans  tous  les  cas     en  chaqu.-   point  ond.dical. 

I  équation  des  hgnes  de  courbure  devient  indéterminée,  p.ns(p.e  les 
coordonnées  d^un  tel  point  satisfont  toujours  aux  deux  écp.ations 

X  =  o,     Y=o. 

II  peut  arriver,  toutefois,  que  les  bgnes  de  courbure  de  la  surface 
qui  passent  par  un  ombilic  soient  en  nombre  infini  ou  bien  en  nombre 
Inn.te.  De  la  resuite  entre  les  points  ombilicaux  une  distinction  essen- 
tielle sur  laquelle  nous  allons  donner  quelques  développements. 

^  ni. 

Pour  cela  supposons  que,  dans  l'équation  (/,),  on  ait  remplacé  /;, 
V,  r  s  et  /par  leurs  valeurs  en  jo,  j,  z  déduites  de  l'équation  de  la 
surface;  admettons,  en  outre,  qu'on  ait  éliminé  z  au  moyen  de  la 
même  cquation  :  alors  l'équation  générale  des  lignes  de  courbure  sera 
de  la  lorme 

(''  a(|)Vb(|).c  =  :, 

A.  B,  C  étant  des  fonctions  de .?  et  de  ^seulement 

Cela  posé,  pour  les  valeurs  x  =  x.,  j  =^.,  déduites  des  équations 

X=o,     Y  =  o, 
on  a 

A  =  o,     B  =  o.     C  =  o. 
Mais  faisons 

J  =  X,-^^j     et     a:  =  x^-^-ù.x,     avec     ùj=j'r}a:. 
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ce  (|in  revient  ;i  passer,  sur  la  smlacc,  de  roinbilic  à  un  point  infi- 
ninient  voisin  en  srnvant  une  direction  déterminée  par  j'  =  y  En 
substituant  ces  valeurs  dans  ré([uation  (G),  on  obtient 

,  /V/v\»/V/A        (/A     ,\         fly/i/tt        rfB     A         rlC        dC      , 

(7)  [t.]  U  ^Tr^)^  'TA^:  ^  4F-^'  J-^  ^/-^  ^^    =^  " 
Supposons  d'abord  que  cette  équation  soit  déterminée  quand  on  y 

rlr 

fait  .r  =  ,r,  et  j'  ^=J',-  On  aura  deux  valeiu's  de  —■,  foncfions  dcj-', 

qui  déterminent  les  directions  des  deux  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face pour  le  point  infiniment  voisin  de  l'ombilic  où  l'on  s'est  placé. 
Poiu"  que  l'une  de  ces  deux  lignes  de  courbure  passe  par  l'ombilic,  il 

faut  et  il  suffit  que  l'une  des  valeurs  de  -^  foiu-nies  par  l'équation  (j), 
soit  égale  à  celle  de/' qui  détermine  la  direction  suivie  siu-  la  snriace. 
Cela  posé,  faisons ^7^'  =  —  dans  l'équation  (7),  et  sup|)osons  quelle 
devienne  identique;  c'est  que  son  premier  membre  est  divisible  par 
■j-  —  y'  1  et  ,  par  conséquent,  quelle  que  soit  la  direction  suivant  la- 
quelle on  s'éloigne  de  l'ombilic,  on  suit  toujours  une  ligne  de  coui- 
bure  de  la  surface.  Donc,  datis  ce  cas,  il  passe  par  l'ombilic  une 
infinité  de  lignes  de  couihure.         ' 

dy 

Supposons,  en  second  lieu,  que,  par  l'hypothèse  ^'  =  -f^,  l'équa- 
tion (7)  ne  devienne  point  identique  et  soit  généralement  de  la  forme 

(8)  Pjr"  +  Qj'=  ^  Rj'+  S  =  o. 

Chaque  valeur  réelle  <^^  j'  qu'elle  fournira,  donnera  une  direction 
suivant  laquelle  on  peut  marcher  sur  la  surface,  à  partir  de  l'ombilic, 
en  suivant  une  ligne  de  courbure.  Donc  le  nombre  des  racines  réelles 
de  l'équation  (8)  indique  combien  il  passe  de  lignes  de  courbure  à 
l'ombilic  considéré. 

Supposons  ensuite  que  l'équation  (7)  devienne  elle-même  uuiéter- 
niinée,  quel  que  soit  jy',  quand  on  y  fait  x  =jc,  et  j^j,  ;  en  y  faisant 
de  nouveau 

jc  =  x, -l-(?.r     et      y:=j,-hâ)',      avec     &y^  —  r'&jc-. 
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oïl  obtient 

p/'C  rf'C       ,       d'C      ,.,  I 

équation  à  laquelle  on  peut  appliquer  le  raisonnement  que  nous  venons 
de  fiiire  sur  l'équation  ^8).  Nous  remarquerons  seulement  que  si  l'équa- 
tion  9),  qui  devient  du  quatrième  degré  par  l'hypothèse^  ^^',  avait 

ses  quatre  racines  imaginaires,  il  ne  pourrait  passera  l'ombilic  aucune 
ligne  de  courbure  de  la  surface. 

Si  l'équation  (9)  était  elle-même  indéterminée,   on  y  ferait  encore. 
x  =  x,-h  âx ,  y  =^1  -(-  âj ,  et  ainsi  de  suite. 

§  IV. 

Appliquons  cette  théorie  générale    a    l'ellipsoïde.    On  trouve  pour 
l'équation  des  lignes  de  courbure  , 

f   -+-  h'^  (a*  —  c°)  xj~  =  o , 
et  pour  les  équations  des  ombilics, 

Soient 

jr  =  o     et     jc=±a\^/^^~^,; 

ce  qui  suppose  a  >  b  cl  b  >  c ,  pour  que  la  valeur  correspondante  de  2 
soit  réelle. 

En  différentiant  l'équation  (C) ,  on  trouve 

(  -A>(a»-c=)(aj'+j)=:o, 


PURES  ET  APT'LTOIIKPIS.  «  ii 

ôqiiation  (|iii ,  pour 

■J  y    fi'  —   r' 


devient 

et  pour 

on  a 

équation  qui  n'admet  que  la  seule  racine  réelle  j^'  =  o.  Donc  la  section 
de  l'ellipsoïde  par  le  plan  principal  du  plus  grand  et  du  plus  petit  axe 
est  la  seule  direction  des  lignes  de  courbure  passant  par  les  ombilics 
lorsque  l'ellipsoïde  n'est  pas  de  révolution. 

Mais  supposons  a^  =  b'-  avec  jy  =  o;  on  a  alors,  pour  délermuiei 
les  ombilics , 

jr-  =  o  ,       J-  =  O  , 

et  l'équation  (C)  est  elle-même  indéterminée.  En  la  dilïérentianl  de 
nouveau,  on  trouve 

(C")  j  -'n^' - '')  {èï  +  [*^(«^ - '-')  - ^^y"^  - ^■^)]2 

(  -  b^j'ia^  -  c=)  =  o,  . 

équation  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

\a^[b^-c^)r'%^h^[a^-c^)\[%-j')  =  o. 

On  voit  qu'elle  est  vérifiée  par  ^— j'',  quel  que  soit  j  '.  Donc  il  passe 
par  chaque  ombilic  une  infinité  de  lignes  de  courbure. 

—  I  ■>  a  B  8  ^» 
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EXTRAIT  D'UNE  EETTRE  DE   M.    KUMMER   A  M.  LIOUVILEE, 

"  Rrcsiau,  Ut  •^ii  avril  i8.'(7- 
..  ...  Eogagc  par  mon  ami  .M.  Lejeiino-Dirichlet,  je  prends  la  liberli^  de  vous  en- 
vo  ver  quelques  exemplaires  d'une  Dissertation  que  j'ai  écrite,  il  y  a  trois  ans,  à  l'occasion 
(In  jubilé  séculaire  de  l'Université  de  Kœnigsherg,  et  d'une  autre  Dissertation  d'un  de 
intsaiiiis  et  disciples,  ^I.  Kronecker,  jeunet;éomètre  distingué.  Dans  ces  Mémoires,  que 
je  vous  prie  d'accepter  en  signe  de  ma  profonde  estime,  vous  trouverez  des  développe- 
ments sur  quelques  points  de  la  théorie  des  nombres  complexes  composés  des  racines 
de  l'unité  ,  c'est-à-dire  de  l'équation  /■"  =  i ,  qui  ont  été  récenunent  le  sujet  de  quelque.^ 
discussions  au  sein  de  votre  illustre  Académie,  à  l'occasion  de  l'essai  d'une  Démonstra- 
tiim  du  théorème  de  Fermât,  proposé  par  M.  Lamé.  Quant  à  la  proposition  élémentaire 
pour  ces  nombres  complexes,  <ia'un  nombre  complexe  eoinpmé  ne  jieut  être  décomposé 
en  facteurs  premiers,  que  d'une  seule  manière,  que  vous  regrettez  très-justement  dans 
cette  démonstration  défectueuse  en  outre  en  quelques  autres  points,  je  puis  vous  assurer 
qu'elle  n'a  pas  lieu  géni'ralemcnt  tant  (ju'il  s'agit  de  nombres  complexes  de  la  forme 
x^-f-  3.^^^a../-=-(-...-l-a„_,  r"  ~',  mais  qu'on  peut  la  sauver  en  introduisaul  un  nouveau 
genre  de  nombres  complexes  que  j'ai  appelé  nombre  comple.ce  idéal.  Les  résultats  de 
mes  rechercht'S  siu'  cette  matière  ont  été  conununiques  à  l'Académie  de  Berlin  et  inqiri- 
més  dans  les  Com])tes  rendus  (mars  1846)  ;  un  Mémoire  sur  le  même  sujet  paraîtra  bien- 
té)t  dans  le  .lournal  de  M.  Crelle.  Les  applications  de  cette  théorie  à  la  démonstration  du 
théorème  de  Fermât  m'ont  occupé  depuis  longtemps,  et  j'ai  réussi  à  faire  dé])endre  l'im- 
possibilité de  l'équation  x" — y"  ^  z"  de  deux  propriétés  du  nombre  premier  n,  en 
sorte  qu'il  ne  reste  plus  (]u'à  rechercher  si  elles  appartiennent  à  tous  les  nombres  pre- 
micis.  Dans  le  cas  où  ces  résultats  vous  |)araîtraient  dignes  de  quelque  attention  ,  vous 
les  irouverez  exposes  dans  le  Conq)te  rendu  de  l'Académie  de  Berlin  de  ce  mois.    >> 

.\oTK  UE  AL  LiouviLLE.  —  Le  Mémoire  de  M.  Rummer,  dont  il  est  d'abord  question 
dans  cette  Lettre,  et  qui  porte  la  date  de  i844>  ^^st  écrit  en  latin  ,  sous  ce  titre  :  De  nu- 
meris  complexis  qui  radicibus  unitatis  et  numcris  inCegris  realibus  constant.  Celui  de 
M.  Kronecker,  qui  y  fait  suite  et  qui  est  intitule  :  De  unitatibus  complexis,  traite  spé- 
cialement des  diviseurs  complexes  du  nombre  1  ;  il  a  paru  en  1 845  ,  et  l'auteur  annonce 
qu'il  reprendra  la  question  avec  plus  de  détails  dans  le  Journal  de  M.  Crelle.  Le  Mémoire 
de  M.  Kunimer  offrant  beaucoup  d'inlerét  et  ne  paraissant  pas  avoir  été  jusqu'ici  eotinu 
en  France ,  nous  le  donnerons  en  entier  dans  un  prochain  cahier,  à  la  suite  d'un  travail 
de  M.  Lamé,  sur  le  même  sujet,  qui  est  imprimé  depuis  quelque  temps  déjà.  On  devra 
consulter,  en  outre,  le  Jouinal  de  M.  Crelle,  les  Conqjtes  rendus  de  l'Académie  de  lierliri, 
et  enfin  ceux  de  notre  Académie  des  Sciences  qui  contiennent  des  recherches  étendues  de 
M .  Cauchy.  Nous  n'avons  pas  à  examiner  ici  en  quoi  les  auteurs  que  nous  citons  s'accor- 
dent ou  diffèrent,  ni  cjuels  sont  les  droits  de  chacun  à  l'antéiiorité  de  telle  ou  telle  décou- 
verte. C'est  au  temps  à  fixer  la  valeur  de  leurs  travaux  et  à  mettre  toute  chose  à  sa  place. 


PLJJîES  liT  Ai>pi.igijiii:s.  ri- 


'  V^  *  V\*  'V\  W  \V\\  t  %  %  t  \\.%  \\  V  w  w^w  »  v«^.w 


SIR 

LA  RÉSOLUTION,  EN  NOMBRES  COMPLEXES,  DE  L'ÉQUATION 

A»  +  B'  4-  C=  =  o  ; 
Par    m.    (î     LA3IÉ. 


Ce  Mémoire  se  compose  de  deux  parties  :  la  pi-emièro  rappelle  les 
propriétés  connues  des  nombres  complexes,  relatifs  à  l'exposant  5,  et 
en  signale  de  nouvelles;  la  seconde  traite  directement  l'équation  pro- 
posée, et  démontre  son  impossibilité. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

§    I- 
Les  nombres  complexes,  dont  il  s'agit  ici,  sont  de  la  forme 
(0  A=  ao-h  a,  /■  +  «2  /■=  -I-  «3 , .3  +  a,  r*  =  A  (r)  ; 

les  coefficients  a,  étant  des  nombres  entiers,  et  r  une  des  <,uatre  ra- 
cmes  unagmaires  de  l'équation 


r'=  I. 


ou  de  celle-ci 

(=*)  9  (/•)  =   1  +  /■  +  /•>  4-  /-^  +  ,.*  :^  O. 

On  sait  que  l'une  des  racines  étant  r,  les  trois  autres  sont  /•=,  ,■'    ,* 
et  qu  en  posant  ' 

(3)  2,  =rr +/■*==  r+-,     Z;  =  r'  +  r'  =  r'  +  -, 

^  r- 

Tome  XII.  —  Avr.u.  1847.  .g 
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z,  (H  z.,  sont  les  racines  réelles  de  l'équation 

(4)  z-  +  z  —  l  =  o, 
d'où  résultent  les  relations 

(5)  z-,  +  Zo  =  —  I ,     z,  z^  =  —  i ,     zl  +  zl  =  '5. 

Lorsque  a,  =  a, ,  7.3  =  (Z^ ,  le  nombre  complexe  A  se  réduit  à  la 
forme 

(6)  X  =  «0  -f-  a,  z,  +  «2  r„  ; 

il  est  alors  réel. 

On  peut  augmenter  ou  duninuer  d'un  même  nombre  entier  m  les 
cinq  coefficients  de  A,  (i),  sans  pour  cela  en  changer  la  valeur  :  car 
cette  transformation  revient  à  augmenter  ou  à  diminuer  A  de  mo  (r) , 
quantité  qui  est  nulle  par  l'équation  (a).  On  peut  augmenter  ou  dimi- 
nuer d'un  même  nombre  entier  m  les  trois  coefficients  de  Ai,  (6),  ce 
qui  revient  ;i  mettre  à  la  suite  de  .1=,  ±  m  (r  +  z,  +  z^),  quantité  qui 
est  nulle  par  la  première  des  relations  (5). 

Si  l'on  multiplie  successivement  le  nombre  A  par  r,  /  -,  /■%  r*,  et 
si  l'on  réduit  les  puissances  de  r,  en  remplaçant  /•',  r° ,  /',  r*  par 
leurs  égales  i,  r,  r-,  /■',  on  obtient  la  série  de  cinq  nombres  complexes 
[A,  Ar,  \r-,  A/%  Ar'],  que  l'on  désignera  par  [A ,  A',  A",  A'",  A'^]. 
0,s  nombres,  que  M.  Diricldet  appelle  associes  de  A,  ont  tous  la  même 
puissance  cinquième,  car 

(A/'')'=  sV^r''  —  A'. 

Lorsqu'on  substitue  successivement  dans  A(r),  /•'*,  /•',  r*  à  r,  en 
réduisant  les  puissances  de  r,  on  obtient  la  série  de  quatre  nombres 
complexes  [A'r),  A(r-),  A(r'),  A(r*)],  que  l'on  désignera  par 
(A,,  A2,  A,,  A,].  Ces  nombres,  que  M.  Dirichlet  appelle  conjugués 
de  A ,  ont  des  puissances  cinquièmes  différentes.  Chacun  d'eux  a  ses 
associés,  ce  qui  fait  en  tout  vingt  nombres,  tous  déduits  du  même 
nombre  A,  et  qui  jouissent  de  propriétés  remarquables.  Pour  l'intelli- 
gence de  ce  qui  va  suivre,  il  convient  de  placer  ici  les  valeurs  de  ces 
vingt  nombres  complexes  : 


(7) 


IHJHES  E\    APIMJQUÉl-:S.  ii<> 

A,  =a.f,  +  v.,r+ff..,r''-\-ajr'-\  ^-^r"" ,  A,  =ao+«^r-f-a,/''^  +  aj/'^  '  a,  r 
A',  =  a^  -I-  ao  r+  a ,  /■  '■'  -f-  a^  /'  +  a^  r  ' ,  A',  =  a ,  +  «o  ''+'>:<  '''''  +  «i  '"'  -*  '^■t  '' 
A",  =«3  +  a^  r+a,,  r^ -i-  a,  r ^  +  a^  r^ ,  A"^  =  «j -l- a,  /  +  a„  r '  l-  a,  /-^  i  •  «j  /■ 
^=(/..i  +  a■,,  r+a^r--hu„r'-ha,  /•' ,  A^^a^  +  aj/'-i-a,  /  --Ha„  r  -l-c<^/• 
\  V  =  «i  -l-iîo  ''+«3  '•-  +  a.,  /'^  +  a„  /  ■• ,      A','  =  a,  -(-  y.3  r-h-  7..^  /•'■'  +  a,  /'  +  a^  /• 

Aj  ^a^  +  a^r+c/.,  /--t-a^  r'-t-aa/-' ,  A3  =au-r  «a/'+aj  /•--i-a,  /"'H-aj/- 

A'2  =  a2  +  ao/'+a3  r^  +  a,  v^-^'j.j-'' ,  M.^  =  7.iA-aor+c/..ii-'ira^r^-\-a^  r 

M'^=a^-lra2l'+c/■^|'--\-c/.^r^->rCf.^■r'' ,  A'!,  =  a,  +  a3/-4-an/--4-a2/-''-Ha<  /• 

A  j =a,  +  7-4  r+ a, /•-  +  «(,/■' +  «3  /•' ,  A3  =  «4  + a,  /-l-a3r-4-aor'-f  a^, /• 

A2=a3  +  a,  r+a, /"  + «2  r'-f-ao»'*,  A''=aj-i-a4  ^-^-a,  ;•-  •  %;,/■'-(-'/.„/■ 

Les  conjugués  de  A  étant  [A,,  Aj ,  A3,  A^J,  ceux  de  A'  sont 
[A',,  A  2 ,  A3,  A'^'],  ceux  de  A",  [A",,  A'2,  A'3 ,  A'^'],  ceux  de  A'", 
[A",',  A'.,,  A'à ,  A"^] ,  ceux  de  A'%  [A',",  A  ^  ,  A"^ ,  A'^].  Si  l'on  substittie 
successivement  r^,  ?'.  r*  à  r,  dans  Ao,  on  relrouve  respectivement 
A,,  A,.  A3;  si,  dans  A.,,  on  retrouve  A,,  A,,  Aj  ;  si,  dans  A,,  on 
retronve  A3,  A,,  A,. 

§  If 

Lorsqu'on  substitue  /■*  ou  /',  à  r,  dans  les  nombres  coniplexe> 
réels  z^  et  z^,  z,  se  change  en  Zj ,  et  réciproquement;  quand  on  \ 
substitue  r*  à  r,  ces  nombres  restent  les  mêmes.  Ainsi  les  quatre  con- 
jugués de  z,  sont  [z, ,  Zj,  z^,  z,],  ceux  de  z^,  [lo,  z,  ,  z,,  Zoj.  D'après 
cela,  les  quatre  conjugués  de  tout  nombre  complexe  réel,  ou  de  la 
forme  (6) ,  sont  égaux  deux  à  deux  ;  on  a 

(8)       X,  =  J<o,  =:r7„  -1-  rt,  z,  +  a^Zj  ,        Xj  =  ^^3  =  «u  +  a,  Zj  +  rtoZ,. 

On  peut  donc  n'admettre  que  deux  conjugués  pour  tout  nombre  com- 
plexe réel  ;  on  les  désignera  par  vV, ,  «v,^.  Le  produit  de  ces  deux  coji- 
juguésest  toujours  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif  ;  en  effet,  on  a 


(9) 


X,  =1-2  =   (flu  -t-   Cl\  Z|  +  «2  ^i)  [fo  +  ^1  ^-1  ~^  ^2  "1) 
«0+('^<-i-«2)«o(z.-i-Z2)  +  («7 +  «;):,  3.,+  «,«2(2?  H-Z*), 

18.. 
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un,  d'après  les  relations  (5), 

,1,,  -A-a  =  al  —  (a,  +  «2) «0  —  a?  —  «2  "*~  '^'^i "^a 


(10) 


ce  qui  donne  iine  valeur  entière,  puisque  «„  ,  </,,  ti-i  sont  des  entiers. 
Dans  le  cas  général  où  A  est  imaginaire,  les  sommes  A{r)  +  A(r*)  ou 
\,  +  A.i ,  et  A  {r^)  +  A  (/')  ou  Aj  +  A3 ,  se  reproduisant  l'une  l'autre , 
ou  restant  les  mêmes,  quand  on  y  substitue  r-,  /■',  /*  à  /'.  sont  des 
nombres  complexes  de  la  forme  (6);  le  tableau  (7)  donne,  en  effet, 


II 


A,  -h  Ai  =  icto  +  (a,  +  ai)Zi  +  (a^  +  a^jZ.^ , 
A.,  +  A3  —  2a„  +  (a,  +  a,,)ro  +  (a,  -1-  «3)2,  ; 


le  produit  de  ces  deux  sommes  est  donc  un  nombre  entier,  positif  ou 
négatif,  qui  est 

(la)    (A,-i-A,XA2  +  A3)  =  (^9.«o-  2  )  ~^V ;^ )  ■ 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (i  i),  on  trouve,  en  faisant  usage  de  la  pre- 
mière relation  (5) , 

(i3)         A,  +  Ao-F- A3  -h  A,,  =  5ao  —  («o-f-  «I  +  «2  -t-  «3  ■+-<z,); 

ainsi  la  somme  des  quatre  conjugués  de  tout  nombre  coni|)lexe  A  est 
un  nombre  entier:  on  reconnaîtra  facilement,  par  le  tableau  [-).  que 
la  somme  de  ses  cinq  associés  est  toujours  nulle. 

Les  produits  A(/-)  A(r'')  ou  A,  A,.,  A  (r^)  A(r')  ou  A.,  A3,  se  reprodui- 
sant l'un  l'autre ,  ou  restant  les  mêmes,  quand  on  y  substitue  /•■,  r^,  r* 
à  /•,  sont  encore  des  nombres  complexes  de  la  forme  [6);  le  tableau  (7) 
donne,  en  effet. 

(i 4)        A,  Ai  =  Z»o  -f-  i,  z,  +  /'2Z2 .      A..>  A3  =  hf,  ■+- 1>, Zn  -(-  ^2  ^1  ) 

en  posant,  pour  sinqjlifier, 

a.\       k-rj:\      +«2      _|_5j2      -f-a^     =^0; 

(if))     ""  \  a^a^  ^  ry^a^-{-  rj.^a^-\^  c/.:iai~^aia:o=^h^ . 

rj.„ 7.2  •  a,  «3  -I-  a,  «A  H-  «3 «0  +  a, a,  =  h^ . 


PURES  ET  API'LIQUI^ES.  i 'i  ' 

l'arniiles  quatre;  nombres  [A,,  \.,,  A,,  Ai|,  on  peut  a\)\}e\ev  conjtigia-x 
directs  ceux  tlonl  k-  [)i()(liiit  (hnnic  un  nombre  complexe  ré<-l  de  l.i 
forme  (G):  A,  ,A,  seul  deux  conjugués  directs,  ainsi  que  A,.  A^;  A,  ,  \.. 
sont  deux  conjugués  indirects. 

lie  produit  A,  Ao  Aj  A^  est  un  nombre  entier,  car  on  a,  en  nndli- 
pliaut  les  deux  valeurs  (r4), 

(161  A,  A..  A3  A,  =  h-  -  {h,  +-  h.,)bo  -  ''-,  -  /k  h-  V), /k; 

on  peut  appeler  ce  produit  entier,  nnrme  de  A,  expression  introduite 
par  M.  Gauss,  et  le  désigner  par  le  symbole  ■1T'(A);  on  peut  écrire 

(,„  x(A)=(/,„-^')'-5(^f. 

Cette  norme  est  essentiellement  positive  :  en  effet,  1  équation  du  qua- 
trième degré,  qui  a  pour  racines  les  quatre  conjugués  [A,,  Ao ,  A3,  A,|, 
et  qu'il  est  facile  de  composer,  a  pour  dernier  terme  iî,(A),  son 
second  membre  étant  zéro.  Si  A  est  imaginaire ,  les  conjugués 
[A, ,  A,,  A3 ,  A^]  le  sont  aussi;  l'équation  aux  conjugués  a  toutes  ses 
racines  imaginaires,  son  dernier  terme  est  donc  essentiellement  positif. 
Si  A  est  réel,  les  conjugués  sont  réels  et  égaux  deux  à  deux,  savoir, 
A<:=A, ,  Aj^Ao  ;  l'équation  aux  conjugués  a  ses  racines  réelles .  égales 
deux  à  deux  ,  son  premier  membre  est  un  carré ,  et  son  dernier  terme 
est  encore  positif. 

Ainsi  tout  nombre  complexe  réel  .A,,  de  la  forme  (6  .  ([ui,  multii)lié 
par  son  unique  conjugué  «J^a»  donne  un  produit  entier  négatif  (10),  ne 
peut  pas  être  le  produit  {\[\)  de  deux  nombres  complexes  imaginaires 
conjugués  A,Aj  ou  A^  A3.  Un  tel  nombre  ne  peut  être  décomposé  en 
deux  facteurs  de  la  forme  (1) ,  qu'à  l'aide  de  coefficients  com[)liqués 
d'imaginaires;  il  doit  être  considéré,  dans  ce  Mémoire,  comme  un 
nombre  complexe  simple,  ayant  quatre  conjugués,  égaux  deux  à  deux, 
et  dont  la  norme  est  alors  positive. 

Par  exemple  ,  z,  et  z^  (3)  sont  des  nombres  complexes  simples ,  pui;.- 
que  z,  Z2  =  —  1  ;  il  en  est  de  même  de  (3  +  az,),  qui  doiuie 

(3  +  2Z,)(3  +  azo)^  —  1  ; 
la  norme  de  ces  deux  nombres  est  l'unité:  elle  est  égale  à  z\  z\  dans  le 
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premier  exemple ,  et  à  (3  -h  az,)*  (3  +  iz^"^  dans  le  second.  Ee  nonil)re 
(3  -i-  1Z^)  est  d'ailleurs  égal  à  —  z?  ;  et ,  en  général ,  tout  nombre  com- 
plexe dont  la  norme  est  l'unité,  qui  représente  un  des  (acteurs  du  pre- 
mier memhre  de  l'équation 

et  qui  est  de  la  forme  (3  +  az,)'  ou  (3+  aZj/,  est  égal  à  (—  \yz\'  ou  à 
(  —  ifz'f,  et  s'exprime  par  une  puissance  de  z,  ou  de  z,.  L^ne  puissance 
quelconque  de  /■  a  pour  norme  l'unité,  car  les  quatre  conjugués 
[/•',  r^',  /■",  r'"]  donnent  pour  produit  /""^i.  Les  nombres  conjugués 
[f  I -4-r),  (i+r-),  (n-/''i,  (i +/■*)]  ont  aussi  pour  norme  l'unité,  car 

et  la  norme  de  chaque  facteur  /'  et  r^  est  i  ;  chacun  de  ces  nombres, 
ou  l'une  de  leurs  puissances,  se  réduit  donc  aussi  à  une  puissance  de  r, 
multipliée  par  une  puissance  de  r,  ou  de  z^.  Il  résulte  de  ce  rapproche- 
iHPut,  que  le  produit  /^z',  j,„  ,^  représente  généralement  tous  les  sous- 
facteurs  de  l'unité,  ou  tous  les  nombres  complexes  dont  la  norme  est  i . 
La  forme  générale  (17)  de  3b(A)  jouit  d'une  symétrie  remarquable. 
On  vérifie  aisément  qu'elle  reste  la  même,  ou  qu'elle  conserve  la  même 
valeur,  lorsqu'on  change  les  coefficients  de  A,  en  ceux  d'un  quelconque 
de  ses  conjugués,  et  lorsqu'on  augmente  ou  diminue  d'un  même  nom- 
bre, soit  ces  coefficients  eux-mêmes,  soit  leurs  indices,  en  ayant  soin 
de  réduire  ceux  de  ces  indices  qui  surpassent  5,  ou  ceux  qui  lui  soni 
inférieurs.  C'est-à-dire  que  les  vingt  nombres  du  tableau  (7)  ont  la 
même  norme ,  et  que  cette  norme  n'est  pas  affectée  par  toutes  les  trans- 
formations qu'on  peut  faire  subir  à  l'expression  (i)  du  nombre  com- 
plexe A.  On  peut  donner  à  l'un  quelconque  des  vingt  nombres  du  ta- 
bleau f  7) ,  le  nom  de  sous-Jacteur  de  -^îi  (A). 

^  TII. 


(.8) 


Lorsqu'on  multiplie  l'un  par  l'autre  deux  nombres  complexes 

I  A  =^  ao  -t-  a,r  -i-  a^r^  -+-  c/.^r^  -f-  c/.^r^ 
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on  obtient  d'abord  un  [xjIn  nùinc  du  liuilirnu;  dfgrr  en  /.  qui  est 

(19)       i  -f-(a„/3,  +  a,,S3  +  a2,Si-f-a3/3H-aM^o)''*-t-(at^i-*-aa/53-^a3r^2-'  '>'-»r.)'"'' 

-(ao,S,  +  a3,S,-)-a,/3,)/'''  +  (a,/3,,  +  a,,/33)r'-l-a,fj^r"; 

puis,  observant  que  r'  =  i ,  /•"  =  /•,  /•'  =  /■-,  /•' =  r^,  on  rémiit  les 
eoefllcients  des  quatre  derniers  termes  aux  coefficients  des  quatre  pre- 
miers, ce  qui  donne  le  polynôme  du  quatrième  degré  : 

(ao/3o  -+-  a,  /3.»  +  a^  |3,  +  «3  /3j  +  a,  /3,  ) 
(ao|3,  +  a,j3o  -h  a,,?!  -f-  «j/Sj  +  a^^.ir 
(20)  ^   +  («ojS,  -<-  a,  l'î,  +  a.po  -!-  «3/5*  +  «i  /S,)/-- 

+  («oPi  +  a,/33  +  «2  1^2  +  0:3/3,  +  a,^„)r'; 

eniîn,  dans  le  but  de  simplifier  cette  nouvelle  expression  du  produit 
obtenu,  on  retranche  de  ce  polynôme  celui-ci  [i  -{-  r  -h  r-  +  r^  -h  r*  ) 
(lequel  est  nul  d'après  la  définition  de  /),  multiplié  par  un  entier  con- 
venable ni  ;  et  l'on  a  ainsi  un  nombre  complexe  C  de  la  forme 

(■■il)  C  =  7o  +  7"  '■  -+-  72  '■"  -  73  '■'  -^  74  '■% 

qui  est  l'expression  définitive  du  produit  de  A  par  B. 

D'après  cela ,  et  dans  un  ordre  inverse ,  veut-on  savoir  si  le 
nombre  C  (ai)  est  divisible  par  A,  ou  s'il  peut  être  le  résultat  de  la 
multij)lication  de  A  par  un  autre  nombre  complexe  B  de  même  espèce.^ 
on  ajoutera  un  nombre  entier  indéterminé  m  à  tous  les  coefficients 
de  C,  lequel  prendra  la  forme 

(70  +  ni)  4-  (7,  +  m)  r  -h  (7^  +  m)  r- 


(22) 

(   +  (73  -I-  '«)  '•'  +  (74  +  m)  r*, 

de  valeur  identique  à  celle  (21),  et  qui  devra  reproduire  la  forme  20. 
du  produit  cherché,  pour  une  certaine  valeur  de  m;  puis,  retranchanl 
des  quatre  premiers  coefficients  du  polynôme  (22),  des  nombres  en- 
tiers différents  et  indéterminés  cIq,  et, ,  a^,  a^ ,  pour  les  ajouter  ensuite  , 
respectivement  multipliés  par  /'%  r",  /•',  r^,  on  obtiendra  la  nouvelle 
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forint' 


(a3) 


('/„  -f-  m  —  rt„)  -^  (7i  +  w  —  rt,)r  +  (  -/j  -<-  m  -  n^r^ 


encore  fie  même  valeur  que  C  (21),  et  qui  devra  reproduire  la  forme  (19) 
du  produit  clierclié,  pour  certaines  valeurs  entières  de  «o,«o  (^t-,  ^.v 

Alors,  les  coefficients  a„ ,  «,,  aj,  «3,  «4  et  70,  7,  ,  72,  7^ ,  7*  étant 
entiers  et  numériquement  connus;  /5o ,  ]3,,  jSj,  /Sj,  /S^  étant,  au  con- 
traire, indéterminés;  s'il  est  possible  d'identifier  les  deux  polynômes 
du  huitième  degré  (2^)  et  (19)  par  des  valeurs  entières  de  toutes  les 
indéterminées  /5u  ,  |3, ,  /^j ,  /S, ,  /S, .  m  ^a^,  a^,a^,  a^f,  on  pourra  affirmer 
que  C  (21)  est  divisible  par  A;  c'est-à-dire  qu'il  sera  le  résultat  trans- 
formé du  proiluit  de  A  par  un  autre  polynôme  B,  pour  les  coeffi- 
cients duquel  l'identification  aura  fourni  des  valeurs  entières.  Si,  au 
contraire,  les  deux  polynômes  ne  peuvent  être  rendus  identiques  par 
aucun  système  de  valeurs  entières  des  inrléterminées  introduites,  on 
])ourra  dire ,  d'une  manière  certaine  ,  que  C  n'est  pas  divisible  par  A  ; 
c  est-à-dire  qu'il  ne  peut  être  le  résultat  transformé  du  produit  de  A 
par  un  nombre  complexe  de  même  espèce ,  ayant  des  coefficients 
entiers. 

C'est  ainsi  qu'il  faut  entendre  la  divisibilité  des  nombres  complexes. 
On  voit  que  cette  propriété  repose  sur  la  possibilité  de  l'identification 
de  deux  polynômes  du  huitième  degré  ,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
lettre  ou  la  quantité  i\  dont  les  diverses  pujssances  constituent  ces 
polynômes. 

Tout  nombre  complexe  A,  dont  la  norme  est  N,  ne  peut  être 
divisé  par  un  sous-facteur  a,  d  un  nombre  premier  n  autre  que  l'unité, 
qui  ne  diviserait  pas  N:  car,  si  l'on  avait 

A,  =  fl.B,, 
il  en  résulterait 

Ao^a.Bn,     Aj^ajBs,     At  =  a,Bj,, 
et,  en  inultipliant , 

A,  Ai  Aj  A.,  ^^  a,  a^  ajU,  .h,B2Bfh^, 
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(•'('st-ii-(lire  , 

X  f  A,)  =  K,  [a,)  .  oc  (}{,) ,     ou     N     -  n  .  JC  (  M,  i , 

('qiiatioii  absiirilo,  |)iiis(|uc  //  ne  divist-  pas  N,  <;l  (|iie  It  (•laiit  ,  pai 
liypotlièse,  iiii  ([iiotienl  complexe  à  coelïicients  entiers,  sa  norme  serait 
MM  nombre  entier. 

Soit  :)L(A)  =  N  ,  et  N  un  nombre  premier;  si  A  est  (lécomposal>le 
en  deux  facteurs  complexes  B  et  C,  l'un  de  ces  facteucs  aura  pour 
norme  N,  l'autre  aura  pour  norme  l'unité.  V.n  ellet ,  si  l'on  a 

A, -B.C., 
on  en  concliua 

.^(A)  =  i)li(B).3t(C)  =  N; 

or  3ï>(B)  et  Ot-(C)sonl  des  nombres  entiers ,  leur  produit  devant  l'ire 
un  nombre  premier  N  ,  l'un  de  ces  facteurs  est  !N  ,  et  l'autre  i . 

§  IV. 

Lorsque  A  et  B  sont  deux  nombres  complexes,  ayant  pour  norme 
xïu  même  nombre  premier  N,  A  est  divisible  par  un  des  conjugués 
de  B.  En  effet,  on  peut  admettre  que  le  polynôme  algébrique,  au 
moyen  duquel  s'exprime  B,  ne  soit  pas  décon)[)osable  en  deux  fac- 
teurs rationnels,  puisque,  s'il  l'était,  l'un  de  ces  facteurs  avant  pour 
norme  l'unité,  on  prendrait  l'autre  facteur  pour  H.  î.es  équations 

=)î,(A)  =  N,     3îi(B)  =  N 

expriment  uniquementl'égalitédesdeuxproduits  A,  A.  Aj  A.,  B,  M.  B.,  B^, 
quand  on  a  égard  à  la  définition  de  /■,  et  quand  tons  les  calculs  sont 
effectués.  On  peut  donc  poser 

(0.4)  A.A.A^A,  =  B.B,R,B., 

avant  d'entreprendre  ces  calculs.  Supposons  que,  ne  faisant  subir 
aucune  lransforn)alionaux  polynômes  du  quatrième  degré  B,,B;;,B,,.  V,,, 
et  regardant  /  comme  une  lettre  indéterminée,  on  elleclue  leur  midli- 
plication;  le  produit  du  second  membre  de  l'équation  (2/))  sera  un 
polynôme  P  du  seizième  degré  en  /■.  Mettons  chacun  des  polynômes, 
facteurs  du  premier  membre,  sous  la  forme  (^3);  les  nombres /«,  r7„, 
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//,,  ti.,.  a^  étant  ilifiértMits  pour  chaque  facteur.  Dans  U"  produit  effec- 
tur  (lu  |)iiMiii('i  uu'inbro  ainsi  tiansforinr,  on  peut  regarder  /connue 
inie  quaîititc  indéterminée;  ce  produit  sera  un  polynôme  M  du  trente- 
deuxième  degré,  qui  se  réduira  à  P,  «jiiand  on  introduira  la  condition 
que  /■  soit  une  racine  de  l'équation  {p.).  On  peut  toujours  composer  un 
polynôme  Q,  du  seizième  degré  en  r,  contenant  un  grand  nombre 
d'indéterminées,  qui  satisfasse  à  la  condition  de  desenir  égal  à  l'imité 
lorsque  r  vérifie  l'équation  (2);  en  effet,  ç  (/)  étant  le  premier  membre 
de  cette  équation,  et  i}/ (r)  un  poh  nôme  complet  du  douzième  degré, 
dont  les  treize  coefficients  soient  indéterminés ,  on  prendra 

Ola  posé,  le  polynôme  M  et  le  produit  VQ  ,  qui  sont  d(;jà  iden- 
tiques pour  les  quatre  valeurs  de  r,  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion (2),  jiourront  être  identifiés  à  l'aide  des  indéterminées  intro- 
duites, lesquelles  sont  au  nombre  de  trente-trois.  Mise  sous  celte 
forme,  l'écpiation 

(u 5)  A ,  A ,  A 3  A,  =  B,  B,  B3  BJ I  +  y  (/•)  i|>  (r)] 

peut  être  regardée  comme  luie  identité  en  /■;  alors  le  polynôme  (i. 
indécomposable  en  facteurs  rationnels,  devra  diviser  l'un  des  facteurs 
du  premier  membre.  Soit 

A3  =  B.R,, 
o)i  en  conclura 

A,  =  B2R2,     A^  =r  B3R3,     Ag^BiRi, 


et,  par  l'équation  (a/J), 


3T,(R,)=   I. 


Ainsi  A,,  Aj,  A3,  A,  sont  respectivement  divisibles  |)ar  les  quatre  con- 
jugués de  B,  et  les  quotients  sont  des  nombres  complexes  dont  la 
norme  est  l'unité. 

Ainsi,  lorsque  les  nombres  complexes  A  et  B  ont  tous  deux  pour 
norme  un  nombre  premier  N,  autre  que  l'unité,  un  des  conjugués 
de  B  doit  diviser  A.  Et  l'on  peut  dire  que,  réciproquement,  B  est  divi- 
sible par  l'un   des  conjugués  de  A  :  en  effet,  si  l'on  trouve,  comme 
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ci-dessus, 

A,  =  BjRj, 

el ,  coiuine  conséquence  , 

A3=-H,r>,, 

puisque  H,  KjltilVi  =  i  nécessairenieul,  ou  eu  conclura 

R,R3R.A3  =  B,; 

cVst-à-clire  que  B,  sera  égal  à  A,  multiplié  par  R2R3B,,  nuiltipliciteur 
complexe  dont  la  nonne  est  i . 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  (pie  si  un  nombre  complexe  C  esl 
divisible  par  un  des  conjugués  de  A,  diviseur  complexe  qui  a  [)oui 
norme  le  nond>re  premier  N,  il  sera  aussi  divisible  par  l'un  des  con- 
jugués de  tout  autre  diviseur  complexe  R,  cpii  atu-ait  la  même  norme  "V 
qui;  A  :  en  etïel,  si  l'on  trouve 

C,  =  D,  A^ , 

comme  A^j  est  nécessairement  divisible  par  l'un  des  conjugués  de  R, 
on  doit  avoir 

A^  =  R,  R,,     d'où     C,  =  D,  R,  B„ 

R,  ayant  d'ailleurs  pour  norme  l'unité.  Donc  C,  est  divisible  par  R, , 
ou  par  l'un  des  conjugués  de  R,  s'il  lest  par  A^ ,  ou  par  l'un  des  conju- 


gués de  A. 


Inversement,  si  C  n'est  pas  divisible  par  l'un  des  conjugués  de  R, 
sous-facteur  du  nombre  premier  N  ,  il  ne  pourra  l'être  par  aucun  de^ 
conjugués  de  A,  autre  sous-facteur  du  même  nombre  premier  N.  S 
l'on  essaye  de  diviser  C  par  R,,  par  B.,,  par  B;, ,  par  B;,  et  que  l'on  m 
réussisse,  dans  aucune  de  ces  quatre  épreuves,  à  obtenir  pour  quo- 
tient un  nombre  conq^lexe  entier,  on  pourra  affirmer  ijue  -3ï,(C)  nf 
contient  pas  le  facteur  premier  N. 

§  V. 

Soit  toujours  rc  (B)  =  o)t.  (A)  =  N  ,  et  N  un  nombre  prenuer  ;  A,  est 
divisible  par  l'un  des  conjugués  de  R,  soit  par  R3  :  peut-il  l'être  par  un 
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aiUic  conjugué  de  15,  par  B^  par  exemple!'  Soit  A,  ^  R,  H;,  ~  t'ilî^; 
R,  et  P,  sont  nécessairement  des  nombres  complexes  dont  la  norme 
est  l'unité.  De  l'équation 

r,,ii,  ^V,]), 
on  conclura,  en  nudtipliaiil  par  H.jRjRi,  et  faisant  RJ^jR^P,  =  Q,  , 

15,  =  Q,  n,. 
Si  l'on  cliange,  dans  cette  dernière  équation,  /   en  /*,  elle  devient 

P..  =  Q>Ha; 

d'où  résulte,  par  la  inulliplic:alioii , 

15,1!,  =  Q.Q,RJ!,, 

et,  en  divisant  par  15,  ISo, 

g,Q, =  i: 
or  on  a 

R,R,R,P,  =Q,, 

d'où,  en  changeant  /'  en  /■  ' , 

R3R,R,P,  =Q,; 

multipliant  et   réduisant,  il  vient 

H.R.P.P,  =  1. 

On  reconnaît  facilement  c[ue  celte  étpiation  no  |)eut  être  satisfaite  tpie 
si  P,  =  itR,  ,  ce  qui  donnera 

B.,  =  B.,     ou      l!j  —  B.,  —  o. 

Soient  prises  pour  R,,  B,,  R^  les  expressions  A,.  A,,  A,  du  tableau  [■-). 
i".  Si  R2  =  B3 ,  il  faudra  que  l'on  ait,  en  supprimant  «„  dans  les 
deux  membres,  et  divisant  par  r, 

ty-j  -+-  7-1  r  ->r  a.,  r-  +  «2  r'^  —  ff-,  -h  «.,  /'  4-  a,  r'-  -+-  y.j  r^  ; 

or  cette  équation  ne  peut  subsistei',  à  moins  que  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  r  ne  soient  respectivement  égaux  dans  les  i\ei\x 
nMMnbres,  car  rne  peut  être  racine  d'une  équation  du  troisième  degré; 
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donc-  il  Jaiif  que  c<,  =  «;,,  a,  =  oc,  :   alors 

H,  =  a„-l-  a,  -,  -f  r/..,  :.j  =  B, ,     Tî^  =  a„   i    a,  -^  i   a,  z,  —  H,, 
et 

Ii,B,  =  B3B,  =  », 

//  «'tant  un  fiitier.  On  aiirnil  donc 

B,15.n;,B,  =  Jî,(B)==  N  =  «^; 

ce  qui  ne  peut  être,  puisque  N  est  un  nombre  premier,  et  non  pas  tui 
carré. 

2>.".  Si  lîj  -)-  B,  =  o  ,  on  aura 

aao  -I-  ((Zj  -H  «2)  s,  -f-  (a,  +  a,)  z,  =  o, 

ce  qui  exige  que 

y.;,  +  «2  =  a.  +  «4  =  ■j.a„-, 
de  là  on  tire 

et  B,  devient  successivement 

B,  =  «0  (i  +  a/-"  +  ar*)  -(-  a,  (/•  —  r')  +  a^  (r^  —  /'^ , 

=  ao(—  /■  —  r-  +  /•'  +  /•■')  4-  a,  (r  —  r")  4-  a,  (/'-  —  /■■') 
=  (i  —  r)[;a,  —  «„)  (''-+-  '''  +  '■')  +  («2  -  î'-o)  'N- 

c'est-à-dire  que  B,  est  décomposable  en  deux  lacteiu's.  dont  lini. 
(i  —  '■),  a  pour  norme  5;  car 

(,  _  ,.)  (,  _  r')  =  .,.  _  z,  ,     (,  _  ,.'-)  (,  _  ,.^)  =  c  _  z.^, 

(2  —  z.)  (2  —  r-a)  =:  4  —  2  (s,  -I-  Z2)  -I-  z,  r-,  =  5. 

(3r  on  a  vu  que  si  B,  était  décomposable  en  deux  facteiu's,  Itm  de  ces 
facteurs  devait  avoir  pour  norme  N,  et  l'autre  l'unité;  donc  il  faudra 
que  N  =  5,  et  que  le  second  fadeur  ait  pour  norme  i . 

Ainsi,  excepté  lorsque  la  norme  est  5,  si  A,  est  (livisil)le  pai  B,,  il 
ne  peut  lètre  par  son  conjugué  direct  Dj ,  et  réciproquement.  Il  faut 
voir,  en  outre,  si  l'on  peut  avoir 

A,  =  R,B,  =  P,B2. 
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ou  si  A  peut  itro  divisible  par  deux  conjugués  indirecls  de  li.  Uu  aurait 

ft.B,  =  1>,B,, 
d'où  .  chaugoant  ;■  en  /•■'  , 

R3B3  =F3B,; 
(le  ces  deux  équations  on  déduit 

B,  =:R,R3R.P,B,  =  P,P,P,R3B3, 

c'est-a-dire  que  Bj  et  B. ,  respectivement  multipliés  par  deux  coeffi- 
cients complexes  ayant  poiu-  norme  l'unité,  pourraient  donner  des 
produits  égaux;  ce  qui  vient  d'être  démontré  impossible,  lorsque  N 
n'est  pas  5. 

Donc  si  Ob  (A;  =  -K,  (B)  =  N ,  N  étant  un  nombre  premier  autre  que  5, 
A  sera  divisible  par  un  des  conjugués  de  B  et  ne  sera  divisible  par  au- 
ciui  des  trois  autres;  et  A  pouvant  être  précisément  un  des  conjugués 
de  B ,  cette  proposition  démontre  que  les  quatre  sous-facteurs  conju- 
gués d'un  nombre  piemier  autre  que  5  sont  premiers  entre  eux,  c'est- 
à-dire  qu'ils  ne  peuvent  avoir  d'autres  diviseurs  communs  que  des  sous- 
facteurs  de  l'unité. 

L'exception  relative  à  l'exposant  5  est  caractéristique  :  ^  est  le  seul 
des  nombres,  pouvant  servir  de  normes,  dont  les  quatre  sous-facteurs 
conjugués  ne  sont  pas  premiers  entre  eux.  On  peut  prendre  pour  ces 
sous-facteurs 


(261  j  — /■  =  /.,  ,      j  — /■2=/2,      I  — r'— ), 


■r! 


et  l'on  reconnaît  aisément  que  l'un  quelconque  de  ces  quatre  conju- 
gués re|jroduit  les  trois  autres,  loiscpi'on  le  multiplie  par  des  sous-fac- 
teurs de  l'unité  :  en  effet,  on  a  identiquement 


)..  =  -' '2.  >■»= 

r*z-,X3  =  —  /•).,, 

,,3  -  ■)    _           y        —  _ 

'      '2'l ^2         — 

-    '-^/a   =-r*zA,, 

rz^lt  =  —   r^lj   = 

X3     =      r'^jX, , 

!    —  r*).,    =        rz,).2  =  -/-»z,).3=  ),, ,  ; 

et  puisque  5  =  À,  /j  /j  >.< ,  on  trouve ,  en  nudtipliant  les  quatre  membres 
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de  CCS  équations  qui  occupent  le  uièine  rang  vertical, 

(28)  5  =  r'  zl  X;  =  rz]  X?,  =  r'  z?  X J  =  r»  z^  XJ , 

c'cst-à-diro  quo  5  est  ('Ejnl  à  la  quafrièmc  puissance  d'ini  de  ses  sous- 
lacleui's,  iiHiitipliv'  j)ar  un  coeilicicnl  complexe  dont  la  norme  est  1  ; 
tandis  que  toute  norme  première,  autre  que  5,  est  égale  au  produit 
de  quatre  sous-facteurs  conjugués  et  premiers  entre  eux.  D'après  cela  , 
5  n'a  réellement  qu'un  seul  sous-faeteur  ;  on  peut  adopter  X,=:  i  —  /•  : 
5  sera  divisible  par  sa  quatrième  puissance,  et  non  par  une  puissance 
supérieure  ;  car  on  a 

et  ni  /•,  ni  Cj  ne  sont  divisibles  par  X,. 

§  VI. 

Lorsque  A  a  poiu-  norme  le  produit  de  deux  nombres  premiers  dil- 
féreiîts  m  et  n,  dont  on  connaît  deux  sous-facteurs  respectifs  a  et  /j  ,  A 
est  divisible  par  un  des  conjugués  de  a,  ensuite  par  un  des  conjugués 
de  Z»,  etie  quotient  définitif  a  pour  norme  l'unité.  De  l'équation 

A,  A2  AjÂ^  =-;  rt,  «2^3  rt; .  h,  b.^hj  h., 

on  peut  conclure,  par  une  métbode  semblable  à  celle  du  §  IV,  que  /^/, 
doit  diviser  l'un  des  facteurs  du  premier  membre.  Soit  A,^  «,  H,  ,  il  en 
résultera 

ki=aj^^,     A.^rfljBa.     Aa^a^Bj, 

et,  en  substituant, 

donc  bi  doit  diviser  un  des  conjugués  de  B.  Soit  B.,--  ^,  R, ,  on  en  con- 
eliu'a 

Bj^/i^R,,     B2=/>,R3,     B,-=/,,R,, 

et,  en  substituant, 

X(R,)=i  ; 
on  aura  donc 

A,  =  rt3/'2R2- 
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c'est- ii-ciire  que  A  sera  divisible  par  liin  des  coujugius  de  a,  ensuite 
pai-  l'un  des  conjugués  de  h,  et  que  le  quotient  défmitil  aura  |)()im- 
nonne  riuiité. 

Lorsque  la  nonne  N  de  A  contient  comme  lacteur  un  nombre  pre- 
nner  n  élevé  à  la  puissance  /,  A  est  successivement  divisible  /  lois  jjar 
lui  des  sous-facleurs  conjugués  de  n.  Soit  N'  le  quotient  de  N  par  n', 
a  un  sous-facteur  de  n,  B  un  sous-lacteur  de  N',  on  aura 

A,  A.  A3  A,  =  a\  a'^a\  a\  .  B,  B,B3  B.  ; 

a^  divisem*  complexe  du  second  membre  doit  tliviser  le  premier,  et 
conséquemment  Tun  d("s  quatre  facteurs  qui  le  composent  ;  soit 
A;,=:/7,l!,  .  on  en  conclura 

A,::=A2Rj,     A.-A.R,,     A,^f7,R,, 

et ,  en  substituant . 

R,  B.R,,  R,  =  ri'-'  rt'-'  a'-' a'-' .  B,  B,  B.,  B<  ; 

il  faudra  encore  que  fun  des  facteurs  du  premier  membre  soit  divisible 
par  <7,  ,  etc. 

Si  la  norme  N  de  A,  décomposée   en   ses  facteurs  premiers,   est   le 

produit  n' .n'\  n"^ . . .  ,  de  l'imité,  par  a  fois  // ,  dont  un  sous  facteur 
est  fl,  par  j3  fois  11',  dont  un  des  sous-facteurs  est  h ,  par  y  fois  n' ,  dont 
ini  des  sous-facteurs  est  c.  .  .  .  A  sera  le  produit  d'un  sous-facteur  de 
l'unité,  par  a  sons-facteurs  égaux  à  un  ou  à  plusieurs  des  conjugués 
de  n ,  par  /B  sous-facteurs  égaux  à  un  ou  à  plusieurs  des  conjugués  de  b, 
par  y  sous-facteiu-s  égaux  à  un  ou  à  plusieurs  des  conjugués  de  c. . . . 
Ainsi,  pour  décomposer  ce  nomljre  A  en  ses  facteurs  premiers,  on  es- 
sayera successivement  a  fois  la  di\isiou  par  les  conjugués  de  a,  et  1  on 
réussira  à  toutes  les  fois  (si  n  =  5 ,  «  =  /.,,  on  pourra  diviser  de  suite 
A  par  À');  ensuite  on  procédera  aux  |3  divisions  par  les  conjugués  de  h, 
aux  y  divisions  par  les  conjugués  de  f, ...  :  le  quotient  définitif  aina 
pour  norme  l'imité.  De  l;i ,  et  de  ce  qu'im  nombre  complexe  ne  peut 
(Ire  divisible  par  lui  sous-facteur  d'un  nombre  premier  qui  ne  divise 
passa  norme,  on  conclura  aisément  qu'un  nombre  complexe  ne  peut 
être  réductible  que  d'une  seule  manière  en  ses  factcius  premiers. 

Quand  il  s'agit  de  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  D,  entre 
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«Iftux  iionihns  complexes  A  ef  15,  il  (inil  e.ilctiler  d'ahoid  )>:,  (A)  et  -it,  (H). 
Si  ces  deux  normes  sont  jjienneies  entre  elles,  les  noinhies  complexes 
A  et  T{  sont  piemiers  entre  eux  ,  et  I)  ne  pouvant  avoir  pour  norme  que 
l'unité,  tout  calcul  uilérieiM'  est  inutile.  Si  X  f  A)  et  .Tr,  (H")  r.nl  un  plus 
grand  commun  diviseiwN,  il  faut  dégager,  dans  A  et  dansH,  touslessous- 
factcurs  conjugués  des  noudjres  premiers  qui  divisent  N  ,  et  ceux-là  seu- 
lement; il  est  facile  ensuite  de  composer  D.  Si  \  est  divisible  par  5', 
).',  est  un  facteur  de  D,  et  il  est  inutile  de  s'occuper  des  facteurs  X,  dans 
les  opérations  à  effectuer  siu'  A  et  H. 

\^  Ml. 

La  bomme  de  deux  cinquièmes  puissances  (A=  -+-  B^  )  est  divisible 
par  (A  +  Bj  ;  mais  cette  somme  pouvant  sécrire  ainsi  :  [  A'  -f-  (  B/'  /] , 
sera  aussi  divisible  par  (A  -t-  B/'  )  ;  la  somme  (  A'  +  B^*)  est  donc  divi- 
visiblc  par  A  +  B ,  A  +  Br,  A  -+-  Br\  A  ■+-  Br%  A  +  B/*  :  d'ailleurs 
elle  est  égale  au  produit  de  ces  cinq  facteurs.  En  effet,  si  Ton  re|)ré- 
sentepar  /■<>,  /■',  /•",  ,■'",  ,•■>•  les  cinq  racines  de  réquation 

r  ''  —  I  =  o , 

et  si  l'on  désigne  par  S^  la  somme  des  produits  /.  à  k  de  ces  racines,  le 
produit  dont  il  s'agit  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(A  +  Br'"  j  (A  4-  Br')  (A  -{-  lit".  (A  -f-  B/"')  (A  +  B/»') 
=--  A''  +  S,  BA'  +  S,  B-A-'   1-  S3 IPA-  +  S,  B'  A  +  S^B'  =  A^  -r-  B=  ; 

car,  d'après  l'équation 

/^  —  I  =  0, 
on  a 

S,    =  So  =:  S3   =  S,   :=   u  ,        S5  =   I  . 

On  a  donc,  généralement, 

(29^  A=  +  B"  =  (A  +  B)(A-l-Br)(A.-t-B/-=),A  +  B/-^}(A-^B/'), 

quels  ([ue  soient  les  nombres  A  et  B,  entiers  ou  complexes. 

Lorsque  A  et  B  sont  des  nombres  entiers,   le  premier  membre  de 
l'équation  (29)  et  le  premier  facteur  i\u  second  mendjre  le  sont  aussi  ; 
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les  quatre  derniers  facteurs  sont  complexes  et  conjugués;  leur  norme 

est    ' .  U'équation  (9,9)  ayant  encore  lieu  lorsque  15  est  négalil .  (ni 

peut  poser,  généralement, 

ou,  inversement,  si  l'on  désigne  par  le  syud)ole  ^(N)  un  sons-lacteur 
complexe  dont  la  norme  est  N,  on  pourra  écrire 

Oohis)  A±Br=  sf{0^)- 

En  donnant  dans  ces  formules  à  A  et  B  des  valeurs  entières,  on  a 
immédiatement  les  sous-facteurs  complexes  de  nombres  premiers  ou 
composés,  sur  lesquels  on  peut  vérifier  les  propriétés  relatives  à  la 
divisibilité  des  nombres  complexes.  Lorsqu'on  prend  A  =  B  =  i,  l'é- 
quation (3o  /;/,<•  I  donne 

1  -h  /•=  sf{i),     i  -  ,  =  sj\5). 

Voici  quelques  autres  exemples  : 

5  +o.r  —   .</  (1  1  .  40» 
-   /•  =   sj  {\i  .'i\), 

-4'-=  î/ïii  •  i9')> 
7  -'-.  ''^  ■/('•  •  '9')- 

Les  trois  premiers  donnent  les  sous-facteurs  des  nombres  premiers 
I  I,  '^1,  (3i.  Du  quatrième  on  déduit,  en  essayant  la  division  de  (4+'; 
par  un  sous-facteur  de  5  , 

(4 +  ,■)  =  ('-'•')('- +  '■'-'■'); 

on  a  donc 

2  +  r*  —  ;■'  =  j/(4i  .)• 

D'après  le  cinquième  exemple,  (3  —  r)  doit  être  divisible  deux  fois 
par  un  sous-facleur  de  ri;  si  l'on  essaye  successivement  la  division  de 

(3  —  /•)  par  les  conjugucE  de  (2  4-  /'),  elle  réussit  pour  (2  +  /■*),  et  l'on 


(0 

2  +  /■==   sf{ii), 

(6)     5 

(2) 

2  -  /•=  ^/(3i), 

(7)    4 

(3) 

3  H-  /•  =  sf  {61), 

(8)    9 

(4) 

4  +  /•=  j/(5.4i). 

(9)     5 

(5) 

3  -  r=   ^/(ii  =  ), 

(10)     7 
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trouve 

(3 -/■)  =  {-^  4- /••^)(c -/•-/•»): 

tl(jiic  (i  —  /•  —  r'^)  esl  aussi  lui  soiis-factcui  de  i  i ,  ce  (jiii  se  vcrifie;  un 
a  d'ailleurs 

(u  +  /'»)  =  (n-r»)i  !-/•-/•=),     d'où     ;  3-/-)  =  (i+r^)(  !-/•-/•■•')-. 

D'après  le  sixième  exemple,  (5  +  -j.r)  doit  être  ilivisiMc  par  un  des 
sous-facteurs  de  i  i,  ensuite  par  un  des  sous-facteurs  de  /Ji ,  et  le  quo- 
tient délinitif  doit  avoii-  pour'  rioiiiic  l'iuiité.  f.es  épreuves  de  division 
donnent,  en  edet, 

5  +  2/'  =  (u  -f-  /•)  (2  -H  /•'  —  '■')  (1  +  r  . 
Le  septième  exemple  est  facile  à  vérifier,  car 

(2  +  /0=  .v/(m),     (2  -/•)=   ^/(3i); 
donc 

(2  +  r)  (a  —  r)  =:  4  —  '■'  =  •*/(''■  '^  ')  ' 
et  aussi 

/,_,=  ./(,,.3i). 

De  même  pour  le  huitième  exemple .  car 

3  —  r=sJ\ii-),     3 -i- r=  ^/  (61); 
donc 

(9-'-')  -  î/Cf'-'^O, 

et  aussi 

(9  -  '■)  =  -^y  ("'-^j'.-  ' 

Le  neuvième  et  le  dixième  exemple  donnent,  pour  sous-facteurs 
de  n  f.191),  les  deux  nombres  complexes  (5  —  4/1  et  (  7  -i-  r).  Les 
essais  de  division  rendent  compte  de  cette  coïncidence;  on  trouve 

(5  — 4/-)  =  (2  +  /-)(/i -H  2r''-f-/') ,     d'où     4 -H2r'-f-/-*=  .v/(i9i); 

et  ensuite 

(7  +  /•)  =  (1  -4-  r=)  (2  +  /•')(4  -^  2/-'  ^  r*). 

Ainsi,   (5  —  4'')  et  (7    •-  /■)  sont  divisibles  par  le  même  sous-facleur 
de  191,  mais  par  deux  sous-facteurs  tlifférents  de  i  i . 

20.. 
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TodU'  nonne  non  tlivisibli-  par  j,  et  dôconiposable  i-n  qiialu!  sous- 
factenrs  conjugués  de  la  forme  (i),  est  nécessairement  un  nonil)rc  de  la 
rorine  ('>/+  i).  l".n  effet,  d'après  l'équation  (17),  le  nombre  com- 
plexe A(i)a  [)oiir  norme  |    /;„  —  ]^{h,  -+-b„]     —  o    -{b,  —  ^oi     1,  /'oJ^n 

b„  ayant  les  valeurs(i  5)  ;  désignant  par  a  la  somme  («„-+«,  -l-  v..,  +-  a,-(-  a,) 
des  co(>f(lcients  de  A  ,  on  aura 

.      ho  =  n-  —  ■>.{!)  ^  +  i.,), 
et,  conséquemnient, 

(3i)  x(A)  =  |a^-5(^    -^^-jl    -■^[—^-)- 

Si  rt  est  un  multiple  de  5,  )b  (A)  sera  divisible  par  5,  et  A  par  >.,,  ou 
jjar  Tun  des  sous-facteurs  de  f).  Si  ot(A)  n'est  pas  divisible  par  5,  a  sera 
premier  avec  j  ;  et,  employant  la  notation  de  M.  (iauss,  on  aura 

X(A)  =  a'£EEi   (mod.5), 
c'est-à-dire 

■)î.(A)  =  5/+  1. 

Cette  |)ropriélé  a  été  signalée  par  M.  Jacobi  (tome  Ylll  de  ce  Journal , 
page  171). 

Ua   norme  de    tout  nombre  complexe  A  (1)  divise  une  infinité  de 

/  X'  i  Y^  \ 
iioini)res  entiers  de  la  forme  (  ^^.--rr  ).  En  effet ,  il  est  toujours  pos- 
sible, et  cela  il'une  infinité  de  manières,  de  tnuiver  un  nombre  coïn- 
|)lexe  B  (18),  qui ,  multipliant  A,  donne  un  produit  (20)  dont  trois 
coefficients  soient  nuls;  car  ce  problème  conduit  à  trois  équations  du 
premier  degré  entre  les  cinq  coefficients  de  B,  et  l'on  trouve,  par  une 
analyse  facile,  mais  longue,  des  valeurs  entières,  et  cependant  encore 
très-indéterminées,  de  ces  cinq  coefficients,  qui  vérifient  les  trois  équa- 
tions posées.  On  aura  alors 


A.B  =  v..+  V.'"=4^^)' 


■/o  ^^  Vi  dépendant  ties  coefficients  de  A,  et  de  deux   antres  entiers 
arbitraires. 
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Os  reiiiai(HH!S  ('X[)liiiiuiil  pouniiioi .  dans  Ions  les  cxeiiiplcs  ilrdiiils 
(le  la  iorimile  {3o)  oi\(io  bis),  on  ne  lionvc  (]m'  des  normes  décoiupo- 
sables  en  facleurs  premiers  de  la  loriiie  5  et  (.')/4-i).  Elles  indiipient 
aussi  (|u'en  auj^mentanl  le  nondjre  de  ces  exemples,  on  parviendrait  à 
composeï'  une  table  des  sous-lacleuis  des  nombres  premiers  (j/'-f- i  ., 
soil  directement ,  soit  par  déduction,  comme  on  Ta  fait  plus  haut  à  l'é- 
j^ard  de  4  i  et  de  191.  Il  siilTil  déjà  de  calculer  les  cinquièmes  puissances 
lies  nombres  au-dessous  de  1  u  ,  pour  obtenir,  à  peu  d'exceptions  près, 
les  sous-lacteurs  des  nombres  premiers  (5/-)-  1)  inférieurs  à  loai  ,  avei- 
ceux  de  beaucoup  d'autres  nombres,  supérieurs  à  cette  limite. 

§   VITT. 

Quand  A  et  li  soni  des  nombres  complexes,  il  est  préférable,  pour 
ce  qui  suit,  de  donner  à  l'équation  (29)  la  forme  suivante: 

(39.)  A^-f-R^zz=(A^B)(Ar-4-B/"')fA/"  +  Br^)(Ar'+B/-=')(A/*  !-B/-), 

laquelle  en  est  une  conséquence;  car  les  quatre  derniers  facteurs  de(39.i, 
respectivement  divisés  par  la  puissance  de  r  qui  accompagne  A,  don- 
nent, dans  lui  autre  ordre,  les  quatre  derniers  facteurs  de  (29),  et  le 
produit  des  diviseurs  est  /•'"=!. 

Si  l'on  désigne  par  M,  M',  M",  M",  M"'  les  cinq  facteurs  du  seconil 
membre  de  l'équation  (3a),  les  accents  n'ayant  plus  ici  la  signification 
de  ceux  du  tableau  (7),  on  reconnaît  facilement  que  ces  facteurs  vé- 
rifient les  dix  équations 

(i)  M"  -u  M'"  =  z,M,  '  (6)  M'^'-^ M'  =  ^,  M, 

(2)  M'"  +  M'^=r-,M',  (7)  M  +M"==r.,M', 

(33)       {(3)  M"--(-M  =Z2M",  (8)  M'+M"'=z,M", 

(4)  M  4-  M'  =  z.  M",  (9)  M"  +  M"-=  z,  M-, 

(5)  M'  -H  M"  =  r.j  M'%  (  r  o)  M'"  -^  M  =  z,  M'\ 

qui  n'en  comportent  réellement  que  trois  distinctes,  puisque  A  et  \\ 
étant  connus,  ou  les  deux  premiers  facteurs  lA+B),  (.\/'-f-Br'),  les 
trois  autres  doivent  s'ensuivre. 

11    résulte   des   relations  (33),    qu'un    nombre    complexe  dont    la 
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norme  n'est  pas  riinilé,  ne  peut  diviser  deux  des  ciiH[  latlturs  Al  ' ,  s;nis 
diviser  tous  les  autres.  Par  exemple,  si  un  nombre  complexe  <?  divise 
M  et  M',  d'après  la  sixième  (33),  ô*  divisera  M"',  d'après  la  septième  M", 
d'après  la  première  M".  Ainsi  le  second  meudire  de  l'équalion  (Sa)  sera 
divisible  par  o*^,  et  les  cinq  quotients  des  M  '  par  ù  vérifieront  encore 
les  équations  (33).  On  peut  supposer  que  l'on  ait  ainsi  divisé  les  M"  par 
tous  les  sous-facteurs  communs  à  deux  d'entre  eux  ,  et  par  conséquent 
aux  trois  autres.  Alors  l'équation  (Sa)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(34)  A'-f-B'  =  K^m./H'./«".w'.w", 

K.  étant  le  produit  des  diviseurs  communs  aux  M  '',  et  m  '  le  quotient 
de  M*'  par  K  ;  les  nombres  7n<",  actuellement  premiers  entre  eux, 
c'est-à-dire  n'ayant  d'autres  diviseurs  communs  que  ceux  dont  la  norme 
est  l'unité  ,  vérifieront  les  équations  (33). 

On  peut  toujours  supj)oser  que  A  et  B  sont  premiers  entre  eux  ,  car 
si  â  est  le  plus  grand  diviseur  complexe,  comnuin  à  A  et  B,  c?'  divi- 
sera A^,R%  et  nécessairement  K°  dans  l'équation  (3/|) ,  et  l'on  pourra 
su[)primer  ce  diviseur  commun.  Alors,  si  A  et  B  sont  premiers  entre 
eux.  K  ne  pourra  être  que  le  sous-facteur  de  5  :  en  effet,  les  deux 
é({uations 

A  +  B  =  M  =  Km ,     Ar ^  Br"  =  M'  =  Km' 

donnent 

A  (/•  —  r")  =  K  (/«'  -  /■*  m) ,     B (/•  —  r*)  =  K  {rm  -  m') , 

et  K  ne  pouvant  diviser  à  la  fois  A  et  B,  qui  sont  premiers  entre  eux  . 
divisera  nécessairement  (/ —  r'  )  ou  (  i  —  r');  K  ne  pouriadonc  être  cpie 
le  sous-facteur  de  5  ,  à  la  première  puissance  seulement. 

La  somme  des  cinquièmes  puissances  de  deux  conjugués  directs 
d  un  nombre  complexe  imaginaire  A  est  le  produit  de  cinq  nombres 
complexes  réels.  Les  deux  sonmies  (A ^' -f- AJ)  et  (A. ^  H- A3)  sont  con- 
juguées, et  leur  produit  donne  cinq  facteurs  entiers.  En  effet,  la  for- 
mule (3a)  donne 

A  î  -  A  =  -  (A .  f-  A,)  (A',  -h  A';)  (a;  4-  a;)  (a;  +  a;)  (av  +  a'j  , 
AE  =  (.A »  -h  a,)  (a;  +  A-)  (a;  -^  a;)  (a;  4-  a;)  (a-  -4-  a',) , 


(■«'il; 
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cil  irprenanl  ici,  pour  les  accents  supérieurs,  la  même  sigiiidialifui 
([irMu  tableau  (7),  1('(|ikI  Imirriil  les  valeurs  suivantes: 

A,  i-A.i=aao+(ai-»-a.i)2i  +  (aa-l-a3)rj,     A, -t-A,  =2«o-t- («i-*-««)*ï'' (^-^  '  '-'•'' 

A7-)-A'4  =  2a,  +  (aa  +  ao)z,-(-(a3  +  a,)r.,,     A™-!-  A".,=:2a,  +  (aa-^«o)-a+  («3-^-  «^^ 

(36)  ^A";+A';=2an  +  (a3-*-a.)^<-'-(«4  +  ao)"2,     A'j  +  A'à  — 2(Zj+;a3  +  a,)ï3-i-(a»-^  «„  : 

A", +  A';;  — •^aa  +  (a4  +  a3)^■l  +  (ao^-a|)2^'     A2  + A'j^aaa^  ,'a,+aj)Zj-f- («o-*-'^!  " 
A', +A';=2a,+  (ao-t-a3)z.,+(a,-i-a2)zj,     \\  +  A'l=:■2y.^-\-{a^+ry.^)zJ+ {7.,^^  v.,;: 

pour  les  facteurs  des  seconds  membres  des  écpiations  (35).  Les  tac'eurs 
de  (A2  +  A3)  sont  évidemment  les  conjugués  de  ceux  qui  appartiennent 
à  (AJ  +  A^).  Les  cinq  nombres  que  donnent  les  produits  de  deux  fac- 
teurs conjugués  sont 

(A,4-A,)(Aj-hA3)=  (aao )  -5( j. 

i(A' +A,)(A3  +  A3)  =  (^2a, —^ )   -5(^ ^ )  > 

(37)/(A,+A,)(A,  +  A3)=  (^aao ^ j  -  5  (^ ^ )  , 

,A,+AJ(A2  +  A3)=  (^27.3 ^ ^j  -5(^ j  , 

(A,+A,)(A2  +  A3)=  l^aa, ^ j  ^  5  |^ )  • 

On  reconnaît  facilement  qu'ils  sont  entiers,  et  que  leur  somme  est 
nulle. 

La  différence  (AJ  —  A^')  est  le  produit  de  ),■'  par  ciiuj  facteurs  com- 
plexes et  réels.  La  différence  [A^  —  A3)  est  le  produit  de  X^  par  cinq 
autres  facteurs  complexes  et  réels,  conjugués  des  cinq  premiers.  En 
effet,  la  formule  (3a)  donne  aussi 

(  a?-a^  =  (a.-a,)(a'.-av)(a;-a':)(a";-a;)(av-a'j, 
(  a^-a^  =  (a,-A3)(a;-a'^)(.v;-a;)(a';-a;)(a--a',), 

et  le  tableau  (7)  conduit,  par  des  transformations  faciles,  aux  va-- 
leurs 
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A,  -A,=/'->,,[(a,-a3)-(a,-a,)z2j,      ^.:,  ~-A,  =  r*-k^{{i/.,-v.,)  -  (a, -o:/;!,], 
'^1  -^4  =  '''^i[(a.-5:.)-(c<«-a3)22],     K-A'l  =  r*).,[{a,~7.,)  -  (a„-a,)r.,], 

A";  _  a;  =  r^  ).,  [(a,  -  a„)  -  (a,  -  a ,)  ^-2] ,     A',,  -  A'^  =  z-").»  [(a,  -  ««)  -(«,-«,)  ".1 . 
■•^1  —  '"^'i  =  '■' ^1  f (^- .  — «4)  —  («2  —  «(,)Z2] .      A'â  —  A3  =  /  %  [(«3  - y.^]  —  (a.  —  a„  'Z,  ]  ; 

(l'oii  Fou  conclut 

(4o)  AJ-AJ=.ÀÎZ,,     A^-A^  =  >4Z,, 

fil  désigiianl  [)ar  Z,  et  Z,  ileux  i)ro{hiits  réels  et  conjugués. 

Les  cntieis  37),  et  ceux  que  donneraient  les  produits  des  lacleuis 
conjugués  de  Z,  et  Z, ,  sont  des  nombres  qui  se  déduisent  de  A  ,  et  que 
l'on  pourrait  appeler  ses  nonnes  latéiales.  Ils  ne  sont  plus  essentiel- 
lement positifs,  ni  toujours  de  la  Ibrmeff)/  +  \).  Leur  étude  conduit 
à  des  remarques  importantes,  mais  cpii  sont  étrangères  à  l'objet  du 
Mémoire  actuel. 

DEUXIÈME  PARTIE. 

.Soit  proposé  de  résoudre,  en  nombres  complexes,  léquation 

(r)  A'  -4-  B^  +  rj  =  o. 

(Jn  peut  supposer  que  A,  ii,  C  sont  premiers  entre  eux  ;  car  si  un 
même  sous-facteur  c?,  d'ini  nombre  premier  dont  la  norme  n'est  pas 
l'unité,  divise  à  la  fois  A  ,  B,  C,  on  pourra  diviser  l'équation  par  cJ*', 
et  le  quotient  seia  encore  la  somme  de  trois  cinquièmes  puissances. 
On  agira  de  même  pour  tout  diviseur  complexe  comnniu  aux  trois 
nombres  A,  R,  C.  Ces  trois  nombres  n'étant  plus  divisibles  tous  les 
trois  par  un  même  sous-facteur,  deux  quelconques  sont  aussi  premiers 
entre  eux  ;  car  si  A  et  R  avaient  un  sous-facteur  commun  (?,  <J"*  divi- 
serait A'  — B',  et  par  suite  C':  donc  C  serait  aussi  divisible  par  cî'; 
.V,  R,  C  ne  seraient  donc  pas  premiers  entre  eux. 

Un  des  trois  nombres  A ,  B ,   C  est  nécessairement  divisible  par 


IH  KKS  ET  APPLIQIJKKS.  l'ii 

(i  —  r)  =  ),,  soiis-faciciir  de  .^.  F.u  cn'ol  .  on  ;i  «^riuTalciiitnl 

j  (A  +  B  -h  Cy  =^  A*  -4-  J{^  -h  C' 

^'^'  \   -)-  5  (A  -h  B)  (B  ^-  C)  (C  +  A)  [(A  +  B  t-  C)'^-  (AB  i-  CA  ■+-  BC)| , 


et  l'on  aura,  vu  vertu  de  l'équation  proposée, 

(3) 


(A  +  B  +  C)» 
=  5  (A  4-  B)  (B  +  C)  (C  -4-  A)  [(A  -^  B  -^  C)^  -  (AB  -^  CA  +  BC)J. 


Or  5  égale  /'^zp.J;  le  second  inendjre  de  l'équation  (3i  est  donc  divi- 
sible par  X,,  le  premier  doit  donc  l'être:  étant  une  cinquième  puis- 
sance, il  sera  divisible  par  ).  J  ;  le  second  devant  l'être  aussi,  et  5  n'étant 
divisible  que  par  ).  ^,   il  faudra  que  l'un  des  quatre  autres  facteurs 
soit  divisible  par  X,.  Si  c'est  le  dernier,  puisque  (A-+-B  -h  C)  est  divi- 
sible par  À,  ,  il  faudra  cjue  (  AB  +  CA  +  BC)  le  soit ,  et  par  suite  aussi 
( A*  +  B^ -)- C")  ;  les   sommes  des  coefficients  de  A,  B,   C,  divisées 
par  5 ,  donneront  les  résidus  ±;  i,  ±12,  et  les  sommes  des  coefficients 
de  leurs  carrés  les  résidus  -)-  1 ,  —  1  :  or  la  somme  de  trois  résidus  -1-  i 
et  —I    ne  peut  être  nulle,  ni  égale  à  5;  donc  il   faudra  ([u'une  des 
sommes  des  coefficients  de  A ,  de  B,  de  C,  donne  le  résidu  zéro,  c'est- 
à-dire  que  l'un  des  trois  nombres  A,  B,  C  soit  divisible  par/.,.  Sinon, 
le  dernier  facteur  du  second  membre  de  l'équation  précédente  n'ad- 
mettant pas  le  diviseur  X,,  il  faudra  que  ce  soit  ini  des  trois  facteurs 
(A  ■+-  B),  (C  +  A) ,  (B  -f-  C) ,  qui  l'admette;  alors,  puisque  (A  ^  B  -+-  C] 
est  divisible  par  X,  ,  C,  B  ou  A  le  sera  aussi.  Ainsi  un  des  trois  nond)res 
A,  B,  C  est  nécessairement  divisible  par  X,;  nous  supposerons  que  ce 
soit  C 

Si  l'on  a  à  résoudre  l'équation 

A^  --  B^  =  -70% 

il  est  facile  de  voir  que  C  doit  être  divisible  par  X,  :  en  effet     l'équa- 
tion (2)  devient  alors 

1  (A+B  +  Cr  =  (zHi,C^ 

^'*^  j   +  5(A  +  B)(B  +  C)(C  -f-  A)[(A+  B  +  G)*  -  (AB  -f-  CA  -hBC  j, 

T'jincXll.  -  .Vvr.iL  18.(7.  2> 
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5  =  r'zn\,     Zi+ir=^-2.  =  (t-r)(i-r')=-/-*ÀÏ; 

donc  le  second  membre  de  l'équation  (/|)est  divisible  par  }.\  ;  (A  +  B-f-C) 
doit  donc  être  divisible  par  X, ,  le  second  membre  par  >.^,  d'où  U.  par  ).,, 
et  par  suite  aussi   A  +  H). 
Si  l'on  se  propose  l'équation 

il  faut  encore  que  C  soit  divisible  par  >.,  :  en  eflét,  on  a  généralement 

(A+  B  -  iCy  =  A'  +  B'  -  SaC 

+  5(A  +  B)(A-  aC)(B  -  2C)[(A+B  -  -xCf  +  •iC  (A^  B)  -AB], 

et,  d'après  l'équation  à  résoudre,  on  aura 

(A+B-aC)*=(z,— 2)C' 
-f-  5|(A+B)  (A-  2C)(B-  9.Cj[(A-^  B  -  aC)=-H  2C(A+  B)  -  ABJ-6C'|; 

or  5=/':^)/;,  z-,  —  2  =  /  '/.'j,  donc  le  second  membre  de  l'équation 
précédente  est  divisible  par  1^  ;  (A-f-B  — aC)  doit  donc  être  divisible 
par  >., ,  le  second  membre  par  >.■',  d'où  C,  et  par  suite  (A+  B)  par  >,. 
On  démontre  de  la  même  manière  que  les  équations 

A=+B''=z^C=,     A'+B'^=ZjC' 

ne  peuvent  exister  si  C  n'est  pas  divisible  par  X,.  Ainsi  les  cinq  équa- 
tions 

I  A=-'-B'=(-C)% 

(5)  !a^+B^=:Z,C%       A^-4-B'=ZjC% 

sont  telles,  que  le  second  membre  est  nécessairement  divisible  par  >.J  , 
A  et  B  étant  premiers  avec  X,. 

§  H. 

On  démontre  queC,  dans  les  équations  (5),  est  nécessairement  divi- 
sible par  ).f;    en  e(l'v\ ,  ni   A,  ni  B  ne  sont  divisibles  par  >,  ,  et  Ton 


PUIŒS  E'J'  AI'l'LigUIlKS.  lO". 

|)Ourra  poser 

A  =  [)}.,   (   </,     U  =  p'I,  H-Vy', 

/;  et//  ('-tant  des  quotients  complexes,  (j  et  (j'  des  nombres  entiers,  res- 
|)ectiveriient  égaux  aux  sommes  des  coellicients  de  A  et  B.  On  aura 
alors 

A'=A*p'  -\-5l'[p*  (j  -4-io/?/j^  (/^ -+-ioXj/?'7'  -(-5/.,/)  7*      7', 

(A' -H  B'^)  devant  être  divisible  par  À;',  il  faudra  que  {(l'-^-'j'"),  nombre  en- 
tier, soit  aussi  divisible  par  X^  :  il  ne  suiiira  pas  alors  que  {ff^  +  fj'")  soit 
divisible  par  5  =  /•'  z^  l\,  il  faudra  qu'il  soit  divisible  par  ^T)  =  ;zîX". 
Cela  posé,  (A'  +  B^)  pourra  s'écrire  ainsi  : 

A»  +  B'  =  X^  I  />'  +  //'+  r'zl{pq'-+-p'fi'*)]^Q.'/.% 

Q  étant  un  quotient  complexe  entier.  J-orsqu'on  substituera  cette  va- 
leur dans  l'une  quelconque  des  équations  (5),  on  pourra  remplacer  le 
second  membre  par  X^  2j,R%  diviser  par  X^',  et  il  faudra  que  la  somme 

soil  divisible  par  X,  ,  ou  qu'elle  s'annule  pour  /•  —.  i  ;  c'est-a-dire  que,  si 
l'on  substitue,  dans  cette  expression,  aux  nombres  complexes  les 
sommes  de  leurs  coefficients,  et  aux  entiers  leurs  résidus  relatifs  au 
modale  .'i ,  le  résidu  total  doit  être  nul  :  or  soient  n,  a',  p  les  résidus 
des  sommes  des  coefficients  dans  p,  p'-,  R  ,  2  étant  celui  de  :^  et  de  z, . 
on  a 

p'^^p,  a"z=a,  a'  r=^a',  7*^1,  7'   ^1.   2-=;  — i      (mod.5), 

et  le  résidu  total  de  l'expression  précédente  devient  [«-h  a'  —  {a-\-a')—  -l'pj 
ou  simplement  [  —  '^■'f']',  o'"  t'<'  résidu  doit  être  nul ,  donc  p^o  (mod.  5), 
cest-à-dire  que  R  est  divisible  par  X,  ,  et  IV  par  X'  ;  donc  C  est  divisible 
par  X';,  et  C  par  XJ". 

§111. 

Ainsi  ,  dans  l'une  quelconque  des  équations  (5),  le  preniiei-  înend^re 

■j>  I . , 
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(A'  -+-  B^)  est  divisil)le  par  X{",  A  et  B  élant  premiers  avec  À,.  Ce  pre- 
mier meinl)re  ('tant  décomposé  en  deux  facteurs,  qui  sont,  lorsqu'on 
pose  A  -)-  B  —  / ,  d'où  B  =  /  —  A  , 

t.{t'-  5/'A+  iu^V\=-io/A^   t    5A>), 

ies(lru\  l'actcurs  de  ce  produit  uc  |)euvcut  admettre  de  diviseur  commun 
({u'uuc  puissance  de  /,  ;  alors,  le  second  ne  peut  être  divisible  cpie 
par  >  J ,  ou  T) ,  et  /  par  )." ,  sans  (pioi  A  devrait  être  aussi  divisible  par  >, , 
et  /  et  A ,  par  suite  A  et  B,  ne  seraient  pas  jiremiers  entre  eux. 

Donc,  dans  la  décomposition  du  second  facteur  en  quatre  autres, 
ainsi  qu'il  suit  : 

A'   -  B'-  =  (A  -H  B;  (Ar+  Br*)  (Âr=-i-  Br=)  (Ar^^Br^)  (Ar*-4-  B/'), 

A  -f-  B  sera  divisible  par  XJ ,  et  les  autres  facteurs  seront  chacun  divi- 
sibles par  À,  seulement.  De  là  suit  que  ,  pour  satisfaire  à  l'inie  des  équa- 
tions (5) ,  si  l'on  pose 

A  -+-  B  =  ).,  31 ,   A/-  ,   B/'  ^  >.,  M',   Xr^  -h  Br"  =  >.,  iM", 
A/-'  -H  Br*  =  >.,  M'",  A/*  +  Br  =  X,  M'^  C  =  X,  R  , 

on  aura  à  vérifier  l'équation 

(6)  M  .  M' .  M" .  M" .  M"  =r  z!,  R% 

M  et  R"'  étant  divisibles  par  X;  ,  et  aucun  des  facteurs  M',  M",  M'",  M" 
ne  l'étant  par  X, .  L'indice  Ii  est  i  ou  ■>.  ;  alors  l'exposant  /  est  o,  i ,  ou  a: 
car,  dans  le  cas  où  y  surpasse  2  ,  on  peut  renqjlacer  z\  IV  ou  z'^R' 
par  zl'J  [(—  i^z,  R|'  ou  £-p-'[(—  lyZjRj^  et  prendre  (5  — y)  pour/, 
et[(— ly  2,  R]  ou  [(— lyzjBjpourR. 

Les  facteurs  M  '  ,  de  l'équation  (6) ,  doivent  vérifier  les  dix  équations 
(première  partie,  §yill) . 

1 1  )     M"  -h  M"  =  z,M,  (6)     M'^-+  M'  =  z,  M , 

(2)     M"'+  M''^  z^W,  (7)     M  -h  m"=  z,  M', 

(7)  (  (3)     M"+  M  =  z.M",  (8)     M'  +  M"'=  z,  M", 

(4)  M  -+-  M'  =  r^  M'",  (9)     M"  -^  M"'=  z,  M'", 

(5)  M' +  M"=  Z2M"  (10)     M'" -<-  M  =  z,  M". 
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On  pciil  siipposcM-  (iiu;  les  facleiirs  M  '  n'ont  |)liis  ;iii(iin  diviseur  coin- 
plexe  comuHin  donl  l:i  nninic  ne  sérail  pas  l'unité,  puiscpie  les  équa- 
tions (7)  dénionlrenl  (pi'un  1.1  diviseur  '),  commun  à  deux  de  (es 
fadeurs,  le  sera  à  tous,  et  conséquemment  à  II;  on  i)ourra  ilone 
diviser  par  rp  les  deux  membres  de  l'équation  (6),  qui  conservera  la 
même  foruie  ;  et  les  <in<)lHt.ts  des  M'  parc?  vérifieront  toujours  les 
équations  (7).  Alors,  à  cliacpie  diviseur  complexe  et  premier  f,  de  K, 
correspondra  un  diviseur  f'  du  second  membre  de  léquation  (G), 
lequel  devra  entrer  tout  entier  dans  la  composition  d'un  des  Jat- 
teurs  M!",  et  non  se  partager  entre  eux;  de  lA  résulte  enfin  que  les 
facteurs  M'"  seront  tous  des  cinquièmes  puissances  de  nombres  com- 
plexes, multipliées  par  des  sous-facteurs  de  l'unité  ,  et  qu'on  satisfera  a 
l'équation  (G) ,  en  posant 
(8)M  =  vp.%     lM'  =  vy%     M"=vy'^     M"'=yy"^     M-  =  v"a-\ 

Les  coefficients  v  '  ,  ayant  pour  norme  l'unité,  seront  tous  de  la 
forme  r*z;,  ou  r'z;-,  s,  ou  -,  excluant  -,  ou  z,  ,  en  vertu  de  la  rela- 
tion 


z„z,  =  —  I. 


L'exposant  A  de  r  est  mouidre  que  j,  puisque  r'*'^' ^  /•*;  l'exposant  l 
peut  aussi  être  regardé  comme  moindre  que  5,  car  on  peut  remplacer 
^■  +  ='|jl'^>'  par  zi  [z-iix'^f  et  prendre  zy>)  pour  yPK 

On  peut  réduire  à  l'unité  l'un  des  coefficients  v'^-,  qui  est  égal  à  1' z\ 
ou  r^zl,  ,  dans  les  valeurs  (8),  en  multipliant,  dans  l'équation  6), 
cbacun  des  nombres  M'  etR,par  r'-'z'^  ou  r'-"  zi,  ce  qui  ne  trou- 
l>lera  pas  l'équation  (6),  et  ce  qui  n'empêchera  pas  les  nouvelles  va- 
leurs de  M"  de  vérifier  les  équations  (7).  Nous  supposerons  qu'on  ait 
ainsi  réduit  à  l'unité  le  coefficient  v'^  dans  M'\  qui  n'est  pas  divisible 
i)ar).,.  On  aura  ainsi  les  valeurs 

>Shis)m  =  vp.\     M'=:v>'\     M"=:v>"^     M"  =  vy"\     M'=a^% 

§  IV. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  (8  bis)  dans  les  équations  (7),  qui  n  en 
comportent  réellement  que  trois  distinctes  ,  les  deuxième,  troisième  et 
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i  iiiqiiieme  de  ces  équations  deviennent 

Si  Ton  pi'fnd  tous  les  nombres  couiplexes  compris  dans  ces  trois  équa- 
fions  comme  premiers  conjugués,  en  leur  donnant  l'accent  ,  en  bas, 
l'i  qu'on  change /■  en  /*,  on  obtiendra  les  quatrièmes  conjugués,  les- 
cpieis  serviraient  à  résoudre  l'équation  AJ  +  BJ  =  z'^C^,  et  l'on  aura 
les  siN  équations 

-      w5  ...5  .        .    5  w       ot5  ,,5  ,        /    S 


(/  s 


•■''i  ."■'>'  ■  >",[-'■", "=2, p.';',       v;p;/^v>.;'  =  z2p.';'\ 

lesquelles  donnent  par  soustraction 

<  »r  la  différence  (p"^—  p'^'')  des  cincpiiènies  puissances  do  deux  con- 
jugués directs  d'un  même  nombre  complexe  est  divisible  par  /.;'  pre- 
mière partie,  §Vni),  de  plus  p.J  et  p.J  sont  tous  les  deux  divisibles 
|)arÀ^,  puisque  M  l'est;  alors  la  deuxième  (lo)  exige  que  (v"  P-'i  ""■'ÎF-'î') 
If'  soit  ;  la  troisième,  qu'il  en  soit  de  même  de  (  v',  p' J  —  v\  p'^)  ;  enfin ,  la 
piemiere,  que  (v",'  p.",' "  —  v'I  p'^")  soit  aussi  divisible  par  /^. 
On  peut  écrire  ces  trois  différences  de  la  manière  suivante  : 

/      «  it  \        tf  i  II     I       n   h  ff   5\ 

(■•'l-'^)/^.      -'     ••'il'-^l      -,"-4    )' 
/      iH  ffi  \       in  5  //'    /      t"  •"»  /"  5  \ 

(v,-vj/^,    -  V4  If^i   -F-4  )• 


l.cs  dernières  parties  sont  divisibles  par  XJ,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
(lue  ;  fji',  p' ,  p/"  sont  premiers  avec  À,  :  donc  il  faudia  que  les  trois  dif- 
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férences 

Il  I   \  [Il  n  \  II»  m  \ 

('■'i-î'J'     (vi-'-'^).     ('^i-'-'J 

soient  divisibles  par  X^.  Cliacim  des  coofficients  v'"  ost  de  la  rorine /•*r,,  ; 
en  y  changcani  /•  cm  r\  il  il(>viciit /"' i',, ,  et  l'une  quelconque  des  ti-ois 
différences  précédentes  est  de  la  forme  z',,  ;'*(i  — r^*).  Or,  si  k  n'est  pas 
nid  ,  cette  quantité  n'est  divisible  qu'  par  X,  ,  et  non  par  X^'  ;  donc  il 
faut  que  /i  =;  o. 

Ainsi  les  coefficients  v',  v",  v"  se  réduisent  essentiellement  à  des  puis- 
sances de  z,  on  de  z^ ,  et  ne  contiennent  pas  de  facteur  r  isolé.  Restera  le 
coefficient  V  dcfj.^;  mais  étant  le.  seul  qui  puisse  contenir/*,  il  faudra  né 
cessairemenl  que  A"  =  o  ,  ou  5  ,  pour  que  léquation  (G;  soit  vérifiée. 

§  V. 

Ainsi,  fA  étant  divisible  par  X,,  jx',  [j.",  p.",  p."'  ne  l'étant  pas,  le  coeffi- 
cient de  |ui"'  étant  réduit  à  l'unité,  les  coefficients  des  autres  /x "'  se- 
ront seulement  des  j)uissances  de  z,  ou  de  r..,.  J.es  cas  de  //  =  r  et  de 
A  =  2  se  traitant  de  la  même  manière,  il  suffit  de  considérer  lun 
d'eux;  soit  donc  ^  =  i.  On  peut  réduire  les  coefficients  à  ne  contenir 
que  des  puissances  de  z, ,  en  remplaçant  z'  ix'-''"  par  z^~'\{—  i)'Zj  a-''|\ 
et  prenant  [( — i )' Zo ji».'-"]  pour  jj.'-".  On  aura  ainsi,  pour  vérifier  l'équa- 
tion (6),  le  tableau  définitif 


'/5        ikir'/f  _,■"■  .    "■■'        -»«■»»•  iv-'ï 
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m  =  z\iJ.\  M'=z';/ji'%  M"=s',>"  ,  M"'=z',>."",  M'^=/7.' 
i  -+-  i'  -h  ï"  -+-/'"  =  /  -f-  5 / ,  R  =  tj.tx'  y."  il'"  /7."'  z '  . 

Chacun  des  exposants  /,  /',  i",  i"  est  au  plus  égal  'a  l\.  j  au  plus  égal 
à  2;  donc  /  sera  au  plus  égal  à  "3  ,  et  l'on  aura  un  nombre  limité  de 
valeurs  de  ces  exposants,  correspondants  à  j  =0,  i ,  2 ,  à  /  =0 ,  i ,  2,  3. 

Or,  en  examinant  avec  attention  tous  ces  systèmes,  les  valeurs  (ra'l 
qui  correspondent  à  chacun  d'eux  étant  substituées  dans  les  équa- 
tions (7),  on  trouve  toujours  qu'au  moins  une  de  ces  équations  se  ré- 
duit à  la  forme 
(i3)  7«"''  -m"''  =  r.i'./«'', 

h  étant  1  ou  a,  y'  étant  o,  ou  i,  ou  2. 

En  effet,  tous  ces  systèmes  se  groupent  en  trois  cas  généraux  : 
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i".  Ou  luii  dos  exposants  est  nul .  soit  /'  =  o;  alors  la  sixième  «Viun- 
tion  (7)  donne 

■i°.  Ou  âeux  des  quatre  exposants  sont  égaux ,  soit  /'"  =  /";  alors  la 
première  équation  (7)  doiuie 

3".  Ou  erifin  les  quatre  exposants  sont  inégaux  et  aucun  n'est  nul , 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  y':=o,  1=0.,  ces  exposants  étant 
I,  2,  3,  4?  dans  \\\\  ordic  ([uelconqiie;  alors,  soit  /'"  :=  1,  la  dixième 
équation  (7)  donne 

Si,  dans  l'équation  (i3),y'  n'est  pas  nul  ,  et  si  m'  n'est  pas  y.,  qui 
est  seul  divisible  par).,,  celte  équation  est  impossible,  et  le  système 
correspoudaiil  de  valeurs  des  exposants?,  i',i",i"'  est  inadmissible.  Il 
en  est  de  même  encore  quand  ,  j'  étant  nul ,  p.  n'est  pas  un  des  trois 
nombres  m',  in",  m" .  Ces  cas  d'impossibilité  immédiate  sont  nombreux, 
et  il  ne  reste  qu'un  petit  nondjre  de  systèmes  admissibles,  c'est-à-dire 
tels  que. /' étant  nul ,  |j,  est  l'un  des  trois  nombres  m',  m",  m";  ou 
tels  que  ,  j'  n'étant  pas  nul ,  m'  est  précisément  fj.. 

Alors,  si  l'équation  (i 3)  est  semblable  à  celle  des  éfjuations  (5)  d'où 
l'on  est  parti,  limpossibilité  de  lequation  primitive  sera  établie  de 
suite,  puisqu'une  solution  supposée  de  cette  équation  conduit  à  une 
.solution  en  nombres  beaucoup  plus  petitsj'la  grandeur  d'un  nombre 
complexe  se  mesurant  par  celle  de  sa  norme. 

Si  l'équation  (i3)  est  une  des  équations  (5)  autre  que  la  première 
d'où  l'on  est  parti,  on  traitera  de  nouveau  celte  seconde  équation  (i3j, 
(jui  conduira  à  inie  troisième  de  la  même  forme  générale;  si  cette  troi- 
sième est  semblable  à  la  seconde  ou  à  la  première,  leur  impossibilité 
sera  encore  établie.  Si  elle  est  encore  différente,  ou  en  déduira  une 
quatrième  équation  ,  toujours  de  la  forme  (i3). 

En  continuant  ainsi,  on  retombera  nécessairement,  après  cinq 
transformations  au  j)lus,  sur  une  équation  semblabh^  à  l'une  de  celles 
qui  la  précèdent,  dans  la  série  de  ces  équations  dépendantes;  d'où  ré- 
sidtera  leur  impossibilité. 
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Les  équations  (5)  ne  sont  donc  possibles  qu'en  iionihres  coiiiplexes 
dont  la  norme  est  infinie. 

Si  VI. 

Toulefois,  il  existe  un  cas  singulier  (ju'il  est  nécessaire  de  traiter  à 
part:  car  la  démonstration  qui  précède  suppose  implicitement  que  les 
nombres  |M.  '  contiennent  d'autres  facteurs  complexes  que  ceux  dont 
la  norme  est  Tiuiilé;  et  l'on  doit  se  denuuuler  si  les  valeurs  (8)  ne 
pourraient  pas  vérifier  l'équation  (6) ,  en  supposant  que  p.',  /j.",  p.",  p.'* 
aient  pour  norme  limité,  et  que  |x,  contenant  ),  facteur  indispen- 
sable, fût  un  nombre  complexe  ayant  la  même  norme  que  W. 

Or  on  peut  démontrer,  plus  généralement,  qu'il  n'est  pas  possible 
que  deux  facteurs,  par  exemple  M"  et  M",  n'aient  pour  norme  que 
l'unité.  En  effet,  soil 

(  1 4)  M  =  ni). 5 ,     M"  =  V  ",     M'"  =  v"\ 

m  étant  un  nombre  complexe,  et  v",  v  "  étant  de  la  forme  r'^z!,,  k  infé- 
rieur à  5  ,  mais  /  n'ayant  plus  de  limite.  La  première  des  équations  (7) 
et  sa  quatrième  conjuguée  deviennent 

,    ,  ,.,  i  v'',-f-v";5=Zjm,>.J. 

(  1^4+  ^1  =  —  ^-a'"»)-;  ;     ■ 

car  /.j  =  —  Xj  ,  et,  en  retrancbant  la  .seconde  de  la  première,  i\ 
viendra 

(1 5)  {'A  —  v\)  +  {v't  —  v'I)  =  Za  [m,  4-  m,  i X^ 

Soiten  général  nt^=r''z,\,  d'où  n^  =  r*''z;,,  et  «,  — «*=/■* (i  — /•'*);,;; 
on  reconnaît  facdement  que  /^(i  —  /'*)  est  toujours  égal  à  ±  )., .  mul- 
tiplié par  Tj  /•-,  ou  par  /"  seulement  :  car 

Si    A  =  I,  on   a     r  (i —/')  =  — r^:;.^^,, 
k  —  2,  r-(i  —  /■)  =  1'^  X,, 

A- =3,  r^(i-/-^)  =  -/-^X,, 

A- =  4,  /-'(i- /-,  =  /-^z,X,. 

Tome  XII.  —  Avril  18^7.  '^'^ 
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Ainsi,  si  les  exposants  de  r  clans  v"  et  v "  ne  sont  pas  nuls,  l'«'quation(i5), 
divisée  par  /,  et  mnllipliée  par  r',  sera  de  la  for'ne 

(16)  Z  +  Z'=  !'■' Zj{m,  + m^)).], 

/.  et  Z'  étant  lieux  puissances  de  s,  ou  de  Zj- 

H  ne  se  pent,  d'ailleurs,  que  les  exposants  de  /•  dans  v"  et  v"  soient 
nuls;  en  effet,  si  l'un  d'eux  seulement  est  nul,  l'équation  (i  5)  exigera 
qu'une  puissance  de  s,  ou  de  z„  soit  divisible  par  ).J,  ce  qui  ne  peut 
être;  si  ces  deux  exposants  sont  nuls,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i5)  s'évanouit,  et  l'on  a  nécessairement  (m,  +  m!)  =  o,  ce  qui 
exige  que  l'on  ait,  ou  m,  =0,  cas  inadmissible,  ou  m,  :=  XJ,  cas  facile 
à  traiter,  et  que  nous  écartons  pour  le  moment. 

Il  reste  donc  à  chercher  si  l'équation  (16)  est  possible,  ou  si  la 
somme  de  deux  puissances  de  z,  ou  de  Zj  peut  être  divisible  par  XJ. 
On  ne  peut  avoir  Z  -t-  Z'  =  o,  pviisque,  comme  il  vient  d'être  dit ,  le 
second  membre  de  l'équation  (16)  n'est  pas  nul. 

Dans  tous  les  cas,  on  peut  mettre  Z+Z')  sous  la  forme  ztz/fiztz-), 
en  s'aidant  de  la  formule 

z,  Zj  =  -  I  ; 

le  premier  facteur  ne  saurait  être  divisible  j)ar  ),,,  il  faudra  donc  que 
le  second  (r  ±  z),)  le  soit  par  XJ  ;  ce  qui  exige  d'abord  que  la  somme 
des  coefficients  soit  un  multijde  de  5,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(1  ±  2-')^  o  (mod.  5) , 

d'ouy  de  la  forme  5/  +  2  ,  lors  du  signe  (+),  et  de  la  forme  (5/'-4-  ^), 
lors  du  signe  (— ).  Ainsi  le  facteur  (i  ±  z',,)  doit  être  de  la  forme 
(i  +  zi'+'),  ou  de  celle-ci  (r  —  zl''+^);  ou  bien,  comme  on  a 

z*  --  5  Z;,  —  3  =  5  (Z/,  —  1  )  -f-  2 , 

il  faut  que  (1  4-2'z,r)  ou  (i  —  2''z^  )  soit  divisible  par  ).\. 

L'exposant  /  ou  /'  est  inférieur  à  4,  puisque  2'^  i  (mod.  5);  alors 
/  ou  i'  ne  peut  être  que  zéro ,  afin  que  la  somme  des  coefficients 
dans  (1  +  2'zi')  ou  (i— 2'  Z2)  soit  toujours  un  nudtiple  de  J.  Donc 
enfin  ,  (i  +  zf  )  ou  (i  —  Z;f)  doit  être  divisible  par  1\.  Comme 

(i  -  zf.)  =  (i  -  z,?)  fi  +  z.^)  .=  z,  (I  -^  zif) , 
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les  lUnix  cas  se  conloiuloiit.  Il  laiil  el  il  siillll  <juc  (i-t-  zjf),  ou  son  égal 
(a  —  Z/,),  soit  divisible  par  X*.  Mais,  si  //  =  i , 

2-r.=(.-r)(i-r')=-/'>.ï; 
et  si  //  =  2 , 

.,--,  =  (, _,.»)(r-,-3)=  -r*zV.^; 

donc  (i  -+■  S;?)  est  seulement  divisible  par  ),^. 

L'équation  (i6)  est  donc  impossible  ;  à  moins  que  l'on  ait  m,  =  ).J , 
d'où  »«i  =  XJ  =  —  >;',  et  (m,  +  m^,)  =  o.  Or,  pour  cette  valeur  par- 
ticidiere  de  m,,  les  équations  (i4  bis)  deviennent 

y,  -t-  V,  =  z^/.\\ 

et,  en  les  ajoutant,  on  a 

(17)  (-/, +  v';)  +  (v";+v';)  =  2z,xi». 

Soit  en  général  /;,  =  r''z',„  d'où  n,  +  n.^  =  /*([  -f-  /•^*)z'a;  on  recon- 
naît facilement  que  /*(!  +  r'*)  est  égal  à  z,,  pour  A  =  i ,  4,  à  r^  pour 
A  =2,  3,  à  2  pour  /.~o;  d'où  résulte  que  le  premier  membre  de 
l'équation  (17)  sera  la  somme  de  deux  puissances  de  z,  ou  de  Zj  :  si  ce 
ne  sont  pas  deux  cinquièmes  puissances,  il  vient  d'être  démontié  fpi'iuie 
pareille  somme  ne  peut  être  divisible  que  par  ).'j  ;  si  le  premier  membi  e 
de  l'équation  (17)  est  (z|-'  —  zj^),  j  étant  premier  avec  5,  ce  premier 
membre  est  divisible  par  ),[',  et  non  par  ).[";  si  y  =  5,  (zl^  —  z-^^J  est 
divisible  par  ï.\",  mais  le  quotient ,  outre  des  facteurs  complexes  dont 
la  norme  est  i,  contient  le  facteur  3ooi,  nombre  premier,  qui  ne  peut 
diviser  le  second  membre.  L'équation  (17)  est  donc  impossible. 
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3IÉM0IRE 

sua 

LA  RÉSOLUTION,  EN  NOMBRES  COMPLEXES,  DE  L'ÉQUATION 

A"  +  B"+C"=o; 
Par    31.    G      LAMÉ. 


Dans  un  travail  précédent,  j'ai  démontré  l'inipossibililé  de  cette 
équation  pour  l'exposant  //  ^  5.  Peut-on  établir  la  même  impossi- 
bilité pour  tout  exposant  ii ,  premier  et  impair?  Avant  de  répondre 
à  cette  question,  il  est  nécessaire  de  j)asser  en  revue  les  différentes 
propositions  qui  composent  la  démonstration  relative  à  l'exposant  5  ,  et 
d'examiner  si  ces  propositions  sont  généralisables,  c'est-à-dire  si  elles 
ont  leurs  analogues  pour  les  exposants  supérieurs  à  ."ï. 

1 .  Pour  chaque  exposant  n  premier  et  impair,  tel  que  «  =  7,11,  1 3, 
17,  19,  23,...,  les  nombres  complexes  que  l'on  considère  sont  de  la 
forme 

(1)  A  =  7.0  -t-  a,  /■  -f-  aj  /•=  -^  «3  ;•'  H-  . .  .  +  a„_,  r"-'  =  A  (/•)  ; 

les  coefficients  a,  étant  des  nombres  entiers,  et  r  inie  des  racines  imagi- 
naires de  l'équation 

r"  =  I, 
ou  de  celle-ci  : 

(2)  çi  (/•)  =  I  -^  ;■-)-  r''  -t-  r'  -t-  .  .  .  -(-  /■"■"'  —  o. 

On  sait  que  les  autres  racines  imaginaires  de  la  même  équation  sont  r'^, 
7  ' , .  .  . ,  ;■""',  et  qu'en  posant 

/■•J\        -  „     ,,A  ,,n  — »  __   ,.*  _■       ' 
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\(i?,i'- — ^j  noiubii'S  z, ,   Zj,  23,.  .  .,  z,  _  ,     sont  les  racines,   loiilfs 
réelles,  triinc  ('(iiiatioii 

H  ^  I  ri  —  3 

(4)  ^{z)  =  z~^ -^z~^  +  ...±i=o, 

dont  les  coefficients  sont  entiers,  et  d'oi'i  l'on  conclut  les  relations 

(5)  I  -+-  z,  -t-  r.2  -t-  . . .  +  z„_,  =  o  , .  .  . ,   z,  Zj  Zj  . 


■  n  —  I 
Q 


le  signe  (— )  ayant  lieu  si  7/  est  de  la  forme  4/  -*-  1  >  et  le  signe  {--  )  si  //  est 
de  la  forme  4/  +  3. 

Lorsque  tous  les  coefficients  a,  du  nombre  A  sont  tels  que  a„_,  —  y.,. 
A  est  réel ,  et  se  réduit  à  la  forme 

''6)  cl,  =  «0  +  a,  z,  +  ^2  2j  +  .  .  .  -H  rt„_,  z„_,  ; 

2        2 
sinon,  A  est  imaginaire. 

On  peut  ajouter  ±:  ;h  (i  +  r  +  r*  -f-  .  .  .  -f-  r"-')  à  l'expression  (i) 
de  A,  et  zh  m  /n-  z,  +  z,  -(-...  +  ^„_,\   ^  telle  (6)  de  -i.,  sans 

changer  les  valeurs  de  ces  nondjres  complexes.  Le  nombre  A  /'.  dé- 
signé par  A'',  est  un  associé  an  A.  Le  nombre  A(r'),  désigné  par  A,, 
est  un  conjugué  de  A.  Les  associés  de  A  sont  au  nombre  de  n  ;  leurs 
jjièmes  puissances  sont  toutes  égales  à  A".  Les  conjugués  de  A  sont  au 
nombre  de  [n  —  1)  ;  leurs  n'"'"'^  puissances  sont  différentes. 

*1.  Les  (n  —  i)  conjugués  du  nombre  A,  (G)  sont  égaux  deux  à  deux  , 

car  z^  (3)  restant  le  même  quand  on  change  /'en  -  ?  on  aura 


On  peut  n'admettre   que   ( 1   conjugués  pour  X;   le  pi'ociuit   île 

ces  ( — —  \  conjugués  est  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif. 

Les  {n  —  i)  conjugués  du  nombre  complexe  imaginaire  A  (1)  se  par- 
tagent en  ( J  groupes  binaires;  chacim  de  ces  groupes  [A,,  A„_,), 
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jouissant  de  cette  propriété  que  les  deux  nombres  qui  le  composent 
donnent  un  produit  réel  [A,,  A„_,],  ou  de  la  (orme  (6)  J"  ces  deux  nom- 
bres sont  des  conjugués  directs. 

Le  produit  des  («  —  i)  conjugués  de  A  est  un  nombre  cnlier ,  désigné 
par  =)î>  (A),  et  qui  est  la  nonne  de  A.  Cette  norme  est  essentiellement 
positive.  Les  associés  et  les  conjugués  de  A  ont  tous  la  même  norme. 
Cette  norme  n'est  pas  affectée  par  les  transformations  qu'on  peut  faire 
subir  à  l'expression  (i)  du  nombre  complexe  A. 

Les  nombres  /■,  Z/i,  il -i-r) ,  leiu-s  conjugués,  leurs  associés,  ietu-s 
puissances  et  leurs  produits  divers,  ont  tous  l'unité  pour  norme  coni- 
nunie.  Tout  nombre  complexe  peut  être  appelé  un  sous-facteur  de  sa 
jiorrne.  La  forme  la  plus  générale  de  tous  les  sous-facteurs  de  l'unité 
est  [r'zjz^.r^,,  •  •  •]  ;  c'est  le  produit  d'un  nombre  imaginaire  r*,  par 
\m  nombre  complexe  réel  [  s  J[  z  J!  z  [. ] . 

3.  Lorsqu'on  forme  le  produit  C  de  deux  nombres  complexes  A  et  H 
de  la  forme  (  i  ) ,  on  obtient  d'abord  un  polynôme  en  ;•  de  degré  (an—  2)  ; 
on  le  réduit  au  degré  [n  —  i),  en  réunissant  le  coefficient  de  r"*'  à  celui 
de  /  ',  puisque  ces  deux  puissances  sont  égales  d'après  la  définition  de  r; 
enfin  ,  dans  le  but  de  simplifier  le  produit  obtenu  et  réduit ,  on  en  re- 
tranche (i  4-  /'-i-  r*  -t-  ...  H-  r"~')  =  (j)(r)  nudtiplié  par  un  entier /n, 
convenablement  choisi. 

Inversement,  veut-on  savoir  si  un  nombre  complexe  C  est  divisible 
par  A  ,  ou  s'il  est  !e  résultat  transformé  du  produit  de  A  par  un  autre 
nombre  conijilexe  B?  On  ajoute  à  C  l'expression  in(p(^r),  m  étant  un 
entier  indéterminé  ;  on  ramené  C.  à  la  forme  d'un  polynôme  du  degré 
(•2^  —  2) ,  en  remplaçant  chacun  de  ses  termes  (y,-  +  m)  r'  par  les  deux 
termes  [(y,  -^  m  —  ai)  r'  -+-  r/,  /■""^'] ,  a.-  étant  un  entier  indéterminé; 
puis,  regardant  comme  des  inconnues  les  n  coefficients  de  B,  et  les  n  in- 
déterminées m  et  a,,  on  cherche  s'il  est  possible  d'identifier,  par  des 
valeurs  entières  de  toutes  ces  inconnues,  le  nombre  C,  préparé  comme 
il  vient  d'être  dit,  avec  le  produit  effectué  et  non  réduit  de  A  par  B.  Si 
cette  épreuve  réussit,  C  est  (tivisilde  par  A;  c'est-à-dire  que  C  est  le  ré- 
sultat transformé  du  produit  de  A  par  un  autre  nombre  complexe  B, 
pour  les  coefficients  duquel  l'identification  a  fourni  des  valeurs  entières. 
Dans  le  cas  contraire,  C  n'est  pas  divisible  par  A. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  17*; 

Tout  nombre  complexe.  A,  doni  la  iioiiue  estN,  ne  penl  élie  di- 
visé par  un  sous-facteur  (11111  nombre  premier  N',  autre  cpie  l'iinilé, 
et  qui  ne  divise  pas  N.  Soit  DT»  (A)  =  N  ,  N  un  nombre  premier;  si  A 
est  décoiiiposable  en  deux  facteurs  complexes  H  et  Cl,  l'un  de  ces  (a(  - 
teurs  aura  pour  norme  N,  l'autre  aura  pour  norme  l'unité. 

4-.  Lorscpie  A  et  R  sont  deux  nombres  complexes  ayant  pour  normi- 
un  même  nombre  premier  IN,  cbaciui  d'eux  est  divisible  par  1  un  des 
conjugués  de  l'autre. 

Si  le  nombre  C  n'est  divisible  par  aucun  des  conjugués  de  13 ,  sous- 
facteur  du  nombre  premier  N,  il  ne  pourra  l'être  par  aucun  des  con- 
jugués de  A,  autre  sous-facteur  du  même  nombre  premier  IN.  Si  Ton 
essaye  successivement  de  diviser  C  par  B, ,  |)ar  Bj ,  par  B^ ,... ,  par  B„_,, 
et  que  l'on  ne  réussisse ,  dans  aucune  de  ces  («  —  i  )  épreuves,  à  ol^te- 
nir  pour  quotient  un  nombre  complexe  entier,  on  pourra  affirmer  cpie 
X(C)  ne  contient  pas  le  facteur  premier  N  =  3ï>(B). 

5.  Soient  toujours  3l.(B)=:3î,(A)=:N,  et  N  un  nombre  premier  autre 
que  l'unité,  si  N  n'est  pas  l'exposant  n,  qui  a  poin*  sous-facteur  (  1  —  r), 
A  est  divisible  pai'  un  seul  ili"s  conjugués  de  B.  Les  {n  —  i)  sous-fac- 
teurs imaginaires  conjugués  duu  nombre  premier  autre  que  n  sont 
premiers  entre  eux;  c'est-à-dire  qu'ils  ne  peuvent  avoir  d'autres  tlivi- 
seurs  comnuins  que  des  sous-facteurs  de  l'unité. 

L'exception  relative  à  l'exposant  ?i  est  caractéristique  :  n  est  le  ^etil 
des  nombres  premiers,  pouvant  servir  de  normes,  dont  les  (n  —  1) 
sous-facteurs  conjugués  ne  sont  pas  premiers  entre  eux;  un  (piel 
conque  de  ses  sous-facteurs  reproduit  tous  les  autres,  lorsqu'on  h 
multiplie  par  des  coefficients  dont  la  norme  est  i.  L'exposant  /t  n'a 
réellement  qu'un  seul  sous-facteur;  on  peut  adopter  ),,  =  (1  —  r)  : 
n  est  divisible  par  ).','"',  et  non  par  une  puissance  supérieure  de  ).,. 

G.  liOrsque  A  a  pour  norme  le  produit  de  deux  nombres  prenners 
différents  M  et  N ,  dont  on  connaît  deux  sous-facteurs  respectifs  a  et  ù. 
A  est  divisible  par  un  des  conjugués  de  a  ,  ensuite  par  un  des  conjugués 
de  ^,  et  le  quotient  définitif  a  pour  norme  l'unité. 

Lorsque  =il>  (A)  contient  comme  facteur  un  nombre  premier  ]N  ,  élevé 
à  la  puissance/,  a  étant  un  sous-facteur  de  N  ,  A  est  successivement 
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divisible  /  ibis  par  un  des  conjugués  de  a;  le  conjugm-  diviseur  pmi- 
vaiit  varier  d'une  division  à  l'autre. 

La  décomposition  dun  nombre  complexe  en  ses  facteurs  premiers, 
et  la  déterntination  àyi  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  non;- 
bres  complexes,  résultent  de  ces  diverses  propositions. 

7.  La  sonune  de  deux  n'"'""'  puissances  (A" -(-  B")  est  décomposable 
en  n  facteurs,  et  l'on  a  généralement 

^7)  A"  -  B"  =  (A  +  Bj  (A  +  B/-)  (A  -h  Br^'j  (A  -^  B/-')  .  .    (A  ■+  B/-"'-') , 

(juels  que  soient  les  nombres  A  et  B  ,  entiers  ou  complexes. 

Lorsque  A  et  B  sont  des  nombres  entiers,  le  premier  membre  de 
l'équation  (7),  et  le  premier  facteur  du  second  membre,  sont  aussi  des 
nombres  entiers;  les  quatre  derniers  facteurs  sont  complexes  et  con- 

— —  I  •  On  peut  poser  généralement 

'^  ^l=MA^Br),      ou      A±:Br=.y(^). 

(^uand  on  prend  A  =  B  r=  1  ,  on  ti'ouve 

I  -i-  r  =  sj  [i) .      I  -  r  =  sf{n). 

.Si  le  nombre  complexe  A  (i)  est  divisible  par  X,  =  (1  —  /•),  la  sonune 
de  ses  coefficients  est  un  midtiple  de  n  :  en  effet,  n  désignant  cette 
somme  des  coefficients,  on  aura 

A  =  B),,  +  a, 

B  étant  un  quotient  complexe  à  coefficients  entiers;  si  A  est  divisible 
par  > ,  ,  il  faut  que  a  le  soit  aussi  ;  mais  a  ,  nombre  entier,  ne  peut  être 
divisible  par  >.,  ,  que  s'il  l'est  par  n,  ou  par  X'/^V  Donc  a,  somme 
des  coefficients  de  A,  est  un  multiple  de  «,  lorsque  A  est  divisible  par/,. 
Alors  3C  (A)  est  divisible  par  n. 

.Soient  3b(A)=N,  et  N  un  nombre  premier  autre  que  n,  la  somme  a 
des  coefficients  de  A  ne  sera  pas  divisible  par  71;  les  (n  —  1)  conjugués 
de  A  ont  la  même  somme  de  coefficients  ;  Jb  (A) ,  nombre  entier,  qui  est 
le  produit  de  ces  {n  —  i)  conjugués,  sera  donc  de  la  forme  {a"~'  -h  riQ)  ; 
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et.  einplovant  h  notation  de  M.  (iaiiss.  on  ;iiMri 

N  =^  ^^.(A)  —  ^"-'--!   (nuxl.  //), 

c'est-à-dire  que  N  sera  de  la  forme  {ni  -\-  i). 

î.a   nonne  de  tout  nombre  complexe  A  (i)  divise  une  inlinité  de 

nombres  entiers  de  la  forme   (^:^j-=>y")-   S''  '''"'^  '*'^  formules  (8),  on 

donne  à  A  el  iJ  des  valeurs  entières,  on  obtiendra,  comme  exemples, 
les  sous-facteurs  de  plusieurs  nombres,  |)remiers  ou  composés.  On 
pourra  en  déduire ,  soit  immédiatement ,  soit  par  des  essais  de  division . 
les  sous-facteurs  des  nombres  premiers  de  la  forme  («/'-+- 1). 

8.  Quand  A  et  13  sont  des  nombres  complexes,  il  est  préférable, 
pour  ce  qui  suit ,  de  donner  à  l'équation  (j)  la  forme  suivante  : 

(9)    A"  -H  B"  =  (A  +  B)  (A/'+  Br"-')  (Ar=  +  Br'-^) ...  (A/-"- '  -f-  15/-). 

Si  l'on  désigne  par  M,  M',  xM",  .  .  .,M  ""'    les  u  facteurs  du  second 
membre,  on  reconnaît  facilement  que  ces  facteurs  vérifient  les  "  "~^l 
équations  comprises  dans  la  forme  générale 

110)  M<'-'-+- M"' •  =  z,^,_,^.M^    '    ', 

en  ayant  soin  d'augmenter  de  n  V\n\  des  indices  /et  /',  quand  ils  sont 
de  parités  contraires,  ce  qui  ne  change  pas  le  nombre  dont  l'indice  est 
augmenté. 

Il  résulte  des  relations  (10),  qu'un  nombre  complexe,  dont  la 
norme  n'est  pas  l'unité,  ne  peut  diviser  deux  des  «  facteurs  M'"  sans 
diviser  tous  les  autres.  L'équation  (9)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

i.w)  A"  -I-  B"  :=  K".m.m'.m".  .  .  m"-", 

K  étant  le  produit  des  diviseurs  communs  aux  M''  ,  et  m'  le  quotient 
de  M'''  par  R.  Les  nombres  m  '  ,  actuellement  premiers  entre  eux, 
c'est-à-dire  n'ayant  d'autres  diviseurs  communs  que  ceux  dont  la 
norme  est  l'unité,  vérifieront  les  relations  (:o).  Si  A  et  B  sont  premiers 
entre  eux,  Is.  ne  peut  être  que/,,  a  la  première  puissance  seulement. 

Tome  XII.  —  AvuiL  iS'iJ.  ^3 
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Un  .somme  des  ^i"^'""  puissances  de  deux  conjiigiiés  directs  d'un 
nombre  complexe  inuiginaire  A  est  le  produit  de  11  nombres  com- 
plexes réels.  La  difféience  de  ces  mêmes  puissances  est  égale  à  ta  n"'"" 
puissance  d'un  des  sous-facteius  de  ;/,  multipliée  par  //  nombres  com- 
plexes réels;  ainsi,  cette  différence  est  divisible  j)ar/'J. 

9.   Soit  proposé  de  résoudre,  en  nombres  complexes,  l'équation 

[\i)  .  A" -f- B"  +  C"  =  o. 

On  pei:t  supposer  que  A,  B,  C  sont  premiers  entre  eux,  ou  qu'ils  ne 
sont  pas  divisibles  tous  les  trois,  et,  par  suite,  deux  d'entre  eux,  |)ar 
un  même  sous-facteur  d'un  nombre  premier  autre  que  l'unité. 
On  a  généralement 

(i?))     (A+  B  +  C)"  =  A"  ~  B"  -+■  C"  -+-  «(A  +  B)  (C  +  A)  (B  +  C)  P, 

P  étant  une  fonction  entière  et  symétrique  de  A,  15,  C,  dont  la  forme 
dépend  de  l'exposant  n.  Si  A,  B,  C  sont  les  nombres  complexes  qui 
vérifient  l'équation  proposée,  cette  équation  (i3)  se  réduit  à 

(i4)  (A  +  B  +  C)"  =  n  (A  +  B)  (C  +  A)  (B  -t-  C)  P  : 

n  est  divisible  par  Xy""'  ;  le  premier  membre,  qui  est  ime  n'"""  puis- 
sance, est  donc  divisible  par  ),,,  el  (A  f-  B  +  C)  par  ).,.  Connue  le  pre- 
mier, le  second  membre  doit  admettre  le  diviseur  X",,  et,  puisque  // 
n'admet  que  X','~',  il  faut  que  l'un  des  quatre  derniers  facteurs  soit 
divisible  par  X,  ;  si  c'est  l'un  des  trois  'facteurs  (A  +  B),  (C  +  A)  ou 
(B  +  C),  puisque  (A  +  B  -t-  C)  est  divisible  par  X,,  il  s'ensuivra  que 
C,  B  ou  A  le  sera  aussi;  si  c'est  le  dernier  facteur  P  qui  admet  le  divi- 
seur X,,  on  déduit  encore,  pour  beaucoup  de  valeurs  de  n,  que  l'un 
des  trois  nombres  A ,  B,  C  est  nécessairement  divisible  par  leur  sous- 
facteur. 

Autrement:  soient  a,  b,  v  les  sommes  des  coefficients,  dans  les 
nombres  complexes  A,  B,  C;  n  étant  divisible  par  X','"',  et  non  par  une 
puissance  supérieure,  l'équation  (12)  se  met  sous  la  forme 

PX';  -+-  in"  +  h"  -h  c")  =  o, 
et  le  second  membre  étant  zéro,  le  premier  doit  être  divisible  par  X';  ; 
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cv  qui  exige  que  ia  somme  {a"  -\-  b"  +  c")  soil  un  inultipU;  île  /r'.  Ui 
ou  (li'iuonlre,  pour  une  classe  très-nombreuse  d'exposants  ti  (tels 
que  «  =  5,  II,  17,  i),...),  que  celte  somme  des  n'''""  puissances  de 
trois  nombres  entiers  ne  peut  être  un  luulliple  de  /<*,  sans  que  l'un  des 
trois  n()nd)res  n,  /',  r  soit  divisil)!*;  par  Ji  (Li-c.iMutr ,  Mdinoiies  (!<' 
l'y"! endémie,  iS-ii^;  pour  tous  ces  exposants,  l'un  des  trois  nondjres 
complexes  A,  B,  C  sera  divisible  par  X,.  Nous  supposerons  que  notre 
exposant  n  appartient  à  cette  classe,  et  que  C  soit  divisible  par  >.,. 

10.  Soit  propost'  de  résoudre,  en  nombres  complexes,  l'équation 

(i5)  ■     '  ■   '•  A"-i-B''  =  /5C", 

p  étant  un  coetdcient  complexe  réel  ,  dont  la  norme  est  l'unité,  et  qui 
a  pour  forme  générale  [zj, z|,.zj,,....].  Le  nombre  des  z^  (3),  qui  entrent 
dans  le  produit  p,  est  au  plus  ^(/î  —  3) ,  car  l'une  des  -j  («  —  ')  valeurs 
de  Zj  est  exclue  par  la  relation 

9 

Les  exposants  /,  /',  /",...  sont  tous  inférieurs  à  «,  car  z'*"^.C"  est 
égal  à  z|,  (s),  C)",  et  l'on  peut  prendre  (z'/,C)  pour  C. 

Soit  i  la  somme  des  exposants  [l  -{-  l'  -h  l"  +  ..];  1'  sera  la  somme 
des  coefficients  du  nombre  complexe  p  ;  le  nombre  {p  —  a')  est  divisible 
par  )., ,  puisque  la  somme  de  ses  coefficients  est  nulle;  on  a  donc 


/î  =   2'  +  A,  /5 


1    ' 


p',   étant  un  nombre  complexe;  on  aura  aussi,  en  cbangeant  /  en  - 
ou  en  /•""'', 

/5  =   2'-h  X„_,p'„_,, 

car  p  reste  le  même;  égalant  ces  deux  valeurs  de  p,  il  vient 

mais  on  a 

X,  =  I  -  r,     X„_.  =  1  -  r"-'  =  -/■"-'  X,  ; 

substituant  et  divisant  par  X,  ,  il  vient 

a3.. 
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Le  second  membre  étant  zéro,  le  premier  est  divisible  pai-  >.,;  ilDu  il 
suit  que  la  somme  des  coefficients  f>\  est  un  multiple  de  ?i,  ou  que  f>, 
t'St  divisible  par  X,  ;  conséquemmeni  [p  —  '-i'  >  est  divisible  par  X'f .  Posons 

flou 

,5  =  2'-+- ).;;_,  p„_,,     et     p^  —  r"^p„^, 


-t  ? 


on  ne  pourra  rien  conclure  relativement  à  la  divisibilité  de  p\ 
par  >.,  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  si  (p  —  a')  est  divisible  par  une 
■puissance  impaire  de  ),,,  il  le  sera  nécessairement  par  la  puissance 
paire  qui  la  suit. 

Ainsi  (j5  —  2')  est  divisible  par  une  puissance  paire  de  X,.  Mais,  afin 
de  n'être  pas  arrêté  dans  la  résolution  des  équations  proposées,  il  faut 
admettre  que  cette  puissance  paire  est  toujours  inférieure  k  >.p',  pour 
toutes  les  valeurs  de  p,  qui  ne  sont  pas  des  »'"""  puissances.  Par  une 
méthode  de  vérification  qu'il  serait  troj)  long  de  développer  ici ,  on 
reconnaît  que  ce  théorème  existe  dans  le  cas  des  exposants  /z  :=  5,  7, 
II,  i3,  ig,  23,...;  mais  qu'il  n'a  pas  lieu  |)our // =r  17,31,.... 

H.  Il  est  une  autre  manière  d'énoncer  le  théorème  dont  il  s'agit. 
Si  la  différence  {p  —  2')  est  divisible  par  ).;*,  il  est  facile  de  voir  que 
\p"~-  2'")  est  divisible  par  X^*"^""'.  Cela  jjosé,  on  a  identiquement 

f.-7.'  =  {p"  -    2'")  -f    2'(2"'"-''  -   l)  +  f  (,   _  p''-<); 

si  le  premier  membre,  ou  {p  —  2'),  est  divisible  par  X',"',  ou  par  n.  il 
en  sera  de  même  du  second;  mais  (p" —  2'")  est  alors  divisible  par 
^2;n-ii  Q,,  pa,,  ^2^  ^2'  ""''  —  i)  l'est  par  n;  il  faut  donc  que  p{i  —  p"~'), 
et,  par  suite,  (i  —  p""')  soit  divisible  par  X','"'  ou  par  n. 

Si  donc  on  établit,  pour  un  exposant  donné,  que  (1  —  p"~')  ne  peut 
être  divisible  par  71,  il  sera  démontré  que  (p—  i')  ne  peut  l'être  par  Xp'. 
Ce  qui  revient  à  prouver  que  la  congruence 

I  —  .x"~'  =^  o       (mod.  m, 

laquelle  est  satisfaite  en  prenant  pour  x  un  nombre  entier  quelconque 
premier  avec  n,  ne  peut  être  vérifiée  lorsqu'on  prend  pour  r  un  sous- 
(acteur  réel  de  l'unité  qui  ne  soit  pas  une  n"''"''  puissance. 
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12.  Admettons  que  la  (liliV-rcnce  [fj  —  2'  ne  puisse  clii'  divisiljlc 
que  p.ii-  une  j)iiissance  pain;  de  /,  iMlériciin:  à  À','  ',  quel  que  soit  d'ail- 
leurs le  uoiuhre  complexe  p  ayant  pour  nonne  runité,  et  qui  n  isl 
pas  une  ii'^""'  puissance.  Mors,  l'équation  (1  5)  m-  peut  exister,  si  ('. 
n'est  pas  divisible  par  /,  :  en  ell'et,  on  a  généralement 

(A  4-  B  -  l'C)"  =  A"  -I-  H"  -  l'-'C"  -I-  n  (A  -h  H)  (A  -  -l'C.)  H  -  u'C,  P  . 

et,  dans  le  cas  de  l'équation  (i 5), 

(A  H-  B  -  l'C)"  =  {p  -  2')C"-|-  2'(i  — i""-'  )(:" 
+  n  (A  +  B)  (A  -  9.'C)  (B  -  ^'O  P. 


(.6) 


Par  les  facteurs  (p  —  2'),  (1  -  2'"-"),  n,  les  trois  parties  du  second 
uKMubre  sont  divisibles  par  ).,  ;  le  premier  membre,  qui  est  une  n"''"' 
puissance,  est  donc  divisible  par  ),;',  et  (A  +  B  —  2'C)  par  /.,  ;  alors  le 
second  uiembre  doit  admettre  le  diviseur  X';,  et  puisque  n  ou  X"-'  di- 
vise les  deux  dernières  parties,  il  faudra  que  la  première,  ou  (p  — a')C:", 
soit  au  moins  divisible  par  >."-';  mais,  d'après  le  tbéorème  admis, 
(p  — a')  ne  peut  être  divisé  par  inie puissance  aussi  élevée  de  X,  :  donc  C. 
et,  par  suite,  A   f-  B,  doit  être  divisible  par  X,. 

15.  Ainsi,  dans  les  équations  proposées, 

j  A''+B"  =  (-C)", 
!   A"  -T-  B"  =  pC", 

C  est  divisible  par  X,,  A  et  B  ne  l'étant  pas.  Alors  C,  divisible  par  X,. 
l'est  nécessairement  par  X^  ;  ce  que  l'on  démontre  de  la  même  manière 
«pie  poiu-  l'exposant  5.  D'après  cela,  si  l'on  décompose  le  premier 
membre  en  ses  n  facteurs  complexes,  comme  l'indique  l'équation  (n) , 
on  établit ,  tout  comme  pour  n  =  5,  que  le  premier  facteur  (A-+-  B)  doit 
être  divisible  par  X';*',  et  chacun  des  {n  —  1)  autres  facteurs  par  X,  seu- 
lement. D'où  suit,  qu'en  divisant  ces  facteurs,  etC,  parX,,  désignant 
les  quotients  par  M,  M',  M",...,  M'"-",  et  B,  on  aura  à  résoudre  ou  a 
vérifier  une  équation  de  la  forme 

(18)  M.M'.M".M"'....Ar"-'*  =  pR«; 

R"  et  M  sont  divisibles  par  X'j  ;   les  facteurs  M",  premiers  entre  eux. 
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YPiideiit  les  relations  (lo);  f,  esl  ou  i.  ou  le  coefficient  complexe  défini 
au  n°  10.  Cliaque  (acteur  M"  doit  être  de  la  forme  v*''p."'",  ou  égal  à 
la  n""'"''  puissance  d'un  nombre  complexe,  multipliée  par  un  coeffi- 
cient dont  la  norme  est  l'iuiité.  Tout  coefficient  v"  est  de  la  rorn\e 
"(Miérale  [r*  ij,  cj. ...] .  produit  du  nombre  imaginaire  /*  i)ar  le  nombre 
complexe  réel  [zj, zj,....]. 

On  peut  réduire  à  l'unité  l'un  des  coefficients  v",  en  multipliant, 
dans  l'équation  (18),  tous  les  facteurs  M",  et  R,  par  \r"-'' z'ir'  z';~'' ...], 
ce  qui  ne  troublera  pas  cette  équation  (18;,  et  ce  qui  n'empêchera  pas 
les  nouvelles  valeurs  des  M"  de  vérifier  les  équations  (10).  Nous  sup- 
poserons qu'on  ait  ainsi  réduit  à  l'unité  le  coefficient  de  p.'"~'^  ,  dans 
M"~'  (pii  n'est  pas  divisible  par  X,. 

li.  Parmi  les  équations  (10),  qui  ne  comportent  réellement  que 
(«  —  2)  relations  distinctes,  on  prendra  les  («—  i)  équations  qui  contien- 
nent M  dans  leur  premier  membre;  et  retranchant ,  de  chacune  d'elles, 
sa  conjuguée  de  l'ordre  («  — i);  observant  que  la  différence  des  n"''"" 
puissances  de  deux  conjugués  directs  |fJt-',"~""  —  fJ!-i,"~""J  est  divisible 
par  ).', ,  et  que  (j.]  ,  ju.;!-i  admettent  le  même  diviseur,  on  établira,  comme 
dans  le  cas  de  l'exposant  5,  que  la  différence 

vSV;'"  - v'-L,  ixs;r,  =  (v^'- vi!l,)/^';"  +  vil  {p.f  -  p^iT.) 

doit  être  divisible  par  ).", ,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  /  =  i,  2  , 
3,...,  (72  —2);  et  qu'il  en  est  de  même,  coiiséquemment,  de  la  diffé- 
rence (v';  —  vl;l,).  Or,  y';'  étant  de  la  forme  [/*  z',, zi]....],  on  a 

v';)-vî,'i,  =  r*(i  -r'*).zU-;.'..., 

et  cette  différence  ne  peut  être  divisible  par  /',  ,  que  si  h  =  o.  Donc 
totis  les  coefficients  v',  v",...,  v '""**,  et  ,  par  suite,  v,  sont  réels;  c'est-à- 
dire  qu'ils  ne  peuvent  admettre  de  midtiplicateur  r*. 

là».   Parmi  les  relations  (10)  se  trouve  celle-ci  : 

(19)  M<"-''  +M'.-=z,M, 

qui  va  nous  suffire  pour  achever  la  démonstration.  D'après  ce  qui 
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précède,  on  a 

(20)  M  =  v//',     M'  =  '/</',     M"-"  =:  fx»"-""; 

p.  est  divisible  par  X,,  el  non  ij.',  ni  ij."  '  ;  le  coefficient  de  [j:"~^  "  :i  été 
réduit  à  l'unité;  les  coefficients  v  ,  v'  sont  réels  et  de  la  forme  atlriljute 
à  p,  n"  10.  Les  valeurs  (20),  substituées  dans  l'équation  (19).  doniit-nt 

(21)  fx'"-""  +  v'-/'  =  Z,  VfJ.". 

Or,  le  théorème  des  n°*  10  et  1 1  étant  admis,  l'équation  (2  1  j  nt-  ptMil 
subsister,  si  v'  n'est  pas  l'unité:  en  effet,  soit  ■?.'  la  somme  des  coef- 
ficients du  nombre  complexe  v',  011  a  généralement 

(22)  (p."'-"  +  2' p.'  +  Afx)"  =  fi("-'»"  +  2'">"'  -f-  k"ij."  +  «Q . 

A-  et  Q  étant  des  nombres  complexes;  substituant  à  [j.'"~''"  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  (21) ,  on  a 

■  (p.'«-"  +  2'\a'  +  kix)"  =  [2''(2("-'»''  -  i)  -  y-  2'    1  y.'" 

H-  [yt"-i-  z,v]y."   h  «Q. 


(23) 


Par  les  facteurs  (2'"-'"  —  i),  (v'— 2'  ),  |x",  /i,  toutes  les  parties  du  second 
membre  sont  divisibles  par  X,;  le  premier  membre  est  donc  (livisd)le 
par  X'J,  et  le  second  doit  admettre  le  même  diviseur;  mais  p."  est  ili- 
visible  par  ï.'\,  (2"""''  —  1)  et  n  le  sont  par  X','~*,  il  faut  donc  que  le 
terme  (v' — '^')l^'  soit  aussi  divisible  par/','"';  et  puisque,  d'après  le 
théorème  admis,  v'  —  2')  ne  peut  avoir  pour  diviseur  une  puissance 
aussi  élevée  de  >,,,  il  faudrait  que  p.'  fût  divisible  par  )., ,  ce  qui  nest 
pas.  Donc  v'  est  nécessairement  égal  à  i  ;  alors  l'équation  {11),  ou 

(24)  /x^"-""  +  p.'"  =  .^  v.p."  =  p'.u." 

a  la  même  forme  générale  que  la  seconde  équation  (i^;  dOu  nous 
sommes  partis,  mais  est  exprimée  en  nombres  complexes  dont  les 
normes  sont  beaucoup  plus  petites. 

Si  p'  est  le  même  que  p,  cette  nouvelle  solution  en  uouibres  plus 
petits  démontre  l'impossibilité  de  l'équation  proposée.  Si  p'  diffère 
de  j5,  on  peut  trailer  l'équation  (24)  comme  celle  d'où  l'on  est  parti. 
pour  en  déduire  une  troisième  de  la  même  forme  générale.  Apres  un 
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notiibre  limité  de  déductions  semblables ,  on  ivtoiuljtra  iiécessairenieiil 
sur  ime  équation  (a 4) ,  poui-  laquelle  p'  sera  égal  au  coefficient  p  d'une 
des  équations  antécédentes,  et  i\  s'ensuivra  encore  que  toutes  sont 
impossibles,  en  nombres  complexes  ayant  des  normes  funes. 

On  peut  démontrer  d'ailleurs,  en  s'appuyani  sur  le  théorème  admis, 
qu'il  n'est  pas  possible  que  deux  des  facteurs  M"'  n'aient  poui-  normes 
que  l'unité;  ce  qui  met  hors  de  doute  le  décroissenienl  rapide  des 
nombres,  dans  la  série  des  équations  déduites. 

Conclusion . 

Les  équations  proposées  (17)  sont  impossibles  en  nombres  com- 
plexes ayant  des  normes  finies,  si  l'exposant  n  appartient  à  la  classe 
définie  au  n"  9,  et  si  le  théorème  énoncé  au  n"  li  a  lieu  pour  cet 
exposant.  Exemples  :  n  =  5 ,  11,  i'5. 

Si  la  dernière  condition  est  seule  satisfaite,  la  seconde  des  équa- 
tions (17)  e.st  impossible,  p  n'étant  pas  l'imité.  Exemples:  «=1:7, 
i3,  19. 
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SUR    r.FS    îVOMimF,S    COMPT.EXES 

QUI   SONT   FORMÉS   AVEC    LES   NOMBRES   ENTIERS   RÉEI,S 

ET    I,ES    RACINES    DE    L'UNITÉ; 

Pau  m.   lUiaOIERn. 


Niiineii  complexi,  qiios  sunimus  Gaussiiis  primus  in  doctiinan)  nimicioiuiii  intio- 
diixit,  et  quorum  auxilio  rcsiiliioruin  biquadiaticorum  thcoriam  absolvit ,  rurinain  ha- 
liont  a  +  b  \J — I.  Prseter  hos  auteni  numéros  complexos  alii  etiam  innumeri  fingi  pos- 
sunl,  qui  ad  alla  doclrinac  numeroruni  capita  codcm  modo  pcriincant,  quo  hoc  genus 
simplicissimum  numcrorum  complexorum  prœcipuo  ad  residua  quadralica  et  biquadra- 
tica  référendum  est.  Inter  hos  prïecipue  notatu  digni  videntur  numeri  eomplexi  altio- 
ribiis  unilatis  radieibus,  pcr  numéros  inlegros  reaies  multiplicatis ,  compositi,  qui 
doctrinae  de  soctione  circuli  et  de  residuis  potestatum  altiorum  inservinnt,  et  cuni  lis 
disciplinis  tam  arcte  conjuncti  sunt,  ut  ab  ipsis  quasi  generentur.  Quae  de  iis  numeris 
liactenus  in  publiciim  cdila  siiut  summo  geometrse  Cl.  .lacobi  debentur,  qui  primus  de- 
uionstravit  queuilibet  nuuierum  primum  f'orm»  ml -h  i  in  duos  factores  complexes  ejus 
generis  discerpi  posse.  Quod  idem  numerus  primus  p  pluribus  modis  diversis  in  factores 
duos  diffinditur,  et  quod  producta  certa  ex  iis  faetoribus  formata  per  alios  factores  di- 
visibiles  liunt,  neque  tamen  hi  ipsi  factores  cum  illis  (ompensari  possunl,  res  maxiuii 
momenti ,  indicat  hos  factores  non  esse  primes  sed  composites.  Ulteriorem  factorum 
dissolutionem  in  factores  primes  Cl.  Jacobi  pro  iis  numeris  perfecit,  qui  radiées  unitatis 
quintas,  octavas  et  duodecimas  continent,  ejusquc  rei  netitiam  cum  regia  Acadeiiiia 
litterarum  Berelinensi  communicavit.  In  hoc  qusestionum  génère  etiam  ea  versantur, 
quae  vobis  almae  Universitatis  Albertiuae  viris  doctis  illusirissiuiis  tancpiam  uiagna;  me* 
crga  vos  ebseivantia»  et  reverenlia;  documentum,  hac  occasione  solemni  data,  Iradere 
audeo. 

[*]  C'est  le  Mémoire  que  nous  avons  annoncé  à  la  page  i36:  il  a  éié  imprimé  pour  la  première 
fois,  comme  nous  l'avons  dit,  en  i844!  *  Breslau,  sons  ce  titre  :  De  numeris  comptexis,  tjui  radieibus 
unilatis  et  numeris  integris  realihus  constant,  et  adressé  par  l'Université  de  Breslau  à  l'Université  do 
KœniEsberg,  à  l'occasion  du  troisième  jubilé  séculaire  do  cette  dernière  Université.  Nous  donnon» 
ici  le  texte  laliii.  Nous  n'avons  pas  eu  le  temps  d'en  faire  la  traduction.  (J.  LioiviixE.) 

TomeMI.  — Mai  1847.  ^4 
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Si  a  (.'st  radix  (|u<iedara  priinitiva  aequationis  a'  =  i ,  (|ueiniibet  lunctioneni  ratiuiialciii 
intégrai!)  ladicis  a ,  rujiis  oniiios  coefficientes  numeri  integri  sint ,  niiiiicnini  intpgrum 
roniplexuiii  voco.  Talis  functio ,  «quationis  a.'  =  i  ope,  statini  ad  giaduin  "a  —  i  redii- 
fitnr,  itaquc  nunieroriim  coniplexoriini  quos  tracraluri  sumiis  forma  generalis  est  liœc 

/(a)  =  n  -(-  fl,x-t-  «.,a-  -|-...+  «^_,  a'^'  ; 

niimeium  A  hir  ubique  nunierum  piininm  aeeipimiis,  qui  est  casus  inaximi  inomeiiti, 
l't  quasi  Ions  a  qiio  tola  lisee  doctrina  deiivatur.  Inde  rejecta  radice  a:=  i,  quae  hac 
eonditione  est  sola  radix  non  primitiva  ,  habemus  aequationem 

I  -t-a  -t-aM-...-)-a'~'  =0, 

ciijus  ope  ex  repra'sentatione  numeri  complexiyia)  uniis  terminus  removeri  potest , 
ex.  gr.  nitimus,  quo  facto  nunierus  complexus  resi>ectu  radicis  a  ad  gradum  >  —  ?.  de- 
primitur.  Hanc  autcm  reductioneni ,  <|u<e  sununarum  symetriam  turbaret,  in  univer- 
suni  non  adoptabinuis,  sed  retentis  omnibus  terminis  et  coefficientibus  a,  n,,  a.,  etc., 
apquatione 

I  -(-a-)-a'+...-)-x'^'i=:o 

ita  iitemur,  al  suinuia  omnium  coefficientium  «-+-«, -(-a,-i-...+a^_|  quodam  modo  in 
poteslate  nostra  sit.  Nam,  ,v(  coefficientes  numeri  complexi  f{a.)  omnes  eodem  numéro  aii- 
gcntur  vel  minuuntur,  hic  ipsc  numerusf[a.)  non  mutatur,  quia  nihil  accedit  nisi  multi- 

plum  forniae  i  -H  a  -f-  a'-|--.-+  *''""',  quae  nihilo  aequaiis  est.  Vice  versa,  duo  numeri 
complexi  œquales  esse  nei/ueunt  nisi,  coefficientibus  omnibus  eodem  numéro  auctis  vel 
minutis,  aller  prorsus  idem  fit  ntifiic  altvr.  Positis  enim 

/(a)  =:  a  H-  «,  a  -|-«2a'  -t-  •■+  a^_,a'~', 

o(x)=  A  -+-  6,  a-|-i,a'-f-...-(-  6__,  ■j'~\ 

si  est /(a)  :=  <f  (a),  habemus 

0  =  «  —  />-h  (rt,  —  b,)  «  +  (a,  —  6,)a'-4-...+  (a^_,—  6;_,)a^-'. 
Hier  autem  aequatio  gradus  a  —  1  idem  valere  débet  atque  sequatio 


quia,  si  res  aliter  se  haberet,  ex  utraque  «equatione  conjuncta  alia  aequatio  gradus  mi- 

noris  prodiret,  cujus  coefficientes  rationales  esscnt,  quod  fieri  non  posse  ex  Gaussii 

disquisilionibus  aiithmeticis  notuin  est.  Itaque  ex  ;equaiitalu  numerorum  /(ai  et  ^  [a.) , 

sequitur 

a  —  bz=a,  —  é,=:a] —  ij  =  ...=:«;_.  —  ^/  —  i- 


inJKKS   ir  AI>l»LIQl)KliS.  1H7 

In  iiuiiuio  comploxo /(aj  est  a.  radix  ((uxclam  aFfiiiuticinis 

I  -f-  a  -(-a'+...-f-a'~'  =  (), 

ciijus  ceterae  rudices  iiniiis  a  potcstates  suiil  ;  munibus  iis  radicibiis  loco  a  in  _/  (aj  suli- 
stitmis  habeimis  >  —  1  luiiinios  (•oniplfxos/(a),/(a'),/(a'),...,/(a'"^  '),  qiios  numcm.i 
eonjunctos  nppellabinuis.  Inter  hos  bini  ad  radiccs  reciprocas  pertinent ,  seilieet  /(a'') 
et  /'(^3t~''') ,  cpios  riiiincrns  rrciprnros  vocare  ronvenil.  Produclum  omniun)  niimenirnrii 
ronjunctorum  tanquani  i'unctio  invariabilis  intégra  omnium  radicum  aeqiialitmis 


semper  est  nuinerus  realis  intcger,  <]ui  numcri  compicxi  norma  appellatur.  Kx  ipsa 
normae  definitionc  statim  perspici  possunt  propositiones  simplices  :  numéros  conjuncios 
ramdcni  normam  habcre,  et  nnrmam  produrti  œqaalem  esse produrin  ex  normis  singiiln- 
runi  factoriim.  Numcri  com])lexi /(a)  nurniani ,  pra-eunte  Ci.  Lcjeunc-Diriclilel ,  pra-- 
posita  littera  N  designamiis,  ita  ut  sit 

N/(a)  =/(«)/(«')/(«»)... /(a—); 

undc  hae  propositiones  tali  modo  exhiberi  possunt 

N/(aO  =  N/(a)     et     N[/(a)ç(a)]  =  N/(«).N?(«). 

§11. 

Si  omncs  coefficicnles  numcri  romplexi/(a)  pro  indcterminatis  habentur,  et  produi- 
tum  factoruni  omnium  qui  normam  constituant  evolvitur,  forma  homogenea  gradus 
À  —  I  et  >  indeterminatorum  prodit,  quorum  vero  unus  ex  arbitrio  eligi  potest,  itu 
ut  ),  —  I  numcri  indcterminati  remancant.  Omnes  igitur  disquisitiones  de  numeris  com- 
plexis  pro  disquisitionibus  de  talibiis  formis  gradus  /  —  i  totidemque  indcterminatoruni 
iiaberi  possunt.  De  formatione  hujus  formse  notare  convenit  eam  pro  aequationc  haberi 
poise ,  qnae  ex  aequationibus  duabus 

o  =1  «  +  a,  a  4-  a,_a'  -I-...+  Oy_^  a'  ~' , 


quantitatc  a  eliminnta,  cfficitur,  quani  camdem  esse  atqne  sequalioncni 

/(a)/(a').../(a'-)-o, 

ex  notissimis  regulis  algebraieis  constat.  Alio  modo,  norma  lanquam  denominator  com- 
munis  invenitur,  qiiem  systematis  ?equationum  linearium  incognit.-ï  cvoiutse  babent. 
Quales  dcnominatores  Cl.  .lacobi  determinantium  nomine  ornavit  et  pluribus  locis  in- 

a4.. 
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geniosissime  traclavit.  Accipiimis  systcnia  anjuatioiuim  liiicarinm  liocce  : 
a  l>  -h  tiy_  ,b,  -4-  fl^__,  i.-|----+  Of  i,_|  =  c  -^  m , 
ti.b  -h     fi  0,     -H  n^_,  i..+  ...+ /•i..i^_,  =:  c,-(- w, 

,.,  /         n.b -h     o,b,     +  a  b-,        +...-♦- «j  6^  _,==  c,-|- /w, 

cujiis  incognita;  sint />,  />,,  h,,...,  /•";_,,  easqiie  œquationes  secuncluni  ordineni  iniilri- 

plicaraus  per  i,  a,  st',-.,  a'~',(|iu)  facto  siimina  omnium  facile  in  liaiK    formaiii  ré- 
el igitur 

(a -l-fl,  a  4- «,«'+•••+ <!;_,«''"')(''  +  b,a  +  b, a' +...■+■  *;_,»'"■') 
inde  po$itis 


/(a)  =r  «  -H  n,«-|-a;a'  -f-.-.-t-  «;_,  a'"', 


est 


/fa).  «>(«)=  -^-l», 
et  utraqiic  parte  per/(a')/(a'). .  ./(a'~')  multiplicala,  lit 

7  (a) .  N/(a)  =.  ^;  (a)/(a')/(«')- /■  («'— )  , 

sive 

?(«)- pj7(^ ' 

ex  «pio  appaiot  (|iiantitatum  b,  b,,  b^,...,  6;_,,  quae  formulam  cp  (a)  constituunt ,  de- 
nominatoreiii  generaiem  esse  normam  Ny"(a),  uti  contendimus. 

Quiiin  norina  sit  forma  aliqua  gradiis  \ — i  et  a — i  indeterminatoniiii,  statiin 
quaestio  oboritiii-  de  niimeris  qui  hac  forma  reprsesentari  possint  <:t  qui  non  possiiit. 
Hane  autem  quastionem  gravissimain,  qua;  sine  dubio  inter  mysteria  doctrinae  niime- 
rorum  maxime  recondita  referenda  est,  liactenus  non  potuinuis  absolvere;  sola  liaec 
propositio  elementaris  ad  hanc  quaîstionem  spectans  :  normnni  fcmpir  Jtabcrc  fonnrini 
nn -j-  I,  vel  m'k  ,  jam  hoc  loco,  quasi  in  limine  dis(iuisitiontim  nostrarum,  facile  de- 
monstrari  potest  Qiiem  ad  fineni  adhibemus  très  nnn)erf)S  ci)nq)lexosy'(a),  (p  fa)  et  ■]/  a), 
eosdeni  quibus  modo  usi  sumus,  quorum  vero  coefficientes  omnes  integri  sint.  Si  est 

inter  coefficientes  iioruin  numcrorum  complexoruni  sequationes  lioeares  (A)  locum  ba- 
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bere  Jcbeiit ,  iisquc  udditis  fit 

(a  -i-a,  +  a,  +.  .  .  +  a■_^)  [b  +  b,-h  0,  -i-  ...  -h  b-  _,) 
=  c -H  c,  -H  c,  +  ...  +  r  .  _,  -(- Am, 

(juae  ;e(|iiatio  iii  (.■oiiynicnliaiii  pro  inodtilo  a  iniltata  docet  :  \itmnuiiii  coefficicntiitiu 
producti  duoriim  numcrnrum  coniplcxoruin  producta  r  suminis  luefficivntiiuii  utrinsiiiif 
fartoris  congnuim  cssc ,  iiiodiiluX.  Qiise  propositio  facillimc  ad  prndiictiim  (luotcunqiic 
factorum  cxtenditiir.  Noriiia  semper  est  pruducluiii  ).  —  i  l'actoriim  coniplcxoruin  ,  cpii 
«fasdein  coetlicieiititiiii  suniiiias  liabent,  pro  ea  igilur  prodiicliim  e  siimmis  coefficifri- 
fiiiin  omnium  ractoinim  conflattim  in  potcstalcni  exponcntis  l  —  i  abil ,  iinde  liabciniis 

1,1  +(/,-+-  «,  -h  ...  +  ";_,)""'  =N/'a)      l'mod./i, 

ita(|ue ,  pi-r  tlu'oiPina  Fcrniatianum  , 

N  /(st)^  I      (raod.  X), 
iiisi  forte  sit 

n  +  a,  -)-  a.. -!-...+  «;_,  ^  0     (mod.  ).), 

qiia  c'onditione  fit 

IS/(a)^o     (mod.  l). 

§  III. 

Norni*   usus    insignis   est   in    divisione   numerorum    romplexoium  ,   (piippe  nijus 
anxilio  diviser  coinplcxiis  semper  in  divisorem  realem  mutari  potest.  Posito  enim 

F(a)=/(«')/fy).../(a'-') 
fit 

f\x)  N/(a)  ■ 

Si  o^a)  pery(3t)  divisibilis  est ,  i.  e.  si  hic  quotiens  numéro  inicgro  coinpioxo  a?qualis 
est,  !j>  (a) F  (a)  pci-  numonini  intcgrum  realem  "S /(oi)  dividi  possit  necesse  est,  nu- 
inerus  autein  complexus  per  niimcrum  icalein  divisibilis  non  est,  nisi  coefficientes  ejus 
singnli,  per  hune  numerum  divisi,  eadein  residua  habeant.  Inde  nacti  sumus  hoc  cri- 
térium générale,  qiio  dijudicari  possit,  utruni  numonis  complexiis  per  aliuin  numerum 
coinplcxum  divisibilis  sil,  an  non  :  i\'iinicrus  comptexu.s  ^  l'a)  per  aliuin  numerum 
/"(x)  divisibilis  est ,  si  in  prnducto  evoluto  s  (a)  y(a' )y  (a'} .../" (a'""')  omries  cnrf- 
ficientcs  pro  modul»  ^  f  yy.')  cons.tui  suiit ,  fin  riero  lii  coefficientes  non  nmnrs  rongriii 
sunt,  f  (a)  certo  mm  divisibilis  est  per  f  [a). 

Alio  etiam  modo  luimerorum  complexornm  divisio  perfici  potest,  ita  quidem  ,  ut 
ad  divisionem  fonctiomim  rationaliiini  integrarum  revocetnr.  Altioribns  enim  jiotesta- 
tibus  ladieis  a  admissis,  numerus  y  ,z;  itilinilis  modis  diversis  representari  polest ,  qui 
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oiunes  hnc  tonna  generali  rontinentur  .  i ..     ., 

<p  (a)  —  (1  + a -t-  a'  +  ...  -(- a '-')  ij- (a), 

in  ([ua  l  (a)  riinctionem  intcgram  quanicunque  désignât,  cjuae  pro  fine  siiiyuloruni  [uo 

blematum  apte  eligi  potcrit.  Jani  «lien  ,  v/  ç  (a.)  per /{x)  divixibilis  sit ,  huic  numéro  <f  (a  ) 

tempcr  formam  ejusinodi  dari  posxc ,  ut  pro  quolibet  vainrr  quantitdlis  a,  i/uœ  tniiquam 

varuihilh  spcrtanda  est ,  divisio  succédât  et  residuum  rclinquatur  nulluni.   Per  livpo- 

V  (k  ) 
ilifsin  <]iiotiens  Vy^  sequalis  est  numéro  alicui  complexe  F  (a) ,  itaque 

J  [^ } 

îi^  =  F  (a),     sive  ?  («)  =/{a)  F  (a). 

Jam  signo  a  iu  .'•  mutalo,  videmus  functionem  rationalem  integram  variabilis  x, 
•j  (x)  — /'[x)  F  (x)  evanescere  ,  si  x  cuiiibet  radici  xqiiationis 

I  +  X  +x'  -\-  ...  -\-x'~^  =0 

»>qiialis  fil-,  hsec  igitur  fiinctio  intégra  factorcm  1  +  .r  +  x=  4-  ...  -(-  x'~^  habeat 
necesse  est:  quare  in  liane  formam  redi^i  |>otest 

0  (x)  —f[x)  F  [x]  :=  (l  -(-  .r  -H  .r'  +  ...  +  a-'-')  ^î,  (x) , 
i»x  qiia  theorenia  enuntiatum  sponte  manat. 

§  IV. 

Inter  numéros  roniplexos  pra-ciptie  noiaiu  digni  sunt  ii ,  quorum  norma  est  unitas, 
quos  omnes  unitatnni  comploxartun  nomine  designanius.  llir  unitates  in  doctrina  nnme- 
roruni  complexornm  easdem  fere  partes  suscipiunt,  quas  seqnationis  Pellianae 

x'—  Dr'=  ±:  I 

solutiones  in  doctrina  formarum  seonndi  gradus  determinantis  positivi  agunt.  Numerus 
liaruin  unitatum  ,  excopto  solo  casu  a  ^  3  ,  semper  infinitus  est,  cl  simili  modo  ut  in 
solv(Mula  spquationc  l'elliana  semper  unitates  quaedam  fundamentales  dantur,  ex  quibns 
ad  poteslates  cvectis  et  inter  se  multiplicatis  infinitus  numerus  aliarum  unitatum  dedu- 
litur.  Simplicissimae  unitates  sunt±  i  ,  ±a,  ±  a -,... ,  ±  «'~',  quae  sponte  se  offe- 
runt,  prseter  bas  autem  aliae  facile  inveniuntur,  ratione  liabita  numcri  complexi 
I  -t-  a  -(-  a'  H-  ...  +  a'-',  in  quo  rest  numerus  quilibel  in  léger  minor  quam  "/  ;  liic  nu- 
merus fractionis  forma  exhibetiir  hoc  modo 

I  —  a' 

I  -t-  a  +  «'  +  ...  +«''"'  =  ) 

I  —  a 

cjuscjuc  norma  est 

(|_„r)(,_,.r)(,_a».),..(,_^(/-l)r) 
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in  qua  ,  loco  oxponcntiuiii  /,  y.r,  3r,  ...,(> —  i  ) '■  residuis  ininiiiiis  iiiikIiiIo  a  Mibsti- 
tiitis,  Âtn^tili  lactoi'fs  iiuineratoris  iidciii  fiunt  at(|uc  dcnoininatoris,  qua-  i^^itur  iiiiiuiti 
x(|ualis  c'sl.  Quuiii  jam  1  -(-  a  -(-  a'  -(-  ...  -H  «'  '  sil  imitas,  vt  nornia  |irodu('li 
«qualis  prodiicto  e  normis  factorum  coinposito  ,  sequiliir   ii(  forma  geniralis 

±a*  (l-f-  *  +  «•'-(-..+  z'""')'(n-  -x  -t-  «'-(-.. -t-  y-')"'(l+  X  -+-  «'-+-. .+  -/'-')".., 

|)io  (miiiil)ii.s  iiimicris  /,  /,  m,  «,...,  /,  s,  t,..-,  imitâtes  tomplcNas  contiiieal.  .Niiiikiiis 
factorum  diversorimi ,  qui  ad  potestatcs  evelicndi  et  multiplicandi  suiit  ,  ut  diverse: 
unitatesobtineantur,  itemque  numeri /■,  s,  t,...,  pro  singulis  numeris  )  acciirale  liefiniri 
possunt  ,  i|uani  veio  dis(|uisitionem  hoc  loco  pra;tereuntos  ,  unitatuui  pioprit-tateiii 
generalem  dcmonstrabiinus ,  (|ua  iti  posteruiu  utcmur,  scilicet  :  uniuite.s  rnmpltxtis  mm 
tam  singularuni  radicum  i  ,  x,  x\  i . . ,  x  ,  f/iiani  pcriodorunt  ex  hi/iis  i-arum  , 
a -\- x'~*  ,  x'-\-x'~'^,  etc.  ,  functiones  tineares  esse,  si  ad/aclnrem  accedintein 
±  a*  non  respiciattir,  sive  omnes  unitates  ha  ne  forma  m  hnberc 

{  (   'JZl  '2J\\ 

±x''\e  +  c\x-^x^-')  +  cJx--+x^-^)-^...  +  c._\x    ""     -Arx     '^      '• 

'  T"  ; 

K  producto 

'  =  V  (^)  ¥  {«  ')  ¥  l«  ')  . . .  ?  (x ''"  ') 

factorum  seinissem  ex  arbitrio  eligo  ,  ita  tamen  ut  reciproci  iii  eadein  semissi  non  insint, 
sed  cujuslibet  factoris  reciprocus  in  altéra  semissi  reperiatur.  Horum  factorum  produc- 
tum  sit  ij/  (a^,  nnde  alterius  semissis  productum  est  i  (a~'),  et  ^  (a)  •]/  (a" ')  --=  i .  Po- 
natur 

■'j  ^a)  =  a  -H  «,  a  +  il,  x-  -)-...  -|-  <'  ,_^''■'~' , 

nnde 

i/  (x-')  =  «  H-fl,  a-*-'  -f-  a,x'~'^  -^-  ...  -t-«^_,  a, 

atque  ex  midtiplicatione  oriatur 

•{<(«)  !!;(«-')=  A  +  A,a  +  A    «■-(-  ...  -f-  .\;_,  x'~  '  ■> 

erit 

A   =  a  =  -f-  n  ;  4-  ff  :  -t-  . . .  +  «  ^_ ,  , 

A  ,  =:  n  n  I  -I-  rt  I  n  ,  -f-  rt  .  a    -+   . . .  -f-  <7 '_  I  rt , 

A;.  =  nrtî-(-n|flj-|-(7;a,  -f--..-+-rt^_|a,, 
etc. ,  etc. 

et  summu  coefiicientium  lit 

A-f- A,  +  A,  -)-  ...  +  A^_,  =(a-(-  a,  -t-rt  . -f-...  +«;_,)';. 
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prapteiea  quum  sil 


elil 


if,«|ue 


et 


A -f- A  ,  z -f- A,  a- -f-  ...  -H  A,_,  a^     '  =  i. 


A,  =rA,=  A, =  ...:=  A^_,  =  m 


A  =  «1  -t-  1  , 
nl-+-  I  =  ^a-h  a,  -(-  a  ,  +  ...  -(-a;_,)- 

I  ^  <7  ^-  n  I  -j-  n .,  +  . .    -f-  a  ,_ ,      (mod.  a)  ; 


liorinn  roefficieritiiim  sumnia  ,  qiiae  congrua  est  zfc  i  niodulo  A,  etiam  aequalis  it  i 
acripi  poti'st ,  qun  facto  (it  ;//  =  o,  A  =  i  ,  et  quuiii  A  sit  sumnia  quadratonini  posi- 
tivoruiii   iiitcjii'in'iim 

A  —  n^ -f- n  ;  +  a  •  -t-  ... -4- aj_  I  , 

iinitati  œqualis  fieri  non  potest  nisi  uiins  nunierorum  a,  a,,  fli,...,  unitati  xqualis,  ce- 
tii'i  nihilo  .Tp<(ual('S  (iiint,  hahcnins  igitiir 

■i(zj=±;a*. 

Qumu  V  (x  )  alt«;iain  factoruni  seuiisseni  nornia;  i  contineat  ,  hac  sola  condilionp 
cligeiidani  ,  ut  faitores  rcciproci  non  insint  ,  seiuper  phira  producta  -^  [a)  crunt , 
(|iiae  unitati  simpiici  ±  z*  aequalia  sint.  Quoiiini  productoruni  duo  eligo  ,  -i/ [a.)  et 
•^ ,  (x),  quse  excepto  uno  factores  ceteros  omnes  eosdeni  habeant ,  atque  hic  solus 
factor,  quo  •l/[v.'  diffeit  a  -if ,  (z'i,  sit  ^  («'"),  unde  factorquem  •!/ ,  [y.]  rontinet,  neque 
tamen  ■]/("■)'  *''''l  ?  ^^■'~''.-  Inde,  ex  ronjunctis  aequationihus 

et 

lit 

■i,  (ai=:  ±x*-U(a), 

et  fac'toribus  ronimiiiiibus  sublatis  et  posil(j 

h  —  X-  =  ni , 
rst 

(}.(a-/'j  =±a'»»(a'');  ,        , 

r/uœlibcl  igitur  uiiitas  complrxa   linc  propriuni  habet ,   ut  ti  rccijjroai   sua  nmi  litjjirul 


l'I  RES  ET  APPLIQUEES.  if)' 

nisi  ixdjcctii  jacloir  i/ui  i/jst  cxt  iinitn.f  sim/jUx.  Facillimc  ilide  tlicorciiiatis  Mi|ir.i  |>io- 
posiii  Veritas  pers|iicitur. 

Pro  A  =  3,  imitâtes  onincs  liubere  debent  ruiiiiaiii  hanc  : 

<f(a)==h:a*[c-)-<-,(a  -1-a')], 
et  (|iiia  a  -(-  «-  =  —  I  , 

^(a)=±a*(c— cl, 

ex  quo  sequitur  ni  sil 

c  —  c  I  =  I  ; 

pi'o  hoc  igilur  lasii  praeter  imitâtes  siniplices  it  i  ,  ±  '/. ,  dl  a',  aliae  non  dantiir. 
Pro  >  =  5,  imitatimi  forma  generalis  hsec  est 

?ta)  —  ±a«[c-(-c,  (a-Ha')-(-c,(a'-Ha^)], 

quae  adhibita  aequatione 

I  +  a  -f-  a'  4-  a'  -I-  a'  =  o , 
et  posito 

c  —  c.  =  r ,     c,  —  r,  =  « , 

in  hanr  simpliciorem  miitatur 

<f(a)=r±a*[/+«(a-(-a')|, 
ex  ((ua  fit 

y  (a)  ç  (a')  =  a=*  (i  '  —  fti  —  «') , 
itaqiie 

f  '  tu  H     ==  ±  I  . 

Cognitae  hujus  sequationis  solutiones  on(ines  continentur  formis 

->    u: 


qua?,  quia 


2 

etiam  hoc  modo  repraesentari  possunt 

(a  +  a')"-'  —  (a'  +  a')"-'  ,  _  («  +  «')"  —  '*'  "t"  «')" 

a  -I-  a'  —  a'  —  a' 


'=  T— ; ^1 T '        " 


per  faciles  transformationes  ex  iis  fit 

f-H  «(a-l-a*)  =  (a  +  a')",       ç  (a)  =  dz  a*la  +  x*)"  , 

itaque  pro  >  :=  5,   imitâtes  compiexae  omnes  unius  nnitalis  fundamentahs  potestates 
existunt,  quae  praeterea  unitatibus  simplicibiis  formae  ±  a*  multiplicata"  esse  possunt, 

Tome  XII.  -  Mai  i&',7.  ^5 


i9'i  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

[jiietiT  lias  autem  aliae  mm  daiitur.  Pro  niajoribus  numeris  a  unituluiii  oiiiriiiiiii  iiiil.i 
gatio  inulto  (lifficilior  est,  et  principia  peciiliaria  poscit,  quae  nos- liactenus  nunduiu 
satis  perscriitati  simuis.  Eo  inat^is  hac  quœstione  nobis  supersedenduni  videlur,  quuni 
comprrdiin  habcaiiius  Cl.  Lejeune-Diiiclilct  recentlssimo  tomporc  in  Italia  ,  iibi  eliam 
niinc  versatm-,  de  iis  unitatibiis  complexis  theoreinata  fiindanicntalia  élaborasse,  quae 
ut  propedieiu  in  publicum  edat  cuni  desiderio  exspectamus.  Hic  etiain  adnotabo  geo- 
uietrani  juveiiileni  Lcopolduni  Kronecker,  qui  nuiic  Vialislavi:e  lilteris  mathcuiaticis 
studei ,  pro  absolvendis  iis  unitatibus  qu»  ad  numeruni  '>■  =  ']  pertinent  methodum  sub- 
tileni  invenisse,  quae  ni  fallor  fclici  succcssu  ad  altioruni  ordinum  imitâtes  poriractandas 
applicari  poterit. 

§  V. 

l'rogredimur  ad  perscrutandos  eos  numéros  coinpiexos,  quorum  nornia  sit  numerus 
primus/^,  ita  ut  habeatur 

/;z^/(a)/(a')/|V)..    /(a^— )• 

-Numerus  primus,  cpii  tali  modo  in  l  —  i  factures  dissolvi  potest,  secundinn  theorema 
paragrapho  tertia  projjositum  ,  forniani  linearem  ml  -t-i  liaberc  débet ,  nisi  est  ipse  nu- 
merus A  =/>,  qui  tali  modo  in  >  —  i  factores  dissolvitur 

À  =  (l  — a)(l  —  a')  (l  — a-")...  (l  —a'-'). 

Faclorcs /[■/.),  J'{x'),  etc.,  sunt numerl  complexi primi  qui,  si  imitâtes  complexiv  exclu- 
duntur,  ulterius  in  factores  dissolvi  non  passant.   Nam  si  poninuis  /{:>.)  e   l'actoribus 

•j.  (a).i|/(a)  constare,  habemus 

/(«)  =  ?  (a). 4,  (a), 
et 

N/(a)  =  N,(a).N^(a), 

et  quia  iN/(a)  =z  p  est  numerus  primus,  aller  factorum  realium  integrorum  N<f{a) 
et  Ni{((a)  imitati  sequalis  esse  débet,  itaque  alter  factorum  r^  z)  et  -if  (z)  erit  unitas  cora- 
plexa,  et  y  (a)  numerus  primus  complexus.  Porro  àenum^iTumus  hos  factores  f  {a) , 
/(a'),  etc. ,  omnes  inter  se  diverses  esse.  Ex  aequalitate  duorum  factorum 

f  [<.!'■)  =f:^-'), 
alla  ladice  idoiiea  loco  a  substituta,  setiueretur 

et  repetita  substitutione  »."  loco  z,  esseï 

/(a)  =/(«»)  =/(a'0  =./(«"*)  =.  .  .  . 
lam  si  infima  potestas  numeri  n,  quae  unitati  congrua  sit  niodulo  /.,  est  //'',  in  ])ii)dii(io 


PUHES  El    APPLIQUÉES.  icif) 

).  —  I  factoriini  niiiiioii  i>  ciiinl  //  factoros  spquales;  alia  dcindc  latlicc  siiijstiliil.i .  qu» 
iiild  radiées  a,  x",  a"  ,  clc,  non  invcniliir,  sl;iljiii  ;ilios //  lailoris  *(|iial<'S  cliriniiniis  , 
't  ita  porio,  usqiut  diini  (ininos  l'adores  exliaiisli  sunl.  Igiliir  ex  aec|iialitat('  diionim  (ai  - 
toruin  primuni  sequoiotiir  ut  /;  sit  potostas  h  '°  prodiicti  conin)  fartorum  cotiiplexornin 
qui  interse  diversi  sint.  Radiées  a,  a",  a"',  cle.,  periodiini  h  terminoriini  effirlunl ,  atqii<- 
SI  fiinctio  rationalis  intégra /(a),  loco  a  omnibus  pcnodi  radicibns  snbsliiiitis.  ittiirm- 
tata  manet,  liane  ipsain  onininin  similium  peiiodoriim  ,  itaqnc  etiain  nnins  eariini, 
lunelioneni  lalioiialein  inkt^raiii  esse  conslal.  Ceteii  l'aetores  diversi  ab  hoe  non  differre 
possunt,  nisi  quod  ceteraruin  periodorum  functiones  sunt ,  et  omnium  faeiorum  diver- 
soriini  produetuin,  tanquani  (iinetio  in variai)ilis  omnium  periodorum  similium,  esse 
débet  numerus  iiitef,'er  realis.  Hiue  tarulcm  se<|ueretur  ut  p  esset  polestas  numeri  reaMs 
et  exponentis  h,  ((uod  cpium  absurdùm  sit  concludimus  omnes  illos  faelores  prinios 
eoniplexos  numeri />  inter  se  diversos  esse. 

Si   tali   faetore  primo  eomjdexo  numeri  p  tanquam  moduio  sive  divisore  utimur, 
simul  productum  ceterorum  factorum 

F(a)=/(aVH.../(a>-'), 

ciijus  aiixilio  divisio  per  numerum  complexum  /  'u.)  ad  divisionem  per  numerum  rea- 
lem  iX/(a'  reducitnr,  majrni  momenti  est,  quam  ob  rem  hujus  produeti  proprietatfs 
prineipates  prseterire  non  possumus.  Sit 

p  =/(a)  F  W  , 
et  producto  F  (a)  per  multiplicationem  evoluto  habeatur 

F  (a)  —  A  +A,a  +  A,a'+...-|-Aj_,a'  — ', 
unde  etiam 

F  (a')  =r  A  4-  A,a^-  +  A,a'  +...-(-  A^  _,  a^'  -^ 
F  (a')  =  A-)-  A,a^  + A,a«-f-...-(-  A;_,a''~^, 


F  (a^— ')  -  A  -h  A,a'  -'  -f.  A,a^'  -'  +...-t-  A;  _,  a''-')  ('— ï  ; 

iis  sequationibussecundum  ordincm  per  a"",  x-'",  a""',...,  a  ~  i-*"''"  multiplieatis  el 
additione  conjunctis,  habemus 

a-«F(a)+a-"F(a=;  4-...+ «"^^ -'^"  F;  a^ -i)  =z  X  A„  —  (A-f.A,  +  A,+.  .+A;_,), 

inde  mutando  n  in  n  —  i ,  et  subtnihendo  ,  ' 

a-"(i— a)F(a)H-a-'"(i  — a')F(«')+...-f-a  -;^-')"F(a'-')  =  "/-lA»— A„_,)  ; 

ex   hae  forma ,   denuo  mutato  n  in   «  -f-  i   et   /7  -i-  ?. ,    prodeunt  similes   Inrm»'  pio 

25.. 
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X  vA„^.,  — A„)  el  i'A,,.^, —  in+i),  i|iiibus  iiiter  se  multiplicatis  foriiiutiii  (.■voliUio  forma- 

■K'  (A„+,  -  A„)'—  V(A„.,-  A„^,)  (A„  —  A„_,)^  •'  '"''"' 

Facile  peispicitur  iii  liac  evoliitione  quadrata  iiuinororum  coinplcxonim  Fa, 
F  (a'),  etc.,  non  reperiri,  scd  sola  |)roiJucta  binoniin  tlivcrsoruin ,  (|iia;  factures 
/[a]/{ci'')/{u.'). .  ./{<^''^')  oiiincs  simili,  iileoqiic  factiirciii  realem  />  continent.  Quum 
igitur  p  sit  factor  communis  omnium  terniinoruni  hujus  fornniia;  evoiiitae,  faciorc  >.• 
omisso ,  habemus  congruentiam 

(A,,^.,  —  A„)'^(A„+,  —  A„+,)(A„— A„_.,)     {mod.p], 

(|naeetiam  hoc  modo  reprtesentari  potest 

An-4-l  An  Afi        A/i — 1  , 

^^=      _^^     (rnod.pr, 

^^ri'h^  '»n-t-i  -»n-t-i         '*« 

posito  igitur 


An-f.2  '~~    A/,. 


=^1     imod.yi;), 


videmus  numcnmi  Ç  pro  omnibus  diversis  numeris  «  cumdeni  manere.  Hanc  congruen- 
tiam  si  hoc  modo  scribimus 

A„+,  E  —  A„  ^  A,,^.,  I  —  A„^.,     (niod.  p) , 
videmus  etiaiu 

A„+,?—  A,,^»     (inod.  pj 

pio  onmibiis  diversis  immeris  n  non  variai!  ,  itaipie  habemus  congruentias 

A?  — A^_,==»i, 

A, H—  A~r,, 
(A)  !  AjÇ — A,  ^>)     -         mod.p}. 


A       ,H  — A      ,= 


Aliiid  etiam  systema  congrucntiaruni ,  (piibus  coefficientes  producli  F  (a)  satisfacere  de- 
benl ,  facile  e  congruentia 

A„^_,  Ç  —  A„  =?  A„^,  Ç  —  A„^;       inod.  yu) 
deducitur: 

A;_,— a=;a  — A,)Ç, 

A;_2-A^_,=(A-A,)|% 
A;.  _3— A;  _2  s  (A  —  A,)ÇS 

A, -A,  =  (A-A,)Ç'-', 


PlJHiiS   i:r  Al'FLigLKES.  i.y; 

c|iiibii->  ;i(l(lilis,  Diiiisso  laitore  A  —  A,,  <|iii  niliilo  coiiyniiis  essf  non  pok-sl ,  M-(|iiilui 
ni  Ç  sil  nna  >. —  i  radicnin  ii'.ilinm  coni^rnenti»' 

§  VI. 

Singulis  congruenciis  (A)  paragraphi  antiMcdcntis  ài'C'iinduni  (iidiiieiii  quo  siTipU'  sunt 

lactoribus  i,  x,  x%...,  y' ~  '  multiplicatis,  earnni  snniina  facile  in  liani-  forniani  !<•- 
di^itur  : 

,Ç  —  a)(A  +  A,a  +  A,a'-f-...-t- A^_,:«'      'i  =  o       moH.//;, 
sive 

(  Ç  —  z)  E  (a)  =  o     (niod .  p), 

et  l'acloiv  ronininni  F'a]  o  modulo/;  :=/"(a)F(«)  el  ex  ipsa  congrue ii lia  sul)latu  halieniiis 

;  —  zr^o     [mod.y'a)] 
iinde  elucel  eliani  |>i<)  <|U((iibet  nninero  CDniplcxo  (f  (a)  seinper  esse 

y>j()^(f(?)      [liiod.  /i>,J; 

itacpie  nacti  sunuis  theorcnia   insigne  :  Pro  modiilo  complcrn  /  [-j,],   cujas  nonna  est 
fiumi-ras  primus ,  omnvs  numeri  cumpicxi  rcalibus  numcrh  congrui  surit.  Hoe  tiieorenia 
omnibus  congruenliis    numeiorum    complexurum ,    (piarnin  nioduliis   iiuiinani   lialiet 
numerum  primiim  ,  viam  patefarir ,  quani  vero  patefactam  liie  stalini  relinquinjus. 
E  cDnsjnientia 

■A^l     |mod./(a^] 
se(|uitur 

/(a)^/(Ei     [mod./(a>J,       , 

itaque 

/(H)  =  0      fmod./{ai]; 

niinierus  aiilein  intet;er  leaiis  j  \l\  ,  qui  raetoiein  f  \a}j  continel  ,  imiues  etiam  factores 
huic  conjunetos  ,  ideoque  factoreni  p  conlinere  debel  ,  unde  ronrlndimus  eani  esse 
iiidolem  t'arforum  eomplexoruni  numeri />,  ut  certa  radiée  congruendap 

•  +  =  -!-?'-+-•••■+  ?'-'  =  o     ;mod./>. 

loeii  x  substitula,  horuni  faotorum  iinus  per />  divisibilis  tiat.  Praeterea  adnolamns  pm 
quolibet  numéro  \  unuui ,  non  plures  ,  factoruni  /(?),/{!'),  f  W\,  etc.,  per  p 
divisibilem  esse  ;  si  enim  simul  esset 

/■(Ç)  =  o     et     /(|M  =  o     (mod.//,, 
per  conjiruenliam 

ç  =  z      |mod.  /(a)] 
etian)  esse  deberel 

/(«^)  =  o     [mod. /(«)], 
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duo  igitiir  faclores  /(a)  et  f  [a')  seqiiales  esse  deberent,  quod  (ieri  non  posse  supra 
demonstr.ivimus.  Qiium  radiées  con{;ruenti3e  ,    ,  ~- 

I -f- E -I- Ç' +.  .  .  +  H'~  '^o     [moA.p] 

oinnes  laïKiuam  poteslates  uiiiiis  radicis  reprsesenlari  possinl,  alla  iiiiacuiu|uc  radico 
loco  ?  substituta ,  alium  etiam  factorem  producti  /  i  ?)./(?')./(?*■••/ (Ç'~'/ 
pei  /'(livisibilcm  ficri  patet,  xinguli  igittir  \~\  factores  /"(«),/(«')•■•/'«  ~' '' 
ciiDi  xi/igiilix  A  —  I   rat/irihits  congrucntiœ 

I  -I- ?  +  ?'+•• -H  H' ~'  •••-o, 

ita  cnnjuncti  sii/it ,  itl  prn  ccrtn  radiée  î  ecrtns  etiam  itlorum  fartoritni ,  si  \  loco  a  sub- 
itituitui ,  jjer  p  divisibilis  fiât,  idemque  sit  ilivisnr  niimeri  \  —  a. 

Jam  eo  pervenimus  ut  (piaestionem  f,'ravissimani  absolvero  possimus  :  utrum  plures 
luimeri  complexi  l'amdeiii  iiormaiii,  (jiiae  minicriis  ])nu)us  est,  liabcri-  possint  an  non, 
sivf  an  idem  numerus  prinuisy;,  pluribus  modis  diversis  in  X  — i  factores  primes  com- 
ple\os  dissolvi  possit.  Fint;amus  duos  numéros  complexes  f  (a)  et  «  (a)  eamdem 
niHinani  p,  numemin  primuni,  liabere,  ita  ut  sit 

/'  =  /(«)/(«')/{'-')•■•/(«'-'), 
/»  =4,  (a)  ,},(»')  4- (a').-.  ^W")- 
Quiini  sintjuli  factori's  iiorinn  prodiicldruni  ad  singalas  radices  congruentise 

1  -H?  -h  I'-»-.  .  .  +  ç'~'=^o     [xnoA.  p\ 

poitineani  ,  alterius  produrli  factores  ita  dispositos  accipiamus,  ut  il*  (a)  et  /^la)  ad 
eanideni  radirem  E  prriineaiit ,  quo  facto  uterque  etiam  erit  divisor  numeri  E  —  a .  alque 

if[\)==o,      /"iÇ^^o     (mod./?j. 
Inde  positis 

i!/ (a)  =  r  +  c,  a  4-  c,a' +  .  .  .  +  c  ■  _.  a  '  ""' 


'  /  —  I 


F(a)  — /.a--,/   a^,.../(a'^'j  =  A  +A,a+A,a'-(-.  ..-!-A^_,a 


/  —I 


et 


■i(=t).F(a)  =  C  +  (:,aH-C,a--H.  ..  +  C^_,a'-V 

lioe  producto  per  miiltiplicalionem  evolulo  habemus  : 

C  =  Ac  +  A  ^_,  r,  -f-  A  ^_2C.^  ^_  .  .  ,  4.  A,c  ;_, , 
C,  =  A,c-f-  Ac,  -f- A/— iC +  .  .  .-t- A, cj  —  i , 


C,_,  =  A,„,c  +  A^_2C,  + A^_jc,- 
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et  si  liaiimi  a-qualioiiiiin  I)in3e  conliyiia'  siilitrahiintiir  : 

C  -C.  =  (A  -A,)c4-(A;_,  — A)r,+(A-_.j— A^_,)c,+...-t-(A,-  A,;c^ 
C,— C,  =  (A,— A,)f  4-(A  —  A,)c,+(A;j_,  —  A)c,-f-...+  (A,— A,)c; 


I  ' 


C;-,-C;.,=(A;.,-A;.,)c-<-,A;.;5-A;.,)<-,+(A;_,-Aj.3)C,-|-...+  (A;.,-AV^., 

(juie  per  congruentias  ^B),  §  \  ,  iiuitantui' iii 

C  —  C,s(A  —  A,)(c  +  r.',?-l-c,r-(-...-(-c^_,H'~'i, 
C— C,  =  (A,— A,)(c-4-c,?  +  c,Ç'4-...-f-Cj_,?'-')' 

C;_,  -  C;_,  ^  (A;_,-    A;_,)(C  4-  '•,  ?  +  <:,?'+        •  •   +   '_  .  =  '"  '  )  , 

et  quuni  sit 

habeinus 

C=?Ci^Cj^.  .  .^C;j_,      (mod./^j, 

iinde  sequitur  ut  productiim  \J/  (a)  F  (a)  per/>  divisibile  sit  ;  itaque  ponere  licet 
et  qiuini  sit  /;  =  y  (a)  F(ai ,   factore  c:oinmuni  F  (a)  sublato  habemus 

unde  etiain 

N4-(a)  =  N/(a)N?(«),  _       • 

et  quia  IN  y  (a)  =:  N  i](  (a)  =  /? ,  hoc  factore  oniisso  est 

NT(a)=l; 

ergo  ep  [-j.)  est  UQitas  complexa,  atqiic  habemus  iheorema  ;  Omnis  nuDit-n  complej-i 
cjusdem  normce ,  quce  iiumerus  primas  est,  non  intcr  se  différant  nisi  unitatibus  com- 
plexis,  quibus  multiplicatœ  esse  passant.  Ad  diversitateni  nuraerorum  conjunctorum , 
([uae  obvia  est ,  hic  non  respicimus.  Idem  theorema  etiam  hoc  modo  enuntiari  potest  : 
Si  nameras  primas  realis  aliquo  modo  in  \  —  i  factores  complexos  dissohi  potest. 
idem  scmper  infinitis  aliis  modis  tanquam  productum  X  —  i  factorum  complexoruni 
reprœsentari  potest ,  qui  vefv  e  factoribus  unias  reprœsentationis  unitattim  complexarum 
ope ,  omnc\  cruiintar. 
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§  VII. 

Facile  inveniuntur  numeii  coniplexi,  quorum  normse  factoreni/;  ,  iiunicinni  pririiiim 
forma-  //(  >  +  i  ,  iniplicant.  Nain  si  %  tst  radix  aliqtia  congrucntue 

I  -I- Ç -+- H' -t-  ...  +  Ç'  — '  =e;  o     imo<l./^j, 

et  si  rocflicientes  numeri  omptcxi 

■}f  (y.)  =  a  -\-  a,  v-  +  "  ^  '■'  -^  ■■■   -I-  <J  ;  _ ,  at  '~' 
(■on^iucntiœ 

rt  -f- (J  ,  § -t-  a ,  1  '  H-  . . . -H  «  ;_ ,  I '"' ^  O 

salisfaciunt ,   simper  est 

Nij;(a)^o     (mod.  y>). 
litonim ,  si  ponimus 

et  si  alteii  parti  luijus  aequationis  forma  dalur  (Ç  —  a)  ç  (a),  est 

cujus  luimeri  complexi  normam  factorem  p  habere  patet  siquidem ,  quod  posuimus, 

iioruia  mmieri  |  —  a ,  i.  e.  i  -+-  ?  -f-  ?  ■  -(-  ...  H  '— ' ,  per  p  divisibilis  est. 

Hujus  theorematis  ope  omncs  numéros  rûin|)lexos  inveniri  ,  quorum  normœ  fac- 
torem i>  iiabeant ,  inde  apparet,  quod  tlieorema  inversum  ctiam  valet,  scilicel  :  Si 
riormn  ntimiri  complexi 

J/(a;  c=  «  -1-  a  ,  a  -H  «.•  ».  '  -f-  ...  -I-  «;_,  «'~', 
favtorcni  p  impliciU  ,   srmpi  r  dutnr  radix  aliqua  \  congruentice 

1 -I- H -u  H    -t-  ...  -(- ç;-i  ^o     (mod./)), 
ijuœ  numeriim 

■h  il,  =  a  -h  a.  i  -t-rt-Ç'-l-  ...  +a^_|  ?,_, 

piT  p  divisibilem  rcddat.   Consideremus  liauc   functionem    rationalem    integram   va- 
riabilis  x  :  i  . 

^(x).j-(x=)4.(x')...v!,{a;^-')—  N-J/(a), 
qu»-  (|uum  manifeslo  evanescat  pro  r.    , 

jr  =  a,  a',  -/- .  ...,  a'"', 

factorem  i  -t- x -f- x-' -I-  ...  -t- x'  "'  habere  débet,   eamque  ob  causam  ,  si  x  radici 
alicui  congruentiae 

t  -^  .r  -h  x^  -H  ...  -f-  x'~^  ^  G    (mod.  p) 
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.><Iualis|)onilui-,iMr/Mlivisibilis<st;irKl('sil,iijus<ongnicnli:..raditTniali(iu;in.,uiisi.|,r.. 
li>ciiiius,litl(ia;(l(ti(.laiiiiis,sciiii)(iunusl'ac-t()riimprodiicli}  (!),},($'):},  (CM.. ..{,(ç'-') 
pei/.  divisibiiis  css.-  dcl.tt.  Pra'teioa ,  quia  omncs  ladicfs  illius  congiuenlii.-  uniiis  ra- 
dias Ç  potestates  stiiU ,  sp„nte  apparct  pro  alia  radia-?  alium  cliain  farloreni  hiijus 
pioduoti  pcT/.  divisil.il.n,  (icri,  itaquc  pio  quojihet  faclore  lerta  qua^dam  radix  l  ex- 
slaio  dcbet,   qua  bubslituta  nihilo  con^-riiiis  roddatiir. 

§  VIII. 

Postquani  demonstravimus  quo  modo  inlinin.s  nimicnis  tomple.xomni  nuiiieioiun, 
onnmun  invcniatur,  qnoniin  noin.a;  fattoicm  /.  l.alxanf  ,  qu^icnd.im  nol.is  vidfl.i. 
an  semper  mter  hos  niiineros  coniplexos  exstent  quarun.  nonna  sit  ij.su  minien.s  p  , 
sive,quod  id-jm  est ,  an  (piilibet  nuinerus  ])rimus/;  loraiw  ml  +  ,  in  ),  —  ,  factores 
l)iinios  tonjunctos  diflindi  possit.  Ad  iiiinc  linem  ponamus  csso 

Z-' =/(«)/(:' ')/(«^)... /(a—). 
et  videamus  qu*  indc  pro  numéro /^  sequantur.  Hujus  producti  factons  secunduiii  la^ 
du-es  iinitatis  z,  a%  a',...,  a^"',  quas  continent  in  périodes  dividanius.  Productun. 
factorum  eorum  qui  ad  eamdom  perioduni  jK-rtinent,  ex  notisCl.  Gaussii  thcoreniatis , 
eru  functio  rationalis  intégra  linearis  omnium  periodorum  similium.  Jam  si  >  —  i  lac- 
tonbus  c  et/constat ,  et  c  periodi  /  terminorum  aceipiuntur,  quas  Gaussii  signis  de- 
signanuis  (/,  i  ,  (/,  g] ,  ;/,  f;  ),...,  (/,  g'-')^  produetum eorum  factorum,  qui  eamdem 
periodum  constituant  liane  formam  habet 

*  +  *.(/,>)  +  *=  {/,  g)  +  ...  +  /-..  (/,g'-'), 
et  simili  modo  producUi  factorum  qui  c.tteras  periodos  conficiunt 
^-^  (><{/,  8  )+*.(/,S-'J +...+*,(/,  I), 

etc.  etc.  ; 

quar.,m  omniu.n  produetum  quum  sit  functio  invariabiiis  (symetrica)  onminm  perio- 
dorum ,  ab  us  penodis  liberum  est ,  et  formam  certam  gradus  c  et  c  +  ,  ind.lermina- 
torum  b,  b,,  b„...,b..  efficit,  qui  facile  ad  e  indeterminatos  numéros  reducuntur 
Igilur  SI  c,  e',  e",...  sunt  divisorcs  numeri  >  -  i  ,  numerus/>  repriesentari  débet  per 
formam  certam  gradus  e  et  e  indeteiminatorum  ,  idcmque  per  formam  gradus  .'  et  ,•■ 
mdeterminatorum  ,  etc.  Hoc  autem  pro  certis  numeris  /.  et  >.  ficri  non  posse  facillimc 
mtelligitur  ex  forma  secundi  gradus  et  duorum  indeterminatorura ,  quam/.  I.abere  débet 
s.  m  .  _  ,  factores  primos  coniplexos  diflindi  potest  ;  dus  enim  periodi ,  quarum  alterJ 
ad  residua  (juadratica ,  altéra  ad  non  residua  pertinet,   valorcs  habent  — i-±-V'^- 

^'  l '  '"'•'^  produetum  ex  altéra  semissi  factorum  complexorun,  numeri  j, 

Tome  XII.  —  Mai  1847.  26 
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<i±.b  \J'±l 
ioin|)i)siiimi  liaiK'  lormani  lialiobit ■ — — ,  et  ipsL'  miniciiis/^  luibeljil  lormani 

/j  =   — ^y ,  seu  !\  p  =1  <t'  qi  ).  «  ' ,  qiiam  numeri  tornia"  m  i  -'r  \  non  srin|)cv  pa- 

liuntiir,  siqiiidcni  pia'Icr  forniani  principak'iii  alla'  quocpic  forma;  non  aquivalcnlis  se- 
ciindi  gradus  ,  deterniinantis  qz ). ,  lociini  liabent.  Simili  modo  eliam  altioiiim  gradiium 
formae  impedimento  esse  possimt ,  (|uominus  niimcrus  p  \n\  —  i  factorcs  primos  com- 
plevos  dissoivi  (pu-at. 

Quia  numeri  primi  rcales  Ibrma;  m).  +  i  non  semper  tanquam  producta  >.  —  i  fac- 
lonnn  coinpicxornm  repra^sentari  possunt ,  inultis  ctiani  nunicrorum  integrorum 
realinm  propri('lalii)ns  sinipli<il)us  numeri  coniplcxi  carcnl.  Pro  iis  j;eneraliter  non 
valet  ])ro])ositio  fundaniciitaiis  ut  (]uilibct  nunicrussit  productumfactorum  complexorum 
sinipliciuin ,  (jui  ncglectis  unitatibus  complexis  semper  iidcni  sint,  re  enim  vera  non- 
nunr|uani  idem  numerus  compositus  pluribus  modis  diversis  in  facloics  simplices  com- 
plexos  diflîiidi  potest.  Eadem  rcs  eliam  hoc  modo  enuntiari  potest  :  Si  numéros  com- 
plexus  per  alium  numcrum  complexum  ita  dividi  potesi ,  ut  quotiens  sit  integer 
complexus,  lactores  simplices  divisons  non  ubique  cum  factorib\is  simplicibus  di- 
videndi  compensari  possunt.  Quod  ut  demonstremus  denuo  numerum  l  cognita-  illius 
congruentia?  radicem  in  auxilium  vocamus ,  quae  lioc  modo  in  factores  dissolvitur  : 

(H_  -,.)  il—  «^)...  [i—  :,>-')  =  „     ,„iod.  i>). 

lam  si  tactoits  divisoris  p  cum  factoribus  dividendi  lollerentur ,  y^  cuiii  aliquo  lac- 
toruni  £  —  X,  l  —  x',  etc.,  factorem  communem  haberet,  idcoque  etiam  cum  singulo 
quoque.  Sit  ./(a)  hic  factor  communis  nnmerorum  j>  et  %  —  ■j.,f[-j?)  erit  factor  com- 
munis  numerorum  /^  et  ?  —  a',  et  ita  j)orro  ;  omncs  igitur  numeri  complexi  conjuncti 
/(a), /(a'I  .../(a'""') ,  factores  essent  numeri  y<,  omnesque  inter  se  diversi ,  quia 
? —  2,  Ç  —  a%  etc.,  non  jiossunt  factores  communes  habere  nisi  eos  quorum  norma 
sit  I  vel  ). ,  scilicet  a —  a',  a —  x',  etc.  Inde  scqucretur  ut  quilibct  numerus  primus 
l>  =  inl  -h  I  esset  ])roductum  >  —  i  factorum  comi)k'\orum  (■oujuiiclf)rum  ,  quod  in 
universum  non  |)ro  omnibus  valoribus  numerorum  />  et  "a  valere  supra  demonstravimus. 
.Maxime  (loiendum  videtur,  quod  lian-  iiunieroruui  realium  virlus,  ut  in  factores  ])ri- 
mos  dissoivi  possint  ,  ipii  pro  eodeni  numéro  semper  iidem  sint ,  non  eadem  est  nume- 
rorum complexmuiii ,  <]i\x  si  ess(M  ,  tota  liav  doctrina  ,  qua;  magnis  adhuc  difficultalibtis 
lajjorat,  facile  absolvi  cl  ad  (incm  perduci  ])osscl.  Eam  ipsam  ob  causam  numeri 
louqilexi ,  qiios  hic  tractamus,  imperfecti  esse  videntur,  et  dubium  indeoriri  posset, 
uiruni  hi  numeri  complexis  ceteris  qui  fingi  possint  pra-ferenili  ,  an  alii  qusrendi 
essent  ,  <|ui  in  liac  re  fundameiitali  analogiam  cum  numeris  integiis  realibus  ser- 
varent.  Atlamen  lii  numeri  eomplexi,  (pii  uiiitatis  radicibus  et  numeris  integi-is  rea- 
libus componuntur,  non  ex  arbilrio  facti  sunt,  sed  ex  ipsa  doctrina  numerorum  ))ro- 
creati,  atque  ipsorum  ea  ratio  est,  nt  in  doctrina  sectionis  circuli  et  lesiduorum 
|)otestatiim  altiornm  ulteiius  promovenda  iis  carcre  niillo  modo  possimus. 
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§  IX. 


Qtiuni  nunii'i'oruin  prinioruni  foimxmX  -f-  i  alii  in  >  —  i  factnrcscuiiiplcxosclisieriii 
possint,  alii  non  possinl,  c  rv.  ost  ut  invcniatiir  cpii  cl  (pialcs  sini  il  miincri  V  dp,  prcp 
quilnis  talis  rcpr.Tescnlalii)  lociini  lialiet,  atipio  ul  pioiiscpii  niinoiriii  taiitiini  niinieruni 
factoriim  prinioiimi  lialicnt  ,  lioiiini  lac  lornni  niiriicrits  et  forma  propria  indagetur , 
quod  vero  prohlema  iillerii>ribus  viroruin  doctortiin  persi-riitationihiis  rpliii(|Ufnduiii 
est.  Ipsc  ut  l)anr  rem  aciiiralius  <c){;noscerein,  et  ut  exemplis  doccrer,  oiniiiuin  numc- 
riii'UMi  priniorniii  iiilVa  iiullc>,  (|ui  formas  liabent 

5 /»  +  I  ,    7  w  -(-  1  ,    I  I  /H  -1-  I  ,    1 3 m  +  I  ,    l 'j  «i  -4-  I  ,    1 9  w(  -t-  I    et  33  OT  -f-  I 

factores  primos  coniputavi,  et  mcthodos  quibus  usiis  sum,  et  ipsos  factores  primes 

computatos  hoc  loco  in  publicum  edam. 

Altéra  methodus  factore  communi  duorum  numerurum  complcxorum  invenicndn 

nititur,  quod  prohlema  simili  modo  solvendum  est  attpie  pro  nunieris  intcgris  rea- 

libus.  Si  <f  (a)  et/{x)  sunt  numeri  complexi  quorum  factor  conmiimis  maximiis  invcs- 

o  t'A 
tigandusest,  etNi])(a)  >'N/(a),  a  numéro  fracto  jj—^  numerum  certum  integruni 

subtraho  -^  («),   quem  siqui<lem  fieri   potest  ita  eligo ,  ut  norma  residui  sii  minor 
unitate,  sive 

"(^I^J -■»(.))<.. 

Ut  lioc  efficialur,  cvolvo  productum 

F(:.)=/(a')/(a'V../(a'-), 

ejusque  auxilio  etiam  productum 

ç  {a)F(a)  =  C  +  C,a -I- C;-/.-'4-...-H  C;  _,  a'-'; 
porro  accipio 

et  simpliciter  srribo  n,  loco  N/(a).  Inde  erit 


t(«)      ,.„n_tM1M 


/w 


y  V 


a)  =  -Q.i^^_^(a), 


et  posito 


ent 


?Wi>)_^(a)  =  /- +/,,.+  /.,.'  +  ...+  /■_,  a^-. 


,      c  ,      c,  ,      c, 

A  =z c,      /,  = C| ,      Aj  := C.. ,     etc. 

«  «  n 

Jam  numéros  c,  c, ,  Cj,  etc.,  ita  eligo  ut  integri  maximi  sint,  qui  singulis  fractionibus 

a6.. 
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c    c,    c,  ... 

-î  "5  — »  etc.,  conlineantur-,  «iiio  larto  nuinen  k,  /,,  /  ,,  etc.,  oiiincs  enint  positivi 
n      n      n  '  >       >     ■>  i  i 

et  minores  iinitate.  Ct'rto  talis  iiumeii  complexi  /  H- /,  z  -f- /jZ' +•••-•- ^;  _,  *'', 
noriua  parva  dit;  secl  semj)er  eani  unitate  minoreni  fore  nondum  litiiiel,  neque  eliani 
seriiper  res  ita  se  habet.  lloc  aiiiein  loco  nobis  notandiim  est  numéros  h,  / ,,  /  j,  etc.,  iis 
l'onditionibus  qiias  posiiimus  nondiim  plane  déterminâtes  esse,  oiiiiiibiis  enim  ciicfli- 
cieiitibiis  C,  C, ,  Ci,  etc.,  eodeni  numéro  auclis,  y  (a). F  (a)  non  niulatur,  sed  numeri 

CGC 

intcgri  maximi,  qui  fractionibus - ,  --)  —  »  etc.,insunt,  rêvera  niuiari  possunl.  Nam 

n     n      n 

si  numéros  C,  C, ,  Cj,  etc.,  omnesaequaliter  erescentesaccipimus,  numeri  /,  /,,  /..,  etc., 

omnes  eodem  modo  crescent,  usque  dum  ma.ximus  eorum  unitatem  superaverit,  quo 

farto  unitate  minuendus  est,  et  subito  omnium  minimus  fit.  Radem  mutalione  repe- 

tita  patet  in  irniversum  oblineri  ).  numéros  coni|iloxos  ;^-f-X,  a+/;z'4-...+/; ._,  a'"~', 

quorum  noiina;  diversae  sint.  Jam  si  vel  omnium  harum  normarum  nulla  unitate  minor 

existet ,  metliodus  nostra  nos  déficit,   hune  autem  defeclum  non   mctliodo  vicio  dan- 

<lum,  sed  rei  ipsius  natura  necessarium  esse ,  infra  dcmonstrabitur    Si  viro  ,  qiiod  fere 

semper  evenire  soiet,  talis  norma  unitate  minor  (it,  habcmus 

Posito  ç  (a)  — f[y)  -^  (a)  =  R  («) >  patet  factorem  maximinii  communem  numerorum 
(p  fa)  etf  Cl  eumdein  esse  nimieroruni  /"'z;  et  R  y?.;  unde  indagatio  factoris  communis 
eo  reducta  est,  ut  alioruni  duonim  numerorum,  quorum  norma?  minores  sunt,  faetor 
communis  qux'rendus  sit.  Iiaque,  liac  methodo  rejietita,  nisi  forte  casus  illc  adversus 
evenit,  quem  supra  commeinoravimiis,  tandem  ad  duos  numéros  i)crvenimus,  quorum 
aller  faetor  altcrius,  ideoque  hic  ipse  faetor  communis  est  quem  qua;rimus;  cujus 
norma  si  unitascst,  numeri  illi  sunt  inter  se  primi. 

Facile  haîc  methodus  ad  factores  primos  numeri  p  =  un  H-  i  inda^andos  applicari 
])utest,  siquidem  />  rêvera  est  produrtum  >, —  i  factorum  conjunctorum.  Quem  ad 
finem  qua'ratnr  radix  aliqua  Ç  congruenti* 

1  +  H -(- Ç'-t-...-t- t'~' ^o     (raod.//, 

qux- si /.i  in  >  —  1  factores  conjunctos  diffindi  potest,  semper  talis  est,  ut  | — a  et /^ 
lactorem  complexum  communem  habeant.  Hic  igitur,  secundum  methodiun  tra- 
<litani  inventus,  erit  faetor  simplex  eomplexus  numeri  ]>.  Supra  vidimus  pro  eertis 
nimieris  ]>  et  >  talem  factorem  communem  numerorum  ?  —  ■/.  et  p  non  adesse  ,  quamvis 
norma  numeri  ;  —  u.  pcr />  divisibilis  sit;  porro  si  |)er  uu'lliodnm  traditam  numeri 
conq)lcxi  ncu'marum  minonuii  (jua'runtur,  patet  eorum  omnium  normas  per  p  divi- 
sibiles  esse,  ([uam  c)b  rem  nullo  modo  ad  normam  uiùtatem  |)ervenire  possunius;  sem- 
per igitur  faetor  eomuuuiis  ab  unitate  diversiis  invenirelur,  etiam  ubi  talem  factorem 
non  adesse  dcmonstravimus,  nisi  in  omnibus  iis  calculis  eveniret  ut  norma  istius  nu- 
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ineri  complexi  fracli  fi  -+■  A,  -x^-  /(,  z- -(-... ^-  /^_,  u'~'  iiiinoi-  uniialc  (icri  nuii  iinssri , 

i|ua  cuiulitione  nielhodiis  nostra  ad  finem  piopositiini  pcrdiicfic  non  polesl 

Al(cra  inethoilus  iiiiniis  (piidiiii  diiecta  tamen  imilto  faciliori  ncyotio  facl(ir<'s  |iiiiimis 
coiiiplcxds  nmiicri  y^  r^  m). -+-  i  praîbct.  In  liac  "iiincs  congriienliw 

I  +  ÇH-Ç'+...+  ?'"■'  so     finod.  p  , 

radiées  ç,  Ç',  Ç',  etc.,  in  usum  vocamus,  (juibiis  c  canonc  aritlinirti<(i  i  Cl  l.urilii 
fdiio  (iepi'omptis,  sivoalio  modo  invcntis,  si)lulioncs  congrucnti* 

«  +  n,Ç  -+-«,?•  +...-(-  «,  _,  Ç'"  '  =  o     (mod.  /j) 

quserimus,  ex  quovis systemate  niimerorum  <i,fi,,  a^,...,  «;_,,  i|ui  liuic  cun{ji'iii-nli:r 
salisfaciunt  numciuin  coniploxiimy(a)  nir  «  -(-  n,  a  -f-  «jx'  -H...-(-  n^  _,  z'  ~'  c()ni])o- 
iiiniiis,  et  ex  omnibus  iis  iiiimeris,  quariini  normae  per  tlieorema  supra  demonstia- 
fiini,  §  VII,  factorem  p  liabcnt,  eain  eliginuis  qiise  simplicissima  sit,  et  iiormani  ipiam 
iiiininiam  liabere  videatur,  qun-  jam  i])sa  computanda  est,  ut  appareat  uirum  rêvera 
ipsi  numéro  p  an  multiplo  ejus  aequseiis  sit.  Si  evenirel  liane  norniani  non  esse  ipsuni  p. 
sed  ejus  nnilliplum  e  niimeris  complexis  quarum  norm<e  per  p  divisibiles  siint  alius 
(]u;erendns  et  cxaniinandus  csset ,  et  ita  porro.  Si  vero  horum  nunierorum  eoniplexorimi 
nullus  ipsani  normani  p  liabet,  hic  numerus  prinius  p  iis  adnumcrandus  est ,  qui  \  —  i 
faetoribus  complexis  conjiinctis  non  sunt  compositi. 

§X. 

Antequam  ipsos  nunierorum  primoruni  realitmi  factores  primos  complexos  quos  in- 
venimus  litteris  consignamus  pauca  de  iis  ])ra.'niitter<'  convenit.  Pro  >  =r  5,  7,  11,  1  3, 
17  et  19,  omnes  numéros  primos  formae /ha  + 1  in  primo  mille  contentos  in  a  —  1  fai'- 
lores  dissolvimus:  primus  numerus  >,  pro  quo  hoc  genus  factorum  primoruni  m  in 
semper  datur,  est  numerus  X  =  23;  inter  ocio  enim  numéros  primos  form^  a3/'/  +  1  , 
qui  minores  sunt  quam  mille ,  très  sunt  qui  viginti  diiobus  factoribus  priniis  constant , 
reiiquos  autem  quinque,  qui  quiim  formam  quadraticam  /^p  z=  a' +  23  b'  non  pa- 
tiantiir,  in  viginti  duo  factores  conjunctos  dissolvi  non  possunt,  in  undecim  factores 
primos  complexos  discer()ere  nobis  contigit.  Taies  nnmeri  eumdeni  cliaracterem  liabeic 
videntur  ac  numcri  primi  qui  non  sunt  formae  m\  -+-  1  ,quos  de  hac  nostra  comnunta- 
lione  exclusimus,  hi  omnes  habent  minorem  numerum  factorum  complexonmi  pri- 
inorum,  qui  non  tam  radicum  singularum  aequationis  x  =;  1  quam  ])eri()dorum  funr- 
tiones  lineares  sunt.  Simili  enim  modo  horuin  quinque  numeroruin  primoruni  factores 
primi  complexi,  quos  invenimus,  periodos  binaruni  radicum  continent.  Quibiis  pr.r- 
missis  ipsos  factores  inventos  tradimus. 


5.or.  joiJRNAf.  DK  :matiii:matiqi  ES 

(1)  Si  X  =  5,  et  a  raili\  ;f(|uationis  2'  =  t-^ 

M=N(2-(-a)  4G1  =]S(4  — a  — -y.') 

3i=N2  — a)  491  =iN(5-H3a  +  5c') 

4.   =:N(3--2x  +  a')  52r=N(5  +  a) 

(i.=N(3^-a)  54i=iN(3-3a-a=) 

^l  =N(3--a-+-a^)  •            571  =N(6-t-5a-+-3-/') 

1 0 1  =  N  (3  -f-  K  —  '/.')  Ho  1  =  N(5  -f-  2z  —  «') 

I  3l  =  N(3  -r-  a  -  z>)  63l  =  N{4  —  27.  —  y.') 

.5.  =Nf3-T-2'/  — x')  64i  =N(5  +  3-/-f-4«') 

iSi=N(4  +  3a)  661  =N(5  +  a  — a'+3a^) 

191  =  N  (4 -i- K -4- 2a')  691  =N(3— 3a—  2a'; 

Tt  I  I  =r  N (3  —  2aj  70 1  =:  N  (4  —  «  —  2a--t-  a:'j 

241  =  N  4  —  a  -+-  a')  75l  =  N(6  +-  4a  +  3a') 

7.5 1  =  N (5  -^  2a  -f-  a')  76 1  =  N (5  —  2a  4-  a') 

27  1  =  N  (3  —  3a  -1-  a')  811  =  N(3  —  3a  —  2a--f-  a") 

281  =N(4-4-a  — a')  821  =N(4  — «  — 2a--(-2a^) 

3  1  I  =  N  (3  -r-  2a  -4-  2a-+  a')                                    881  =  N  (6  -(-  2a  -|-  «') 

33 .  =  iN l4  -  2a  -H  a')  9'  •  =  N(5  -t-  «^  -  2=^') 

401  =N(4-H3a  — a')  94'  — •N(4-h3a  — 3a'-a,) 

42 1  =  N  (5  -H  2a  -+-  2a';  97  I  =  N(5  —  2a  —  a«) 

43 1  =  N  '.4  —  ^y  -  »•')  99'  =  N  (6  +  a  -+-  a') 

(2)  Si  >.  =  7,  el  a  est  radix  aequationis  a'  =  i . 
29=:N(H-a-a')  337  =  N  (2 -j- a  -  a'- «') 
43  =  N(2  +  al  379  =  N(3-)-2a+a') 

71  =N(2  — a-+-a')  421  =N(3-4-a  +  a') 

,,3  =  N;2  — a-f-a^)  449=N(2-J-a  — a»— a'^) 

I27=:N(2  — a)  463  =  N  (3 -+- 2a) 

197  =N(3-+-a-T-a'>4-a'')  491  =  N(3 -f- a -f- a- —  a') 

211  =N(3-ha^2a')  547  =  N(3  +  a) 

239  =  N(3  —  2a  -h  2a' 4-  a^)  617=  N  (2  +  a  +  a'  —  a^) 

28  r  =  N  f  2  —  a  —  2a^)  63 1  =  N  (2  -f-  2a  —  a'-f-  a'-i-  a«) 
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65i)  =  N  (2  +  2«  —  a-  +•  a')  a-j."]  =  N  -J.  -h  7.J.  —  a'—  x'^ 

tJ'jS  =  N(4  H-  33t-t-  2a'-|-  «M-  aa")  883  =  N(a  —  -/'—  2a'—  a  ) 

701  =  N(3  +  »;  +  «'—  z'-(-  a')  1)1  I  =  N(3  -T-  2a  —  a'-(-  K*) 

743  =  N  (3  +  2-/  —  a'—  :.')  .»53  -  N  (3  -\-  y.  -  y'—  a') 

757  =  JN  (3  -1-  ?.a  +  «')  «)(J7  =  N  (2  4-  2».  —  y.'^-  2y) 

(5)          Si  >.  =:=  I  1 ,  cl  >.  esl  radix  :ev|iiuti(iiiis   z"  =  1. 

n3  ~  N  (  I  -H  «  H-  Z»)  4^3  —  iN  (  I  —  y.  —  y'-f-  z' -f.  -j: 

G7  =:  Ni  I  +  z  -(-  z--f-  z'+  z')  617  =  IN(2  +  z  -H  a'-t-  z'") 

89  =  N(i  -h  z  4-  «'+  a")  (Î61  =  N(l  4- a  —  z-'H-a'—  a') 

iy9  =  N(n-a  — z')  '    683  =  N(2-+-z) 

33l  =  N(i  —  z  -t-  z''4-z')  727  =  N(l  +  z  +  z^— z'—  z') 

353  ==  N(l  +  z4- a^+a'— z'J  869  =  N(i -(- z -H  zM- z'-f-  z' -  z' 

397  =  N(l  -l-z  +  z''— a')  881  =N(l  -f-a+z--f-z^— z'—  z  — a 

4l9=N(l-f  z—  a'-»-z')  947  =  N(2 -(-«•'— z'—z'j 

991  =  N  (2  -h  a  -t-  z') 

(4)  Si  >  =  I  3,  et   z  est  radix  aeqiiationis  z'- =  1. 

53  =  N(H-z-f-a')  5?l  =N(l  -f-a-z'') 

79  =  N(l  —  a  -t-  z'»)  547  =  iN(l  —  z  —  z--t-  a" -h  a-'i 

l3l  =  N(l  —  a  +  z")  599-  N(l  -+-Z—  z"-i-a-+a"; 

i57  =  N(l  4- a -h  a--!-  a^)  677  =  N(l  —  a  —  a'-)- «•'-(- a*) 

3i3=  N(l  —  z-+-a'-+-a«)  959  =  N(l-i-a— a=— a'-)-a^) 

i43  =  !N(l  -Ha  — a'-t-  z«l  911  —  N(l  -f-z'+a'—  -/."—a") 
937  =  iN  (  I  +  a'—  a'-l-  a'—  a'") 

(5)  Si  >.=r  17,  et   z  est  radix  i«'(]iiationis  z"  =  1. 

I  o3  =  jS  (  I  -1-  a=+  a»)  443  =:  N (  I  -+-  z  -h  a'-|-  a'—  «'M 

i37  =  N(H-a  — a')  6l3r=N(H-a»— z^) 

239  =  N(l  4-  a  4-  a')  647  —  N(H-  «  +  z'^-i-  a'^) 

307  =  N(i  —  z  4-  a')  919  --=  N(l  4- a  4-  z'4-  a-'4-z''l 

409  =r  Nfl  —  a' 4-  a»)  953  --=  N(l  4-  z  4-  a"—  a'-') 
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(6)  Si  >  =^  19,  et  -x  est  radix  îcquationis  ■/}'=!  1. 

191  =N(i  -+-z4-«"')  457  =  N(' +='  +  «'r" 

229  =  IS  (  I  —  a  —  a')  57  1  =  N  (1  -r  a  -4-  a--|-  x'—  k») 

419  =  N(l  -^a  —  x")  647  =  N  (  I  —  a'H- a') 

761  —  N(t  —  a'+3t'=) 

(7)  Si  V.  r=  3.3,  et  y  est  r;ulix  aetiiiationis  z"  ^  1 . 

599  —  N(l  -Ha"— «'«)  (091  =  N(l  +  a-l-a'') 

829=  N(H-a"-+-  a'") 

Reliqui  nuineri  primi  roima"  ?.3/«  4-  1  infia  mille  undecim  factoribus  primis  constant, 
haliet 

47  f'actorein    «'"-(- z'-^-l-a''-i-a''-(- a'-i- a" 

139  ..  a""-|- a"4-a'4-a'^+a'-|-x" 

277  ■■  2  4- a  +  «'--t-a'-+- a" 

461  "  a  +  a"+a'"-1-a'^+a*-(- a'>+  a-'-f-a" 

1)67  "  2 -H  a"-l- a'^-)-a'4-a'-'. 

§  XI 

Qua;  lie  niiiuens  complexis  et  de  eoium  factoribus  primis  commentati  sumus  ad 
doctrinam  de  sectione  circuli  felicissimo  successu  applicari  possunt.  In  hac  enim  doc- 
trina  taies  numeri  complexi  corumque  producta  maximi  momenti  siint,  quorum  vera 
indoles  in  luce  clarissiraa  ponitur  si  in  factorcs  primos  diffinduntur. 

Sit/^  numerus  primus  realis  forma;  ;«a  -f-i,  a  cadix  imaginaria  seqtiaiionis  a'^  1  , 
if  radix  primitiva  niuneri  primi />i,  et 

(a,  x)  =  X  -H  zxf-H  a'x?'  -+-...-t-  ■J.P--' xi''~\ 

ïotius  fere  doclrin»  de  circuli  sectione  capul  est  formae  hujus  (a,  x)  potestas  expo- 
iientis  A,  qua»  a  radice  x  non  pendet ,  sed  radicis  a  fiinctio  rationalis  intégra  est,  ideo- 
que  numerus  compicxus  ejus  generis  quod  supra  tractavimus.  Ipsa  lisec  formula  (a  ,  x), 
quam  CI-  Lagrange  primus  adhibuit,  proprietatibus  insignibus  gaudet,  quaruiu  maxi- 
mas  Ci .  Jacobi  primus  invenit 

(a,  x)(a-',x)  =  /;, 
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niinicins  cfimplcxtis  -j/  (zl  ita  scmper  coniparatuscst,  ut  sil 

l- («)>!' («-')=/'■  ■■  "■    ^    ' 

Inric  positis 

(<t,x)   (a,  x)   =   >|«,(a)   (a',x), 

(a,x)  (a',x)   =  <^,(a)   (aSx;, 
(a.x)   (a'.x)    =   ,|,,la)   («',x), 


(a,.r)   (a'»-\x)    -^   >|'_2(«)   (=«'"'.  4 

iisqiic  xqiiatioiiibiis  inter  se  multiplicalis ,  adhibita  formula 

[a,  x)  (a",  x)  =  /^, 
fit 

^a,x)^  =/>  .^,,(a),I-,(a)....j,;j_,  ^z;. 

Niimcri  iiitegri  complexi ,  cjiiilnis  hoc  produrtuiii  constat,  i ,  (a),  -^i  (a),  etc.,  .1  ^p 
inviccin  ita  pi.'iulent ,  ul  quaiuvis  non  singuli ,  taiiien  productum  oitinium  per  uniiin 
enrum  exprimi  possit.  Tali  auteiii  reductione  non  indigemus ,  si  pro  numeris  com- 
plcxis/j,  i|/i  (a),  i}/,  (x),  etc.,  qui  composili  sunt ,  eoium  factores  prinios  adhibcmus, 
quo  facto  rcpr.Tsentatio  formae  (a,  x)'  solos  factores  prirnos  conjunctos  nunieri  p  con- 
tinebit.  Disqiiisitionem  nostraiii  ad  taies  numéros  primos /;  restringcntcs  ,  qui  iu  "> —  1 
factores  coniplexos  conjunctos  diffindi  possuni ,  habemus 

/;  =  /(«)/(a')/(a3).../(a^— ): 

etiani  numeri  coraplexi  i}/,  (a),  -^ ^  [n) ,  etc.  ,  alios  factores  prinios  liabere  non  pussiiiit 
nisi  eos  qui  in  p  reperiuntur  ;  est  cnim  ,  pro  quolibet  numéro  r,  ,{/,  [-jl]  •]<,  (a  ')  =  p  , 
et  supra,  §  VI ,  demonstravinuis  numerum /^ ,  neglectis  unitatibus  comple.xis,  quibus 
factores  affecti  esse  possunt ,  pluribus  modis  diversis  in  a  —  1  factores  primos  dis- 
solvi  non  posse.  Quilibet  igitur  numerorum  ,}/,.  ^a)  est  productum  alterius  semissis 
factorum  y  (a  , /^(x') ,  etc.  ,  et  unitas  complexa ,  quae  factor  accedere  potest ,  si  pei 
(p(a)  designatur,  coiiditioni  (f  (u)  ^  \^~')  =  '  satisfacere,  ideoque  sccundum  ea  (pi* 
§  IV  inveninuis,  simplex  unitas  ±  -jl'  esse  débet.  Inde  loio  fartorum  rompositoruui 
factoribus  simplicibus  subsîitutis,  liane  formam  habemus: 

rn . 
(«,.r)'=±:a  V"'  (=<)/"''  {^■^/'"'  M-f   '  "   V«^~'). 

inquawi,,  m-.,  '".i)  etc.,  sunt  exponentes  integri  positivi ,  quos  jam  determin.i- 
turi  sumus.   Primuni   adhibita   formula  simplici 

(a,x)(a-,x,=;.=/(«)/(aV(«^)-/(»'~'),  ■     • 

sponte  elucet  esse 

m  ,  -4-  m  ;_ ,  =r  >  ,      /n ;  -(-  /n  ^_.^  =  A  ,       etc. , 

Tome  Xll.  —  Mai  1847.  '^7 
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i  e.  summani  binormn  exponentiiim ,  ab  initio  et  a  fine  «lue  distaulmni ,  con- 
stantem  esse  et  numéro  À  a-qualen,  ;  .in.le  sequitur  ut  on.nes  hi  exponentes  numéro  \ 
minores   sint.   Deinde  \nv  fonniilain   yciuMaliorem  ,     .„,    .,, 

(a,x)(«-,x)^ 

fit 

/■»-.  t.  )/"-.  (g-,  ..■/"—  (g^-)  ■/"'■  («M/"'»  (g")  •■■/"'^-'  {'-'-  ')  ^  [^„  ;„)],  , 

. ,  <„„a  ...H.tiens  lal.um  numerorum  complexcun.  ,  .luornn.  norn.a  est  lu.n.erus  pri- 
mas ,  no.>  potest  integer  esse,  nisi  singuli  factores  denominatoris  cum  factonbus  nu- 
merator.s  .oinpensantur  ,  et  qnia  bir  M""tiens  potestati  V'-  numeri  compiex.  »qnahs 
est,  smgulis  tnbus  poteslatibus  nun.eri  pruui/(«')  in  unam  conjunclis,  lacle  coibg.tur 
pro  quolibet  numéro  /  esse  debere 

.      _  *  _      i 


nod. 


inde,   posito 

fit 

m 


km  i^rik,     sive  m  *  s    -     (mod.  a) 


n  rn„  «,        (''-+-  O'^v 


et  m    =-= -. (mod.>.), 

iisque  substitutis ,  congruentia 


Z'  fi  /■ 


'"A  -1-  '".V  —  '"  V  -   ° 
mutatur  in 

"J+^lll-t^l^^o     (mod.», 
unde  posito   A   =:  i  ,    habemus 

„, +  .„_^_(.+  ,l«,so,  s.p^^    ^■'■^=7T^     (""°'^-^^- 

Jam  si  primum  facimus  r  =.  i  ,  fit  « ,  «quale  numéro  n  cujus  index  congruus  est  J  ; 
deinde,  posito  /•=2,  idem  sequalis  invenitur  numéro  «  cujus  index  congruus  est  ^  : 
tum ,  posito  r  =  3,  etiam  «  cujus  index  ;  illis  a^^qualis  invenitur  ,  et  ita  porro;  numen 
autera  fracti  -J- ,  j  ,  -^ ,  etc.  ,  omnibus  numeris  integris  i ,  2,3,  etc. ,  etsi  aiio  ordine  , 
congrui  sunt,  module  X;  ilaque  numeri  n  pro  omnibus  indicibus  diversis  udem 
sunt  et  indices  oraitti   possunt ,   quo   larlo   habemus 

mi,  ^7      (mod.  XI» 
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quae  deterinitintin  invera  rnnj{iupntiap 

m    -+-  /«„  —  m^  ts=  o , 

pro  quolibet  valoie  nuincroiuiii  X  cl  r  satisfacil.  Inde  liabomus  ihcorema  insif;nc  : 
Si  f[x)  vstfaclnr  prunus  ioinplca:us  nunieri  p,  ctijiis  ininiia  est  ipse  niimi-rus  p,  est 

{C\  ,,     (a,  x)^  =±a'/"''(»)/"Va')/"''t«^)-/''~'(«^-'). 

ft  r.rpnnentcs  m,,  m..,  m,,  etc.,  itti  ileterminiintur  ut  sint  nunieri  niinimi poxiliiu,  qui  prr 
e.vponentes  potestatum  radiais  %,  ail  quns  pertinent ,  rnultiplicati  omnes  cielein  nuinrru 
ennemi  fiant  pro  moduln  \.  Niimeriis  priinus  complexusy(a) ,  alla  radice  iniaginaria 
aequationis  a=  i  accepta,  etiam  s\i^no/{a.')  designan  potest,  in  quo  rest  numenisinte- 
ger  arbitrarius,  queni  si  îla  eligimus  m  sit  nr—  i  fmod.  \)  cxponentes  w,,  ///,,  m  ,etc., 

lion  jani  par  congruentiam  nn^~i  sed  per  hanc  simpliciorem  m»  ^-  (mod.  ),)  deter- 

niinafnr;  praeterea,  quuiii  omnes  debeant  esse  minores  quam  \,  nihil  amplius  indeter- 
niinati  relicluni  est  nisi  radi\  '/,  qua"  ex  omnibus  aequationis  a'  =z  \  indicibus  inia- 
ginariis  eligenda  sit,  et  unitas  simplex  ±2'  qua  hoc  productum  nuiltiplicatum  sit. 
Inde  formae  (a,  x)  repi'iesentatio,  quae  sectionis circuli  caputest,  pro  omnibus  iis  nu- 
merisyv,  qui  in  ).  —  i  factores  romploxos  conjunctos  diffindi  possunl ,  ad  simplicilatcm 
maximam  pcrducta  est.  Omnes  enim  diflicultates  et  caliidi  longiores  co  icvocati  suiil  , 
(H  iiumeri  p  =  /«>-)-  i  factores  primi  compiexi  invenianlur,  quod  methodorum  supra 
traditarum  ope  facile  perfi'-itur.  Quuni  numéros /"'a  ,  cujus  norma  est  p,  siquiden)  rê- 
vera talis  numerus  datur,  non  plane  determinatus  sit ,  sed  semper  infinité  multis  modis 
diversis  exhiberi  possit ,  dubium  inde  oriri  posset,  quisnam  omnium  horuni  numei'orum 
accipiendus  sit ,  nisi  produclum  illud  hac  virtute  i,'au(leret ,  ni  pro  omnibus  iis  (li\ersis 
numeris  semper  idem  sit.  Facile  hoc  theorematuni  ])aragraphi  quart*  auxilio  demons- 
tratur  ;  nam  siy(a)  est  aliquis  numcroruni  quorum  nornia  est  //,  1  eteros  omnes  de- 
monstravinius  hac  forma  contineri  /,a)  <p  (a  ,  in  qua  ep  7.  est  unitas  romplexa  :  itule, 
si  y"  a  y  'x,  ]oco/\oî)  in  fornuila  (C  substituitur,  accedit  factor 

m . 

y'",  (a)  .y"'»  (a-')  (p"''  (a^) ...»    '"'  (a'^  ')  ^=  4.  ■  «:■ . 

Hac  unitate  <1'  (x  cum  reciproca  *  [a"'}  inultiplicata  ,  <|uia 

m,  -(- '"^_  ,  =  A,     "ij  +  "î,_^  ^=  "' 1     «"le, 
(il 

*(a)*(a-')  =  [?{«)  (p  (a»)  ç(a'')...  y  («'-')]'=  '  i 

unitas  autem  complexa,  quae  per  reciprocam  suam  uuiltiplicata  unilatem  realem  effi<'it. 
simplici  unitati  dz  a'  aequalis  est;  itaque  quum  sit  *  ^x;  ==  dix'  videmus  solam  uiuta- 
lionem  levem  quam,  siibstitutis  aliis  numeris  complexis/"'^'  aequationi  7i/\^oL]  =z  p  su- 

•27.. 
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tisfucientibus ,  furmiila  [Cj  pâli  possit,  i-am  cssi-,  ut  loco  factoris  a'  alla  quaeciinqiif 
radix  ivquationis  %' -=  i  substituenda  sil. 

lit  methodi  in  liac  paragiaplio  explicaî*  iiidoiem  veram  inelius  cognoscanius ,  ad 
eaiii  respiciamus  qua  Cl.  Gauss  ustis  est  in  sectione  septinia  disquisitionum  aritlimeti- 
caiiim ,  §  CCCLVIII  ,  id)i  rasiini  >  =3  ingeniosissiiiie  pertractavil.  Hic  totani  rem  eo 
ri'duxit  ut  numerus  ^p  in  IbriTiani  t  -(-  9.7  «■  redigatur,  et  quinii  eo  peivenisset ,  pro- 
blema  ab  onini  parte  absolutum  esse  eensiiit.  Simili  modo  seciinduin  metliodum  nustraiii 
nuinerns/>  in  formam  certani  gradus  >  —  1,  totidemque  indeterminatoriiiii  redigi  débet, 
qno  facto  difficidtates  oinnes  siiblatae  sunt.  Qiiiim  enim  nornia  sit  forma  certa  gradiis 
A  —  I  et  X  —  F  indeterminatorum,  talem  factorem  primum  complcxum  numeri  p  in  ve- 
nin'idem  est,  atque  hune  nnnierum  in  forniam  dictam  redigere.  Si  oi7ines  ntmieri 
prinii  p  formae  m't,-\-i  in  liane  forniam  redigi  posscnl  ,  sive,  quod  idem  est,  si 
in  A  —  I  factores  coniplexos  conjunctos  discerpi  possent ,  totius  doctrina"  de  cirouli 
sectione  pars  major  confecta  esset  ;  quum  vero  non  omnes  numeri/^  repraesentationem 

jier  forniam  illani  patiantur,  restât  ut  etiam  pro  iis  forma  propria  expressionis  (a,x)'' 
inveniatur.  Haec  antem  res  maximis  difficultatibus  obno.xia  est,  qu»  ut  superentur 
magno  etiam  virorum  doctonim  labore  opus  erit. 
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ÏHliOHEMtS    GÉNÉRAUX 

Sun 

LES    SYSTÈMES    l)K    FORCES    I :  r    LEURS    MOMENTS; 

PvK  M.  CHASLES. 


i.  Deux  systèmes  ^le  forces,  en  noiiibie  qiielcoiinue ,  soiil  ilits 
équivalents,  quand,  par  la  composition  et  décomposition  des  forces, 
on  peut  ramener  un  système  à  l'antre;  ou,  en  d'autres  termes,  (|uaii(l 
toutes  les  forces  de  chacun  des  tleux  systèmes  étant  transportées  |)aral- 
lèlement  à  elles-mêmes,  en  un  même  point,  les  forces  des  deux  systèmes 
ont  la  même  résultante,  et  donnent  lieu,  par  ce  déplacement,  au  même 
couple  résultant. 

Quand  nous  parlerons  de  deux  systèmes  de  forces,  sans  dire  qu'ils 
sont  ('(juivalputs,  ils  seront  tout  à  fait  arbitraires  l'un  à  l'égard  de 
l'autre. 

2.  Théoriîmk  1.  Quand  on  a  deux  systèmes  de  forces,  si  l on  mul- 
tiplie chacune  force  du  premier  système  par  chaque  force  du  second 
système  et  par  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  Jorces ,  la  somme  de  tous 
ces  produits  aura  la  même  valeur  que  la  somme  des  produits  semhla- 
hlement  faits  à  Fêgard  de  deux  autres  systèmes,  équivalents,  respec- 
tivement, aux  deux  proposés. 

Soient  a,  a',...  les  forces  du  prenùer  système,  et  6,  A',...  celles  du 
second.  Représentons  par  lahcos{a,h)  la  somme  de  tous  les  pro- 
duits dont  chacun  sera  formé  d'une  force  du  premier  système  multi- 
pliée par  une  force  du  second  et  par  le  cosinus  de  l'angle  des  deux 
forces;  soient  de  même  A,  A',...  et  B,  B',...  les  forces  de  deux  systèmes. 
équivalents,  respectivement,  aux  deux  premiers;  et  ii  A  B  cos  A.  B)  la 
somme  des  produits  faits  à  l'égard  de  ces  deux  systèmes:  il  s'agit   fie 
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proiivtM'  (|iio  Ion  a 

(i)  la/>cos{n,  l>)  =  lAHcoii{A,  B). 

Di'inoiistintion.  Ia'  prcinicr  membre  contiendia  nue  suite  de  termes 
ou  a  sera  facteur;  ce  seront  ah  cos  [a,  h),  ab'  cos  [a,  //,.•■•  leur  somme 
ne  rliange  pas  de  valeur  quand  on  remplace  les  forces  h,  //,...  |)ar  le 
système  équivalent  B,  B',...,  parce  qu'elle  exprime  le  produit  de  la 
force  a  par  la  somme  des  projections  des  forces  A,  h',...  sur  cette  force, 
et  que  cette  somme  de  projections  reste  la  même  quand  on  substitue 
les  forces  B,  B',  ..  aux  forces  />,  b\....  Ainsi  la  somme  lab {cos ah) 
reste  la  même  quand  on  conserve  les  forces  du  premier  système  a ,  a',... 
et  qu'on  substitue  à  celles  du  second  système  h.  h\...  les  forces  équiva- 
lentes B,  B',...;  c'est-à-dire  que 

Inh  cos  [a,  h)  ^  2 aB  cos  (rt,  B). 

Par  la  même  raison  , 

2  «B  cos  ya,  B)  =  2  A  B  cos  (A,  B). 

Donc  enfin 

lah  cos  (a,  6)  ^  2  AB  cos  (A,  B). 

r.   Q.   F.  D 

3.  Ce  théorème  est  le  fondement  de  plusieurs  propositions  générales 
sur  les  systèmes  de  forces  et  leurs  moments.  Il  donne  lieu  aussi  à  quel- 
ques corollaires  immédiats. 

4.  Corollaire.  Su|)posons  que  toutes  les  forces  a,  n',...  du  premier 
système  aient  une  résultante  iniique  A,  et  que  toutes  les  forces  h,  b',  .. 
du  second  système  aient  aussi  une  résultante  unique  B;  A  et  B  peu- 
vent être  considérés  comme  deux  systèmes  équivalents,  respectivement, 
aux  deux  proposés;  on  a  donc 

A  B  cos  (A,  B)  =  lab  cos  {a,  b). 

Concevons  que  les  lorces  h,  h',...  soient  les  mêmes,  une  à  une,  que 
les  forces  a,  a',...,  on  aura 

A-  =  la'^  -^  -ilaa'  cos{a,a'); 
c'est-à-dire  que  : 
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Quand  plusieurs  forces  ont  une  résultante,  le  carré  de  celle  résuL- 
tiinle  est  é^nl  à  la  somme  dci  carrés  îles  forces ,  plus  deux  fois  lu 
somme  des  produits  de  ces  jorces  multipliées  deux  à  deux  et  pur  le 
cosinus  de  r angle  qu'elles  comprennent. 

5.  Théorkme  II.  Si  l'on  a  deux  systi'mes  de  couples ,  et  ijuonjasse 
le  produit  du  moment  de  chaque  couple  du  premier  système  par  le  mo- 
ment de  chaque  couple  du  second  système  et  par  le  cosinus  de  l'angle 
compris  entre  les  plans  des  deux  couples ,  la  somme  de  tous  ces  produits 
conservera  In  même  valeur,  si  l'on  remplace  ces  deux  systèmes  de 
couples  par  deux  autres  qui  leur  soient  équivalents,  respectivement. 

Ainsi  soient  M,  M',...  les  moments  des  couples  du  premier  système; 
N,  N',...  ceux  du  second  système  ;  m,  m'....  et  n,  n',...  les  moments  îles 
deux  autres  systèmes  de  couples,  équivalents  respectivement  aux  di-iix 
premiers;  on  aura 

(2)  2  M  N  cos  (M,  iN)  —  I  mn  cos  {m,  n). 

En  effet  pour  composer  des  couples  et  les  décomposer,  on  porte 
sur  des  perpendiculaires  à  leurs  plans  des  segments  |)roportioiniels  à 
leurs  moments  ,  et  l'on  considère  ces  segments  comme  des  forces  quot! 
transforme  en  d'autres  forces  équivalentes;  et  à  ces  forces  correspon- 
dent des  couples  équivalents  aux  premiers.  Il  résulte  de  là  que  l'équa- 
tion (1),  relative  à  des  systèmes  de  forces,  donne  naturellement  l'équa- 
tion (îi,  relative  à  des  systèmes  de  couples.  Le  théorème  est  rionc 
démontré. 

B.  Corollaire.  Un  système  de  couples  m,  /«',...  se  réduit  toujours  à 
un  couple  unique  M.  De  même,  le  système  n,  n',...  se  réduira  à  un 
couple  unique  N,  et  l'on  aura 

2  mn  cos  (/n,  n)  =  MN  cos  (M,  N). 

Supposons  que  les  deux  systèmes  m,  m'....  et  n,  n'....  soient  iden- 
tiquement les  mêmes ,  il  vient 

M'-  =  I  m-  -H  il  m  m'  cos  {ni ,  m'  ). 
7.  Le  moment  d'une  force,  pris  par  rapport  h  \\\\  point  fixe,  est  le 
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niénif  que  le  moment  du  couple  formé  par  cette  force  e\  une  seconde 
force  égale  et  contraiiv,  menée  par  le  jinint  fixe  ;  et  las  moments  des 
forces  se  com|)osent  comme  les  couples.  De  même  que  deux  s\  stemes 
de  forces  équivalents  donnent  lieu  à  deux  systèmes  de  couples  équi- 
valents, ils  donnent  lieu  à  deux  systèmes  de  monîents  équivalents.  Le 
théorème  général  sur  les  couples  s'applique  donc  aux  moments  des 
(brces;  c'est-à-dire  que  : 

rm:oui:MK  III.  Etant  donnes  fieiix  systèmes  de  forces  (/uplcnnt/ues , 
et  étant  pris  les  moments  du  premier  sjstème  par  rapport  à  un  point 
fixe,  et  les  moments  du  second  sjstème.  par  rapport  à  un  second  point 
fixe  ,  si  l'on  multiplie  chaijue  moment  du  premier  système  par  chaque 
moment  du  second  système  et  par  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre 
les  plans  des  deux  moments,  la  somme  de  tous  ces  produits  conservera 
la  même  valeur,  si  l'on  substitue  aux  deux  systèmes  de  forces  deux 
autres  systèmes  équivalents ,  dont  on  prendra  les  moments  par  rapport 
au. y  deux  mêmes  points  fixes ,  respectivement. 

Ainsi  soient  m,  m'....  et  n,  n',...  les  moments  des  deux  systèmes  de 
forces,  pris  j)ar  rap|)ort  à  deux  points  fixes  quelconques,  et  M,  M',... 
et  N,  TS',..  les  moments  des  deux  autres  systèmes  de  forces  équivalents, 
respectivement,  aux  deux  premiers,  ces  moments  étant  pris  par  rap- 
port aux  deux  mêmes  points,  respectivement;  on  aura 

}i;  m  n  cos  [m  ,  n)  —  2  M  N  cos  (M ,  N). 

8.  Corollaire.  Toutes  les  forces  du  premier  système  peuvent  être 
remplacées  par  deux  seules  forces  dont  l'une  passe  par  le  premier 
point  fixe:  le  momer.t  de  la  seconde  sera  équivalent  aux  moments  de 
fout  le  système,  c'est  ce  qu'on  appelle  le  moment  résultant,  ou  mo- 
ment principal  du  système  de  forces.  Il  est  égal  à  la  somme  des  pro- 
jections, sur  son  plan,  de  tous  les  moments  des  forces;  son  plan  est 
celui  sur  lequel  la  somme  des  projections  orthogonales  de  tous  les 
moments  a  une  valeur  maximum. 

De  même  les  moments  n,  n',...  ont  un  moment  résultant  N;  et  le 
théorème  donne  1  équation 

2l  m  n  cos  (m  ,  n)  =  M'N  cos  (M  ,  N). 
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IjCs  deux  systèmes  de  forces  peuvent  être  identiques;  on  en  conclut 
M^  =  lin'  -+-  ■>.  2f:  m  n  cos  'm,  n). 

î).  Reinaniiie.  D'aprrs  les  expit-ssioiis  de  la  résultantt:  d'un  s^slcuie 
de  forces,  et  du  coupU-  résultant  d'un  système  de  couples,  on  voit 
(|ut!  les  deux  équations 

la^  -f-  ilaa' co%{a,  a')  =  o, 

1  in'^  +  0.1  mm'  cos  [m,  m')  —  o 

expriment  les  deux  conditions  d'équilibre  d'un  système  de  forces, 
données  par  M.  Poinsot,  et  qu'elles  remplacent  complètement  les  six 
équations  oril inaires  [*]. 

En  effet,  ces  deux  équations  comportent  les  six.  Car  soient  a^,  a^, 
rtj  les  composantes  de  la  force  a,  parallèles  à  trois  axes  coordonnés 
rectangulaires;  et  ainsi  des  autres:  la  première  équation  devient  évi- 
demment 

(a^-4-  a^  -+-...)='  -t-  {ay-h  a,  +...)*  +  («z  -H  «i  +...)'  =  «; 
d'où 

cix  +  «X  -i-...=  o,     a^  -V-  Oj  -i-...—  o,     a^  -+-  Us  +...=  o. 

Et,  semblablement,  en  remplaçant  chaque  moment  m  par  ses  projec- 
tions m^.,  my,  ni,  sur  les  trois  plans  coordonnés,  la  seconde  équation 
devient 

(nix  +  mi  +...)'  H-  {my  -¥■  my  +...f  -f-  m.  +  m'i  +  .-.f  =  o, 

qui  donne 

m^+ /n^-l-...=:  o  ,     m> +m'y -\-...^^  o  ,     m,  +  m.^...=  o. 

10.  Théorème  IV.  Etant  donnes  deux  systèmes  He  forces,  si  Von 
prend  les  moments  des  Jnrces  du  premier  système  par  rapport  à  un 
point  fixe,  et  qu'on  multiplie  chaque  moment  par  chaque  Jorce  du  se- 
cond système  et  par  le  sinus  de  l'angle  que  cette  force  fait  avec  le  plan 

[*]  Ces  deux  équations  se  trouvent  dans  le  Mémoire  de  M.  Binet,  sur  la  composition 
des  forces  et  sur  la  composition  des  moments  (voir  Journal  de  l'Ecole  Polytechniijue, 
xvii'  cahier,  année  181 5). 

Tome XII.  -Juin  1847.  "^^ 
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(lu  mo/nent.  la  somme  de  ces  produits  conservera  la  même  valeur,  si 
l'on  remplace  les  deux  systèmes  par  deux  autres  équivalents,  respec- 
tivement. 

Soient  rt.  rt', ...  les  forces  du  premier  système;  m,  m',...  leurs  mo- 
ments par  rapport  à  un  point  tixe;  et  b,  b',...  le'  forces  du  second 
système.  Soient  A,  A',...  des  forces  formant  un  système  équivalent  au 
premier.  M,  M',...  les  moments  de  ces  forces  relatifs  au  même  point 
fixe,  et  B,  B',...  des  forces  formant  un  système  équivalent  au  second; 
je  dis  qu'on  aura 

Ibm  sin  [b ,  m)  =  SBM  sin  (B,  M). 

Kn  effet,  si  |)ar  le  point  fixe  on  mène  des  droites  représentant  dès 
forces  ,u.,  fx',...,  /x,,  fA,,...  proportionnelles  aux  momentsw,  ;«',...  et  M, 
M'...,  et  perpendiculaires  à  leurs  plans,  respectivement,  ces  forces  for- 
meront deux  systèmes  équivalents. 

On  aiua  donc,  d'après  le  théorème  11,  l'équation 

lbiico&{b,  fj.)  =  -B//,  ces  B,  ,0.,). 

Mais  cos  {b,  fji)  =  sin  [b,  m);  cos  (B,  a,)  =  sin(B,  M);  et  jx.  /x,  sont 
proportionnels  km,  M;  cette  équation  donne  donc  celle  qu'il  s'agit  de 
démontrer.  Donc ,  etc. 

1 1 .  Le  signe  de  chaque  terme  de  la  sonune  1  hm  sin  ih,  m)  dépendi-a 
de  l'angle  que  la  force  b  fera  avec  l'axe  du  moment  m;  la  direction  de 
cet  axe,  d'un  côté  ou  de  l'autre,  c'est-à-dire  au-dessus  ou  au-dessous 
du  plan  de  ce  moment,  dépend,  comme  on  sait,  de  la  direction  de  la 
force  a  à  laquelle  appartient  ce  moment.  Si  nous  concevons  que  ce 
plan  soit  au-dessous  de  notre  œil,  la  direction  de  l'axe  sera  au-dessus 
du  plan,  c'est-à-dire  dirigée  vers  la  partie  supérieure  du  ciel,  quand 
la  force  a  tendra  à  tourner  dans  un  sens  convenu  ,  et  cet  axe  sera  di- 
rigé au-dessous  du  plan ,  c'est-à-dire  vers  la  partie  inférieure  de  la  voi'ite 
céleste,  quand  la  force  tendra  à  tourner  dans  le  sens  contraire. 

Mais  on  peut  déterminer  les  signes  des  termes  bmsm{b,  /h)  d'une 
manière  plus  directe,  sans  introduire  la  considération  des  axes  des 
moments,  et  d'après  les  directions  des  deux  forces  a  et  b  qui  servent 
à  fonner  ces  termes.  En  effet,  supposons  l'axe  du  moment  m  au- 
dessus  de  son   plan,  le   terme  hin<,m{h,  m<  aura  le  signe  4-   ou  le 
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Mgiic  ~  suivant  que  la  force  h,  que  nous  supposons  avoir  son  point 
(l'application  sur  le  plan  même  du  moment,  sera  au-dessus  ou  au- 
dessous.  Dans  le  premier  cas,  un  œil  placé  à  l'extrênuté  iU-.  cette 
force  et  dirigé  vers  son  point  d'application,  verra  la  force  a  tendre  a 
toiu-ner  dans  un  sens;  et,  dans  le  second  cas,  tendre  à  tourner  en 
sens  contraire.  Donc,  le  sens  dans  lequel  l'œil,  placé  à  l'extrémité 
de  la  force  h  et  du-igé  vers  son  point  d'application  ,  verra  tourner  la 
force  rt,  servira  à  déterminer  le  signe  du  terme  hinsin{/i,  m).  Il  est 
facile  de  s'assurer  qu'il  en  est  de  même,  quand  l'axe  du  moment  m  est 
situé  au-dessous  de  son  plan.  Nous  dirons  donc,  en  général,  qii  on 
donnera  le  signe  -+-  ou  le  signe  —  à  chaque  terme  bm  sin  b,  m),  sui- 
vant, que  la  force  a,  vue  de  V  extrémiU'  de  la  force  b,  tendra  à  tourner 
dans  un  sens  convenu,  ou  dans  l'autre  sens. 

12.  Lemmk   I.  Le  volume  du  tétraèdre  qui  a  pour  arêtes  opposées 

les  deux  droites  a,  b  dont  la  plus  courte  distance  est  r.  a  pour  exprès- 

a.b.rsinta,  b) 

sion  ^-       ■   '• 

o 

Eu  effet,  on  ne  cliange  pas  le  volume  d'un  tétraèdre  quand  on  fait 


glisser  une  arête  dans  sa  propre  direction.  D'après  cela,  soient  aa',  êê' 
les  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre.  Par  le  point  a  menons  un  plan 
perpendiculaire  à  l'arête  êS';  et  supposons  que  l'origine  S  de  celle-ci 
soit  dans  ce  plan.  Soient  c/.a"  la  projection  de  l'arête  aa'  sur  ce  plan, 
et  S/J  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  ê  sur  la  droite  aa.  Cette 
perpendiculaire  est  égale  à  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  ay.' . 
§§'.  Le  tétraèdre  construit  sur  les  deux  arêtes  opposées  oS',  œa'  est 
équivalent  au  tétraèdre  construit  sur  êS'  et  a«  ",  parce  que  ces  deux 

28,. 
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tétraèdres  ont  trois  sommets  coinmuDS  §',  ê,  a,  et  que  les  quatrièmes 
sommets  a',  a  sont  sur  une  parallt-le  au  plan  de  ces  trois  prenners. 
Or  le  tétraèdre  (S'ê,  aa")  a  son  volume  égal  à 

aireêaa"  x  |gg'  =  ^aa"èp  x  j  gg'  =  ^  aa"./'.gg' 
=  |aa'cosa'aa"  X  r.gg'  =  ^ aa '. gg './•  sin  (aa',  gg'). 

(.0  volume  est  aussi  celui  du  tétraèdre  construit  sur  les  deux  arêtes  op- 
jiosées  ac/.'.  gg'.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

15.  Lemme  1.  Le  tétraèdre  construit  sur  deux  Jorces^  prises  pour 
arêtes  opposées,  a  son  volume  égal  au  produit  d'une  des  Jbrces ,  par  le 
moment  de  l'autre  force  relntij  à  In  première,  ce  produit  étant  di- 
visé par  6. 

En  effet,  le  tétraèdre  construit  sin-  les  deux  forces  aa',  gg'  a  pour 

,  aa'.Sê' r  sin  (aa',  ëê')     ,,      ,  i      i      r 

volume  - = ^ —  •  Or  le  moment  de  la  force  aa   par  rapport  a 

lajorce  gg'  est  le  moment  de  la  composante  de  cette  force  comprise 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  gg',  pris  par  rapport  au  point  où  ce 
plan  rencontre  la  droite  gg'.  C'est  donc 

aoc'.Sp  =  7.oc".r  =  aa' cos  a' ua'.r  =  aa'.r sin  («a',  gg' ). 

Le  voliune  du  tétraèdre  est  donc 

n€'  X  moment  de  la  force  aa' 
6 

C.   Ç.  F.  D. 

Remanpie.  Le  moment  de  la  force  aa'  par  rapport  à  la  force  gg' 
est  aa  ".g/);  c'est  le  double  de  l'aire  du  triangle  aga".  Ce  triangle  est  la 
piojection  d'un  triangle  qui  aurait  pour  base  la  force  aa'  et  son  som- 
met en  un  |)oinl  de  la  force  gg'.  Le  double  de  faire  de  ce  triangle  est 
le  moment  de  la  force  aa'  par  ra|)port  à  un  point  de  gg'.  On  peut  donc 
dire  que  :  Le  moment  d'une  force  par  rapport  a  une  droite  est  la  pro- 
jection du  moment  de  In  force  par  rapport  a  tin  point  de  la  droite,  la 
projection  étant  faite  sur  un  plan  perpejuiiculnire  à  la  droite. 

y  t.  rHEORi';\iE  V.  Étant  donnés  deux  systèmes  de  forces,  si  sur 
cluique  f>rce  du  piender  système  et  cha<iue  force  du  second  système, 
regardées  comme  arêtes  opposées,  on  construit  un  tétraèdre,  la  somme 
des  volumes  de  tous  ces  tétraèdres  aura  la  même  valeur  que  la  somme 
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spinhlable  jnitc  à  /'('garti  rlr  (tcna-  autirs  sjstènips  <lr  foires  é'/iii^'fi- 
lents  itn.x  deux  premiers,  respo.clivemeiit. 

Ainsi  soient  a,  a',...  et  h,  b',...  les  deux  systèmes  |)roj)osés,  et  A, 
A',.--  et  B,  B',...  les  deux  systèmes  équivalents,  respectivement,  h  ces 
deux-là  ;  on  aura 

1  tétr.  (a,  h)  =  1  tétr.  (A,  Bi. 

Dans  ces  sommes,  chaque  tétraèdre  aura  le  signe  -+-  quand  l'une 
des  deux  forces,  vue  de  l'extrémité  de  l'autre  force,  paraîtra  tourner 
dans  un  sens  convenu  ,  et  le  signe  —  quand  cette  force  paraîtra  tourner 
dans  le  sens  contraire. 

Démonstration.  Dans  la  sonuue  1  tétr.  [a.  b),  chaque  force  {i  doiuie 
lieu  à  une  suite  de  termes  tels  que  a  x  (moment  de  la  force  b  par  rap- 
port à  a) ,  et  dont  la  somme  est 

a.l  (des  moments  des  forces  b.  b',...  par  rapport  à  a). 

Oi'  la  somme  des  moments  des  forces  h,  b',...  par  rapport  à  la  force  a 
est  égale  à  la  somme  des  moments  des  forces  B,  B',...  qui  forment  lui 
système  équivalent.  On  peut  donc  remplacer 

«2 moments  des  forces  b,  b',...]  par  a 2 (moments  des  forces  B,  B',...'ï, 

Il  en  résulte  que 

2  tétr.  {a,  b)  —  i  tétr.  '//.  B). 

Par  la  même  raison,  on  a 

2tétr.(rt,  B)  =  2  tétr.  (A,  B). 
On  a  donc  enfin 

2tétr.(<?,  h)  =  2  tétr.  r  A,  Bl 

C.    (^.   F.    I). 

Quant  au\  signes  des  ternies  tétr.  (n,  b) ,  la  démonstration  indique 
comment  il  faut  les  prendre.  Car  dans  la  somme  des  nionients  de  plu- 
sieurs forces  par  rapport  à  une  droite,  on  donne  le  signe  -h  aux  mo- 
ments des  forces  qui,  pour  un  œil  placé  à  l'extrémité  de  cette  droite, 
tendront  à  tourner  dans  un  sens  convenu  ,  et  le  signe  —  aux  mniiients 
des  forces  qui  tendront  à  tourner  dans  l'autre  sens. 

13.    Corollaire.  Supposons  cpie  les  forces  A,  />',...  soient  identique- 
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111.11I  li's  mêmes  que  les  forces  a,  «',...,  respectivement;  et  que  A,  A',... 
fl  H,  B',...  soient  aussi  deux  systèmes  identiques:  on  eif  conclura  que 

Etant  donnés  deux  systèmes  de  jorces  équivalentes ,  la  somme  des 
tétraèdres  construiti  sur  les  Jorces  du  premier  système,  prises  deua-  à 
de  HOC  comme  arêtes  opposées,  est  égale  à  la  somme  des  tétraèdres  con- 
struits sur  les  Jorces  du  second  système ,  prises  aussi  deux  à  deux 
loinmc  arêtes  opposées. 

O  que  nous  disons  de  deux  systèmes  équivalents  s'entend,  évi- 
ileininenf ,  des  deux  systèmes  qui  se  font  équilibre. 

16.  Il  suit  de  là  que  : 

De  quelque  manière  qu'on  remplace  par  deux  seules  Jorces  un  sys- 
tème de  forces  en  nombre  quelconque,  le  tétraèdre  construit  sur  ces 
deux  Jorces  a  toujours  le  même  volume. 

17.  (>  volume  sera  nul  si  les  deux  forces  sont  situées  dans  un 
même  plan,  auquel  cas  elles  formeront  un  couple  ou  se  réduiront  à 
une  seule  force.  Donc  : 

Art  condition  géométrique  pour  qu'un  système  de  Jorces  ait  une  ré- 
sultante unique  ou  se  réduise  a  un  couple,  est  que  la  somme  des  vo- 
lumes des  tétraèdres  construits  sur  ces  Jorces,  prises  deux  à  deux, 
comme  arêtes  opposées,  soit  nulle. 

18.  Quand  les  forces  se  font  équilibre,  si  on  les  divise  en  deux 
groupes,  les  forces  du  premier  groupe  fojit  équilibre  aux  forces  du 
second.  Donc,  d'après  une  remarque  ci-dessus,  n"  15,  on  peut  dire 
(pie  : 

Qiutnd  des  Jorces  se  Jont  équilibre,  la  somme  des  volumes  des  té- 
traèdres construits  aur  plusieurs  de  ces  Jorces,  prises  deux  à  deux 
comme  arêtes  opposées,  est  égale  à  la  somme  des  volumes  des  tétraèdres 
construits  sur  les  autres  Jorces,  prises  deux  à  deux  comme  arêtes  op- 
posées. 

19.  Ainsi  :  Quand  quatre  Jorces  se  Jrmt  équilibre,  le  volume  du  té- 
traèilre  construit  sur  deu.x  iptelconques  d'entre  elles  est  égal  au  volume 
du  tétraèdre  construit  sur  les  deux  autres. 

il  est  aisé  de  voir  que  quatre  forces  qui  se  font  équilibre  sont  tou- 
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jours  dirigées  suivant  les  génératrices  d'iiii  nu'ine  mode  de  génération 
d'un  liyperboloïde  à  une  nappe;  ou,  en  d'autres  ternies,  que  toute 
droite  qui  s'appuie  sur  trois  d'entre  elles,  s'appuie  nécessairement  mm 
la  quatrième  [*]. 

'10.  ruKORriMi:  VI.  Quand  deux  systèmes  de  forces  equàudeu/y 
.sont  appliques  à  un  même  corps  solide,  si  l'on  imprime  au  corps  un 
mouvement  infiniment  petit ,  et  qu'on  fasse  le  produit  de  chaque  jorce 
par  le  déplacement  de  son  point  (rapplication  dans  le  sens  fie  cette 
Jorce,  la  sonvne  des  produits  relatifs  aux  forces  du  premier  système 
sera  égale  à  la  somme  des  produits  relatifs  aux  forces  du  second  sys- 
tème. 

Soit  mm'  le  déplacement  du  point  d'application  de  la  force  a, 
n.mm'.cos  [a,  mm')  sera  le  terme  relatif  à  cette  force  dans  la  somme 
1  a. mm' .cos  [a ,  mm').  Il  s'agit  de  prouver  que  cette  somme  conserve 
la  même  valeur  numérique  quand  on  remplace  les  forces  a,  a',...  par 
lui  autre  système  de  forces  équivalent. 

Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  solide  libre  peut  être 
considéré  comme  produit  par  deux  mouvements  sinndtanés,  l'iui 
de  rotation  autour  d'une  certaine  droite,  et  l'autre  de  translation. 
Soient  /nju.,  mu.'  les  deux  composantes  du  mouvement  du  \^o\u{  m  ; 
mp.  est  due  à  la  rotation  du  corps  et  a  luie  valeur  différente  pour 
chaque  point ,  et  m[j.'  est  due  à  la  translation  et  est  la  même  pour  tous 
le.s  points  du  corps.  T.a  sonnne  des  projections  des  deux  éléments  mu., 
ma'  sur  la  force  a  est  égale  à  la  projection  de  mm'.  On  a  donc 

mm' cos'\a.,  mm')  ^  mij.coi>[a.  mu.)  -r  mp.' coma,  mu'). 

On  a  donc 

la.mm'.cosfa,  mm')  =  1  a.mtj..cos  (a^  rnix^  -+-  mp.' la.cosa,  mu.'). 

TSous  faisons  sortir  ituf  du  signe  1  parce  que  le  mouvement  de  transla- 
tion ma'  est  commtni  à  tons  les  points  du  corps.  Le  terme  lirt.cos  [a.  mix.') 
exprime  la  sonnne  des  projections  de  toutes  les  forces  a,  a',...  sur  la 
droite  mp'.  Cette  somme  sera  la  même  poui-  un  autre  système  de  forces 

[*]  Quatre  forces  iiui  se  font  équililiir  doniieiit  lion  à  diverses  autres  propriétés  i|iii 
seront  le  suje!  d'un  autre  article. 
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équivalent.   Il  suffit  doue  <lf  prouver  que  li-  terme  irt.m/x cos  (a, /n|Li.) 
conserve  aussi  la  même  valeur. 

mu  est  le  déplacement  du  point  ni  dû  à  une  rotation  autour  d'une 
certaine  droite.  Soient  /la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m  sur  cette 
droite,  et  ô  la  rotation;  on  a  in[j.  =  r6.  Concevons  qu'une  force  repré- 
sentée en  grandeur  par  5  s'exerce  suivant  la  droite  autour  de  laquelle 
a  lieu  la  rotation,  rO  sera  le  moment  de  cette  force  par  rapport  au 
point  m;  le  terme  a.mp..cos  {a,  in[j.)  est  donc  égal  à 

a  X  (moment  de  la  force  0  relatif  au  point  m)  x  cos  {a,  rn^j.), 
ou 

a  X  (  projection  du  moment  de  la  force  Q  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  a). 

Mais  cette  projection  est  le  moment  de  la  force  6  par  rapport  à  la 
droite  a  (Lemme  2  ,  Remarque).  On  a  donc 

a  X  (moment  de  la  force  6  par  rapport  à  a) .     ou     6  tétr.  (a,  6). 

On  a  donc 

la.m[i.  cos(rt  ,  mfi)  =  62  tétr.  {a,  S). 

Or  la  somme  des  tétraèdres  construits  sur  la  force  Ô  et  chacune  des 
forces  a,  a',...  reste  la  même  quand  on  remplace  ces  forces  par  d'autres 
équivalentes.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

'21.   Observation.  On  peut  encore  dire  que 

fl. (moment  de  la  force  9  par  rapport  à  a)  = 
5. (moment  de  la  force  a  par  rapport  à  5), 

ce  rjui  se  voit  par  le  lemme  2. 

Et  conune  la  somme  des  moments  des  forces  a,  a',...  par  rapport  à 
une  droite  9  reste  constante,  pour  tout  autre  système  de  forces  équi- 
valent, on  en  conclut  le  théorème  énoncé. 

"22.  Pi  il/ci f)('  des  vitesses  virtuelles.  —  Si  les  forces  a,  a',...  se 
font  équilibre,  on  peut  les  reni|)lacer  par  deux  forces  égales  et  direc- 
tement opposées;  d'où  l'on  conclut  que  la  somme  2a. mm' cos  (a,  mi/i'  ) 
est  nulle.  Ce  qui  e.-t  l'équation  des  vitesses  virtuelles. 


PURES  ET  AI'I'J.IQIIÉES.  uu5 
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]N()TE 

SUR    UNE    PROPRIÉTÉ    MÉCANIQUE    DU   CERCLE; 

Pah  m.  a.  lUSPAL, 

lilèvc  de  rKcolu  Niirnialc. 


Dans  le  tome  IX  de  ce  Journal,  page  i  i6,  M.  O.  Bonnet  a  obtenu 
inie  propriété  mécanique  nouvelle  de  la  lemniscale  hyperbolique ,  en 
résolvant  le  problème  suivant  :  «  Trouver  ime  courbe  AMM',  lelh- 
»  que  les  arcs  AM  soient  parcourus  dans  le  même  temps  ipie  les  cordes 
»  correspondantes  par  des  mobiles  partant  du  point  A  sans  vitesse 
»  initiale  et  soumis  à  l'action  d'une  force  dirigée  vers  un  centre 
»  fixe  et  proportioinielle  à  la  distance.  »  Il  démontre,  en  effet,  que 
la  courbe  demandée  est  une  lenmiscate  hyperbolique,  ce  qu'on  ne  sa- 
vait auparavant  que  pour  le  cas  particulier  où  le  centre  d'action  est 
situé  à  l'infini,  c'est-à-dire  pour  le  cas  d'une  force  constante  en  gran- 
deur et  en  direction ,  dont  M.  Serret  s'était  occupé  dans  le  même  vo- 
lume, page  28.  en  rappelant  un  Mémoire  antérieur  de  IS.  Fuss|*].  La 
méthode  de  Fuss  est  géométrique  et  rattache  la  propriété  citée  de  la 
lenmiscate  à  une  propriété  du  cercle.  Nous  allons  d'abord  montrer  que 
cette  méthode  peut  être  étendue  au  cas  général  traité  par  M.  Bonnet; 
nous  donnerons  ensuite,  et  ce  sera  l'objet  principal  de  cette  Note, 
quelques  développements  sur  la  propriété  du  cercle  qui  lui  sert  de 
base. 


[*)  M.  Serret  nous  a  tait  observor  que  le  titre  qu'il  a  donne  à  sa  Note  :  Sur  une  pro- 
priété de  la  lemniscate  découverte  par  N.  Fuss,  renferme  une  inexactitude.  Et,  en  effet , 
on  peut  voir  au  tome  IX  des  Mémoires  de  l'Acadéinic  de  Saint-Pétersbourg  [c'est  le  vo- 
lume pour  1 819- 1820,  la  date  1824  que  M-  Serret  cite  est  celle  de  la  publication  ,  qui- 
Fuss ,  en  démontrant  celte  propriété ,  ne  s'en  attribue  pas  l'invention  ;  il  dit  qu'elle  a 
été  trouvée  par  le  gcoméire  italien  Saladini. 

Tome  Xll.  —  Jus  1847.  -iQ 
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Par  le  point  M  quelconque  de  la  courbe  cherchée  AMM'  et  par  le 
point  donné  A,  traçons  un  cercle  dont  le  diamètre  AD  soit  situé  sur 

A 


la  droite  qui  va  du  point  A  au  centre  d'attraction  et  qui  est  évidem- 
ment la  première  tangente  de  la  courbe  AMM'.  Considérons  dans  cette 
courbe  AMM'  deux  cordes  infiniment  voisines  AM,  AM'  dont  la  prc; 
mière  lui  est  commune  avec  le  cercle  AMD  et  dont  la  seconde  coupe 
ce  cercle  en  N.  D'après  la  définition  de  la  courbe,  les  arcs  AM  et  AM' 
doivent  être  parcourus  dans  le  même  temps  que  les  cordes  correspon- 
dantes; or,  par  une  propriété  coniuie  du  cercle,  les  deux  cordes  AM 
et  AN  sont  parcourues  dans  le  même  temps  si  le  mobile,  parti  de  A 
sans  vitesse  initiale  ,  est  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  ou  d'une  force 
proportionnelle  à  la  distance  et  émanant  d'un  centre  situé  sur  AD. 

Donc  les  deux  lignes  MM'  et  NM'  sont  parcourues  dans  le  même 
temps  :  or  les  vitesses  en  M  et  en  N  ne  diffèrent  que  d'un  infiniment 
petit,  et  ces  deux  espaces  MM',  NM'  sont  assez  petits  pour  qu'on  puisse 
supposer  que  la  vitesse  y  reste  constante;  donc  MM'  =  NM'.  Ainsi  le 

triangle  infinitésimal  NM'M  est  isocèle;  mais  l'angle  MNM',  qui  a  pour 

mesure  la  moitié  de  l'arc  AN,  est  le  complément  de  l'angle  DAN  =  6. 

Donc  l'angle  M'  =20,  et  l'équation  différentielle  de  la  courbe  est, 

par  suite, 

— ;-  =  tane  iQ. 

tir  » 

c'est  précisément  1  équation  différentielle  d'une  lemniscale  hyper- 
bolique dont  Taxe  focal  fait  avec  AD  un  angle  de  45  degrés. 

Nous  nous  proposons  à  présent  de  trouver  quelles  sont  toutes  les 
lois  d'attraction  vers  le  centre  fixe  qui  laissent  subsister  la  propriété  du 
cercle  (ou  si  l'on  veut  des  cordes  du  cercle)  sur  laquelle  est  fondée  la 
démonstration  précédente.  Nous  allons  en  premier  lieu  faire  cette  re- 
cherche d'une  façon  géométrique ,  puis  nous  indiquerons  l'analyse  qui 
nous  a  guidé. 


PURES  b:\    AIM'IKH  KES. 
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Soit  O  le  centre  d'attraction,  ot  soient  différenrs  cercles  AD.  Al),. 
ADj,...  passant  tous  en  A  et  ayant  leurs  centres  sur  AO. 

Considérons  deux  cordes  AB,  AC. 

D'après  l'énoncé  de  la  question,  les  lignes  AB,  AC;  AB,.  AC,. 
ABo,  ACj,...  sont  parcourues  dans  le  même  temps;  donc  aussi  les 
segments  AB,  AC;  BB,,  CC,  ;  B,Bo,  C,C2,...  sont  parcourus  en  tt'inps 
égaux. 

Il  en  résulte  qu'en  supposant  les  segments  B,  B.,  C,  Cj,  par  exemple, 
mfiniment  petits,  les  vitesses  c,  i''aux  points  correspondants  B,,  C,  sont 
proportionnelles  à  ces  segments,  ou  bien  (d'a|irès  une  propriété  des 
figures  semblables)  aux  cordes  A|3,  Ay  que  l'on  obtient  en  décrivant 
'e  cercle  qui  passe  en  O,  ou  bien  encore  aux  portions  B,  *.  C,/.  qui 
restent  à  parcourir  pour  arriver  en  /5  et  en  y. 

En  effet,  les  deux  espaces  B.Ba,  C.Ca  étant  infiniment  petits,  on 
peut  supposer  que  les  vitesses  restent  constantes  pendant  le  temps  df 
employé  à  les  parcourir.  On  peut  donc  écrire 
B,B2  =  iV,     C,Ci=i''t; 

d'où 

.'    _    B,  B,  _  A|  _  B,|^ 


ce. 


Ay 


Ainsi  en  B,  et  C, ,  et  de  même  en  B^  et  C^,...,  les  vilesses  sont  pro- 
portionnelies  aux  espaces  qui  restent  à  parcourir;  donc  aussi  les  forces 
sont  proportionnelles  à  ces  espaces  :  car  puisqu'en  deux  points  cor- 
respondants on  a  toujours 

i>  =z  in\>', 

aq.. 
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oïl  aura  aussi 

<ir  liv  ' 

r/t  dt 

Ainsi  les  choses  se  passent  comme  si  les  deux  mobiles  étaient  attirés 
vers  les  points  ,3  et  7  par  des  forces  proportionnelles  à  la  distance. 

Si  donc  on  désigne  par  R  et  R,  les  forces  en  B,  et  C,  émanées  du 
point  (),  et  par  t\  /•,  les  rayons  vecteurs  correspondants,  on  aura 

R(osOB,p  _  /cosOB.p 
_      -^=^  ^\  • 

R,rosOCi7         riCosOC,7 
donc 

R      _     7 

ce  qui  montre  que  l'attraction  émanée  du  point  O  doit  s'exercer  pro- 
portionnellement à  la  distance  pour  que  les  cercles  jouissent  de  la 
propriété  énoncée. 

Si  l'on  considère  le  cercle  passant  en  O  ,  les  points  arriveront  en  p 
et  en  y  avec  la  vitesse  maximum  ;  si  le  cercle  est  au-dessous  de  O,  la 
vitesse  décroîtra  après  le  passage  du  mobile  au  point/,  et  il  se  fera  au- 
toiu-  du  centre  O  de  petites  oscillations.  Enfin,  si  le  centre  du  cercle 
est  en  O,  le  mobile  arrivera  au  bas  de  la  corde  avec  une  vitesse  nulle; 
puis  il  remontera  jusqu'en  A,  puis  reviendra,  et  continuera  ainsi  d'os- 
ciller indéfiniment,  et  toujours  dans  dos  temps  égaux,  autour  du  centre 
d  attraction.  Si  le  centre  du  cercle  descendait  au-dessous  du  point  t),  il  v 
aurait  encore  des  oscillations;  mais  on  voit  aisément  que  les  mobiles  ne 
pourraient  parcourir  les  cordes  dans  toute  leur  étendue  ,  puisque  leurs 
vitesses  seraient  éteintes  avani  qu'ils  ne  fussent  arrivés  à  l'extrémité  de 
ces  cordes. 

Passons  maintenant  a  la  démonstration  analytique'  du  même  théo- 
rème. 

Soient  h  la  distance  du  point  A  au  centre  il'attraction,  w  l'angle  d'une 
corde  avec  la  verticale,  s  la  longueur  d'une  corde,  /•  le  rayon  vectein- 
correspondant,  et  R  la  force.  Le  temps  de  la  descente  a  pour  expres- 
sion 

C^  as 

t  =  -, 

Ji,      <^K—2.fKdr 


II 
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où  K  est  une  constante,  et  à  laquelle  il  faut  joindre  l'équation 
(2)  r'^  —  h'^  =.»'■  —  1/1S  cou  u). 

Il  faut  clans  l'intégrale  leniplaeer  /  par  sa  valeur  en  lonction  «le  m, 
puis  exprimer  que  celle-ci  est  inclé|)entlante  de  m;  de  plus,  connue  les 
extrémités  des  cordes  se  trouvent  sur  les  mêmes  cercles,  s  est  une 
(onction  de  l'angle  w  exprimée  par  l'équation 

s  =  (l  COS  C)  , 

dans  laquelle  a,  qui  représente  le  diamètre  du  cercle  correspondant, 
doit  rester  constante. 

Les  deux  équations  précédentes  deviennent  ainsi 

(4)  '•'  —  A-  =  [à^  —  ^.ah)  cos'  0). 

L'équation  (4),  diflérentiée  par  rapport  à  y,  en  y  laissant  a  constante, 
donne 

rdr  =  —  (à'  —  iah)  cos  o  sin  m  cJ',)  , 

d'où  l'on  déduit 

(5)  ^^^  =  tang  w  rt'w. 

L'équation  (3)  doit  aussi  être  diflérentiée  par  rapport  à  w,  puis  sa 
différentielle  doit  être  égalée  à  zéro;  ce  qui  donne,  en  ayant  égard  à 
l'équation  (5), 

/•  «  ,.(K  —  2/Rrfr)  +  (r^  -  /«=J  R    ,      , 

/      -^ ^ — ^ j—  arda  cos  o)  —  o, 

•  "  [r-'  —  lr  (K  — 9./'Rrfr)' 

et,  comme  cette  intégrale  doit  être  toujours  nulle,  indépendamment 

de  u  et  quelle  que  soit  la  limite  a,  il  faut  égaler  l'élément  à  zéro. 

Donc 

/•K  -  nJ'Rdr  -h  [r^  -  //=)  R  =  o , 

i-l'où  1  on  déduit 

hdr-  idrj'Rdi  +  (r^  -  li')dVi  =  o, 
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puis,  si  l'on  multiplie  la  première  par  dr^  la  seconde  par  /,  et  si  l'on 
retranche,  il  vient 

Rc/r-  /y/R  =  o, 
d'où 

R  =  cr. 

Ainsi  Tattraction  est  proportionnelle  à  la  distance. 
On  tronve  aisément  pour  le  temps  de  la  descente 


I    /tt  .a  —  h'\ 

t  —  -z\-  +  arc  sin  — j— 


quantité  qui  n'a  une  valeur  réelle  qu'autant  que  a  est  moindre  que 
le  double  de  /i;  car  autrement  le  sinus  serait  plus  grand  que  l'unité. 

Dans  le  cas  où  a=ih^  on  a,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment, 
une  suite  indéfinie  d'oscillations;  la  durée  de  chacune  d'elles  est  égale 

.      it 

^  T' 
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SUR  QUEI.QUES  FORMUf.KS  DU  CALCUL  IxNTÉGRAL; 

Par  m    a    CAYLEY. 


Soit  jc   hj\  —  I  ou  .r -f  iy  une  quantité  imaginaire  quelconque; 
taisons 


(i)  p  =  \x^-h/'',     6  =arctang 


r 


X 


0  étant  une  quantité  positive,  et  6  un  arc  compris  entre  les  limites 
Cela  posé,  écrivons 


—  ^ 
2 


,.  I  (jc-t- ij-)'"  =  p"' «'"'«  f'or  positif), 

1  (jT  +  iy) "'  =  p'"  P""  î«  ->^)      [x  négatif)  ; 

( Dans  la  seconde  de  ces  formules,  il  faut  prendre  le  signe  supérieur  ou 
inférieiu',  selon  que  y  est  positif  ou  négatif)  Au  cas  de  x  positif,  la 
valein-  du  second  membre  sera  ce  que  M,  Cauchy  a  appelé  valeui  prin- 
cipale de  {x-i-ij')'".  Au  cas  de  x  négatif,  on  peut  aussi,  à  ce  qu'il  me 
semble,  nommer  cette  valeur  valeur  principale.  Cela  paraît  contraire 
à  la  théorie  de  M.  Cauchy  [Exercices  de  Mathématiques,  tome  T . 
page  a);  mais  la  démonstration  que  l'on  y  trouve  de  l'impossibilité 
d'une  valeur  principale  pour  x  négatif  ne  s'applique  qu'au  cas  où  Ion 
suppose  que  le  signe  ±  est  toujours  le  même  sans  avoir  égard  au  signe 
de  j.  Seulement,  selon  nos  définitions,  il  importe  de  remarquer  quil 
n'y  a  pas  de  valeur  principale  pour  x  négatif,  au  cas  particulier  où  r=o; 
ou  plutôt  dans  ce  cas,  et  dans  ce  cas  seulement,  la  valeur  principale 
devient  indéterminée. 

Soit,  en  particulier,  jc  =  o;  les  deux  formules  conduisent  au  même 
résultat ,  savoir 

K?)  [ij)"'  —  {±j)'"e~  2  , 
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le  signe  comme  auparavant.  Car  en  considérant  x  comme  infiniment 
petit  positif,  on  obtient 

2  ' 

et ,  en  considérant  x  comme  infiniment  petit  négatif , 
et  de  là 

5   ±  TT  =    dz  "• 

Ainsi  cette  formule  est  toujours  vraie,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 
considérer  ij  comme  limite  de  x  -+-  ij^  x  positif  ou  x  négatif. 

Remarquons  encore  que  cette  fonction  {ij}'"  reste  continue  (piaiid  y 
passe  par  zéro,  ce  qui  a  lieu  aussi  pour  ix-^ijr'",  x  positif,  mais 
non  pas  pour  [x  +  //)'",  x  négatif. 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  aux  valeurs  principales  des  lo- 
garithmes, lesquelles  doivent  se  définir  d'une  manière  analogue  par 
les  équations 

, n         \  '°g (-^  ■+-  'y^  =  '°g p  +  '^         ("^  positif) , 

(  log(.r  -f-  ij)  =  log|0  +  i{Q  ±n]     [x  négatif), 

le  signe  ambigu,  comme  auparavant. 

On  d< montre  sans  difficulté  que  ces  valeurs  principales  satisfont  en 
tout  cas  aux  équations 

I  log  [x  4-  if)  log (x'  +  ij'  ]  =  log  [[x  +  ij)  ix'  +  />')]. 

Seulement  ces  équations  deviennent  indéterminées  au  cas  où  l'une  des 
quantités  .r,  x' ,  xx'  —  yj'  étant  négative,  la  quantité  correspondante 
j,  j',  xj'  +  x'j  s'évanouit. 

Au  moyen  de  cette  définition  de  la  valeur  principale  d'un  logarithme, 
on  obtient 

où  a,  (3  sont  réels,  et  A ,  B  sont  assujettis  à  la  seule  condition  qu'au 
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cas  où  a,  |B  seraient  de  signes  contraires,  la  |)artie  imaginaire  de  -  ne  s'r- 

vanouisse  pas.  En  effet,  dans  ce  cas,  l'intégrale  et  la  valeur  |jrinci|)alr 
du  logarithme  deviennent  toutes  les  deux  indcternunécs.  Sans  doute 
il  y  a  luie  valeur  que  l'on  peut  appeler /i/vV/rz/w/r  de  l'intégrale,  inai» 

cette  valeur  n'est  égale  à  aMfMrt  des  logarithmes  de  — .  el  les  notion.-. 

des  valeurs  principales  d'une  intégrale  et  diui  logarithme  u'ont  pas 
de  rapport  ensemble.  Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  cpie  j'ai  trouvé 
dans  mon  Mémoire  sur  les  Jonctions  doublement  pénodi(fues. 

Je  passe  à  quelques  autres  applications  de  ces  principes,  qui  ont  rap- 
port à  la  théorie  des  fonctions  T.  Soit  d'abord  /•  un  nombre  positil 
plus  petit  queJunité.  et  écrivons 

U=  r*  (/>V"'  e''  dx; 

J —  00 

on  obtient 

U  =  r     {ixY''  e'^dx  +  f^  (-  ix)'-'  e"'  dx, 
ou  enfin  ,  puisque  x  est  positif  dans  ces  deux  intégrales  . 

[,r — IJ —      /«»  —  (;■— I    —     /»oo 

U=:e         M     x'-'e'^'dx+e  ^        x'''e-"dx; 

Jo  «/o 

au  moyen  de  la  formule  connue  , 


r--' 

'  e-'-^  dx=  e 

"   "    Vf. 

on 

en  conclut 

U 

=  2  cos ( r 

2  sin  n: .  Ti 

savoir 

sin  i^.Yr  - 

=i£j^y- 

'  e'-'dx. 

On 

obtiendrait 

de 

•  même 

o  : 

^l  p  {-ixY-'e"dx 

^  J—  00 

Tome  XII.- JoiN  1847.  3o 


iM  JOURNAL   l)K   MATHÉMATigi  ES 

Au  premier  coup  d'œil,  ces  équations  pourraient  paraître  en  con- 
rradicfion  l'une  avec  l'autre:  mais  cela  n'est  pas  ainsi,  parce  quil  n'est 
pas  vrai  que  (-  />)'-'  soit  égal  à  (-  i)'-'  {ixy-\  (-  i)-"-'  étant  facteur 
invariable;  mais  au  contraire  (—  ix)''-'  =  e^'-''~'''"'  (ix)''~\  selon 
q\ie  jc  est  positif  ou  négatif. 

Dans  la  première  de  ces  équations ,  on  peut  remplacer  ix  par  c  -)-  ix, 
et  dans  la  seconde,  —  ix  par  c  —  ix ,  c  étant  positif;  mais  cela  n'est 
|)as  permis  pour  c  négatif,  à  cause  de  la  discontinuité  de  valeur  de 
[c  +  ixY^'  ou  [c  —  ix)'-'  dans  ce  cas,  quand  x  passe  par  zéro.  En 
nudtipliant  la  première  équation  par  e-\  et  différcnliant  un  nombre 
quelconque  de  fois,  en  admettant,  pour  les  valeurs  négatives  de  r, 
l'équation 

la  formule  ne  change  pas  de  forme,  et  l'on  obtient 

(7)  smrnrre-''  =  ^f      [c -i- ix)'-' e'-"' dx; 

'1  de  même,  au  moyen  de  la  seconde  équation, 

J—  M 

dans  lesquelles  formules  c  est  positif,  et  /•  est  un  nombre  quelconque 
entre  r,  —30  ,  sans  exclure  la  limite  supérieure  ;  seulement ,  pour  /■=o, 
le  facteur  sin  ;  ;:  F/se  réduit  à  n.  Au  cas  où  /•  est  plus  grand  que  zéro, 
on  peut,  si  l'on  vent,  écrire  aussi  c  =  d.  Dans  tous  les  cas,  on  peut 
remplacer  sin  r?:  Tr  par  -j-^^^ — r.  Il  importe  de  remarquer  que  ces 
mêmes  intégrales  sont  absolument  inexprimables  au  cas  où  c  est  né- 
gatif :  en  effet,  en  écrivant  —  c  au  lieu  de  c  [c  positif,  on  obtiendrait 

f      {— c  +  ixy-' e'-" (Ix 

=  e^'  ~'^"'  [""{c-  ixy-'  e'^dx  +  e~'''~'~'  f  (c  -  ixy-'  e'^'dx. 

Mais,  par  la  seconde  des  équations  dont  il  s'a»it, 

o  =  J     (c—  ixy-'  e'-^  dx  -tr  f      {c  —  ixy-'  e'*^  dx  ; 
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(lom 

{—  c  +  iJi}'   '  e'-'  djc  =  —  2/  siii  /■;:  I     [c  —  ix)'  ''  i'"  (Ijl-. 

(  >r  1  intégrale  au  second  membre  ne  peut  pas  s'exprimer  par  les  trans- 
cendantes connues,  à  moins  que  r  ne  soit  entier.  Ecrivons  encore. 
c  ét.'Dil  toujours  positif, 

i  =  r  c  +  ix)'-'  e""  dx, 
1,  =  r {c-ixy''  e''  dx, 
\.,=  /     (c  -^  ix)'-*  e-"  dx , 

1,  =  r*  {c  —  ix)'-'  e-'-'  dx. 

Toutes  les  fonctions 

/■(±  c  ±  ix)'-'  e-'-'  dx, 

entre  les  limites  o,  xi  ,  ou  —  a;  ,  o  ,  ou  —  ce  ,  oc  .  s'expriment  facile- 
ment au  moyen  de  I ,  I, ,  I^,  1,.  Mais  ces  quatre  (onctions  ne  sont  pas 
connues;  seulement,  au  moyen  des  équations  (jui  viennent  d  être  trou- 
vées, on  obtient 

l  -isin  rr.rre^"  =:  1    -H  I.,, 

(.0) 


0=1,  +  I., 
On  déduit  encore  de  ces  mêmes  formules  : 

sin  nzTre-" 

(c  -+■  ixY-'  cof.xdx  =  /  /      ic  -h  ix)"'  sin  xd.v , 

=  r*  (t  -  ix)'-'  cosxdx  =  -  ij       [i--  -  '•^•) '  "'  ^'"  •^^•^• 

En  supposant  que  r  —  i  est  entier  négatif,  l'intégrale 

I      (f^  +  x'^  '   '  cosxdx 

5o.. 
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se  décompose  facilemenl  dans  une  suite  d'intégrales  de  la  forme 

/       [c  ±:  ijc)''~'  cosxdx, 

•/—ce 

et,  en  prenant  la  somme  de  celles-ci ,  on  obtient  la  formule 

laquelle  est  due  à  M.  Catalan.  Cependant,  ni  cette  démonstration  ni 
celle  de  M.  (Catalan  ne  s'appliquent  au  cas  où  r  n'est  pas  entier;  la 
lormule  subsiste  encore  dans  ce  cas,  comme  M.  Serret  la  démontré 
rigoureusement.  En  essayant  de  la  vérifier,  je  suis  tombé  sur  cette  autre 
(oiinule  : 


(,3) 


•/o 


[c^  +  x-f'^  cos  xdx 


ce  qui  suppose,  comme  auparavant,  que  r  —  i  soit  négatif;  en  com- 
parant les  deux  valeurs,  on  est  conduit  au  résultat  singulier  (en  écri- 
vant a  au  lieu  de  ur,  et  '^"^  pour  r)  : 

I  -  /«  J(é   Ja  -X-  r, 

(•4) 


ri(p-h^) 


lequel  peut  se  démontrer  sans  difficulté  ,  quand  p  est  entier  positif  im- 
pair, en  développant  les  âeiw  membres  suivant  les  puissances  de  a; 
cela  se  fait  au  moyen  de 


^     '  sji-h-r  \         r(/;-2r)r(r  +  i) 

ou  /  s  étend  depuis  o  jusqu'à -(  ^  —  i  ,.  J'ai  déduit  de  cette  lormule  (i4) 

des  formules  assez  remarquables  qui  se   rapportent  aux  attractions, 
lesquelles  paraîtront  dans  un   numéro  prochain  du  Cambriii^c  and 
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Duhlin  inalheniatical  Jounuil.  On   pfiil  nicoif  dt'-inouU-er  cetif  for- 
mule singulière  : 

(i6)  r(,--i-rt-i)=-.-^—   r"  f/x)'-'{-/x)''-V''-'ctr; 

en  effet,  pour  la  véritier,  li  suffit  de  réduire  l'intégrale,  d'abord  a 
r  (/x)'-'  (-/x)"-'  e'^dx  -h    r  {-ix)'-'  [ix)"-'  p'''(ix, 

Jo  Jo 

puis  à 

(,._„)iL!     /.«  (a-r)-    /•» 

e  •'   /     x'-^''-^e''dx-\-e  '  j     x'^'-^ e--"  dx , 

dont  les  deux  parties  s'obtiennent  au  moyen  d'une  formule  donnée 
ci-dessus.  Si ,  au  lieu  de  {—ix)"-',  l'on  avait  {ix)"-' ,  l'intégrale  se  ré- 
duirait à  zéro  ;  mais  cela  rentre  dans  une  formule  plus  simple. 
J'ajouterai  encore  ces  deux  formules-ci. 

1  27r6-"<;-'=    I       ''~  ''^'  e'-^dx  , 

dont  je  supprime  la  démonstration.  En  écrivant  dans  la  dernière  —x 
au  lieu  de  x,  puis  ajoutant,  on  a 

(  1 8)  t:  6-"-'  e- '  =    r  "  t:^  e'-'- ^^  ; 

d'où  l'on  déduit  tout  de  suite  cette  formule  de  M.  Cauchy 

-- —  cos  (  —  ~  x\  (Ix. 

La  formule  (7)  peut  être  considérée  comme  une  définition  de  la  fonc- 
tion Tr  au  cas  de  /'  négatif;  et ,  à  ce  point  de  vue ,  elle  a ,  ce  me  semble , 
quelques  avantages  sur  celle  que  M.  Cauchy  a  donnée  au  moyen  des 
intégrales  extraordinaires.  Je  passe  à  la  définition  ,  au  moyen  (rime 
intégrale  définie  ,  de  la  seconde  intégrale  euiérienne, 


r  ;;;  Y  n 


r      \  -e ,  \  i  ni  i  n 

(20)  S(m,n]  —  —--- — 
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quand  m  ou  n,  ou  tous  les  deux,  sont  négatifs.  Soit  d'abord  m  et  n 
tons  U's  deux  positifs,  mais//  plus  petit  cpiel'unité;  on  ol>tient  aumoyen 
de  la  formule  (7)  et  de  la  délinilion  ordinaire  des  fonctions  P, 

et  tie  là  .  en  mettant 

^  =  aor- ,     dj  =  xda. , 

et  intégrant ,  par  rapport  à  x , 

■f  (m  ,  n)  =  — -. /      da  ■  7-^ — » 

*•  '         ismmr  J_^  fi  —  /a)"'*" 

ou  en  écrivant  A-   ai  au  lieu  de  ai ,  A  étant  positif, 

(■il)  -f{/7i.«)=^ /  — -- — ^— ;^ , 

^  .       V       ■       /         2Sin/?7rJ_j^(l— X— a()"'+" 

formule  qui  est  vraie,  même  pour  les  valeurs  négatives  de  //.  En  effet, 
SI  cette  formule  est  vraie  pour  une  valeur  quelconque  particulière  de  // , 
elle  sera  aussi  vraie  pour  la  valeur  n-hp,  p  étant  entier  positif  quel- 
conque; ce  qui  se  déniontre  au  moyen  des  formules  de  réduction  :  donc 
il  ne  s'agit  que  de  la  démontrer  au  cas  ou  n  est  j)ositif  et  plus  petit  c[ue 
limité,  et  dans  ce  cas.  puisque  la  fonction  à  intégrer  est  toujours 
finie,  on  peut  écrire  sans  crainte  k  -t-  a.i  au  Jieu  de  a.i,  ce  qui  la  réduit  à 
la  formule  qui  vient  d'être  démontrée;  donc  cette  formule  (21)  est  la 
définition  cherchée,  au  cas  où  n  est  négatif,  ou  positif  et  plus  petit  que 
l'unité. 

Si,  de  plus,  //i  est  négatif,  ou  positif  et  plus  petit  que  l'unité,  I  —  m 
sera  positif ,  et  Ion  dédiiira 

-:,  ,  VmVn  vil  —  17/  —  n\l' n  s\n(nt-\- n,T: 

■T(m,H)  =  —r — ^  =  — S . ±- L '-    , 

^     '     '      r  (/«-(-«  )  r  (  I  —  /«  )  sin  77177 

c  est-H-dire 

-■  /           \        sini77j-(-/7)7r  j ,  X 

^fiin.n)  =  — ^^ ^  ^ ( I  —  /H  -  « .  //); 
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ou  enliii ,  [lai  I  cciuiitioii  (ai), 

S(in,n)  —  -A .-^-    \      (k-h  irA"'  '  1 1  —  1,  —  r/.:'"'  <•/'/, 

^  7.Sm/7Jirsin/JTr  J^„  ^ 

laquelle  suppose  seuleiiienl  (|uc  m  t  /i  soit  négatil ,  ou  positif  cl  pius 
petit  que  l'unité.  Elle  présente  une  analogie  assez  frappante  avec  l'équ,!- 
tion  ordinaire 


i(/«  ,/*--=:    r  '  a"-'  (i  —  a)'"-'  Hrj. 


qui  correspond  aux  valeurs  positives  de  m,  n;  de  même  que  l'équa- 
tion (21)  est  analogue  à  cette  autre  l'orme 


:f{m,n)  —  1      ■ ; 


qui  correspond  aussi  aux  valeurs  positives  de  m  et  n. 

On  peut  se  proposer  de  vérider  léquation  (/n  et  11  positifs  el  [)lus 
petits  que  l'unité) 

VmVn  =  r-- '—■ f^djcf^  dy  iix)'"-'  i/r)"-'  e'  •*'  , 

4sin  mw  sin  «Tt  J_  J~x 

en  transformant  le  second  membre  au  moyen  de  x=aj'.  Pour  cela  ,  on 
distinguera  quatre  cas,  selon  que  x  et  j  sont  tous  les  deux  positifs 
ou  négatifs,  ou  l'un  positif  et  l'autre  négatif.  En  mettant  dans  les 
deux  premiers 

JC  =  v.j,     dx  =r  fdcf., 

et  en  intégrant  par  rapport  à  j,  on  trouvera  que  les  deux  portions 
correspondantes  de  l'intégrale  double  se  réuniront  en 

r  m  -}~  n)  .1  cos  (m  -+- 


-ir.T 


c'est-à-dire  à 

—  1  cos  [m  -f-  n)  71  .  Tni  Vii. 

Pour  les  deux  autres  portions  de  l'intégrale  double,  en  ccrivant 

j:  =  —  ar, 
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on  verra  qu'il  faut  encore  distinguer  les  deux  cas  a  <  i  et  a  >  i .  Ees 
(juatre  u)fégrales  ainsi  oljteuues  se  réuniront  cependant  dans  les 
deux 

0.  cos  nv..\  I  m  -h  n)  ■  i r-— - .      2  cos  m  n  \      , r— -,  ■ 

./o    ('  — a)"-*-"  J,       (a  — 1)"+" 

savoir,  après  quelques  réductions  faciles,  dans  celles-ci, 

2  cos  fl  TT  sin  »)  TT  _,      ^  3.  cos  m  n  sin  m  n  „ 

— ^-7 r-  -  r/«  Fn ,     — z—, 7—  Tm  l  n  , 

sin  [m  -t-  n)  ff  sm  (m  -t-  n) 

lesquelles  se  réuniront  en 

cos  (m  —  n)n  .  Tni  Tu. 

On  obtient  donc  enfin  l'équation  identique 

4  sin  mn  sin  nn  =^  -i  cos  (/«  —  n)  tt  —  -i  cos  (wi  H-  //)  tt  ; 
ce(|ui  suffit  pour  la  vérification  dont  il  s'agit. 
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MËMOir.E 
SUR   LES  SURFACES  ORTHOGONALES; 

Pau  m.   J.-A.   SERUET. 


Dans  une  Note ,  publiée  au  fome  précédent  de  ce  Recueil ,  M.  Bou- 
quet, professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon,  s'est  proposé  de 
déiuontrer  i\\\  une  famille  de  surfaces  représentée  par  une  é(juation, 
où  entre  un  paramètre  indéterminc,  ne  peut  pas  toujours  être  consi- 
dérée comme  l'une  des  familles  d'un  sjstème  triple  de  surjnces  orthogo- 
nales. Pour  établir  cette  proposition,  M.  Bouquet  emploie  une  marche 
assurément  fort  simple:  il  cite  des  exemples.  Il  me  semble,  toutefois, 
que  la  démonstration  de  ce  fait  résulte  naturellement  des  conditions 
analytiques  auxquelles  satisfont  les  paramètres  des  trois  surfaces  qui 
composent  tout  système  triple  de  surfaces  orthogonales.  Ces  trois  pa- 
ramètres vérifient,  en  effet,  les  trois  équations  aux  différentielles 
partielles 

I'It'ït  ^  'Il  'lï:  -^  '!l  '.'^  =z  o. 
ilx  dx         dy  dy         dz  dz 

^  '  ''  \  dx  dx         dy  dy         dz  dz  ' 

du.  d'i  du.  dv  dui  dv 

-f  rr  -^  -T^ T  -+-  -f- -r  =  "5 

dx  dx         dy  dy         dz  dz 

et,  par  suite,  les  quantités  p,  [j.,  v  semblent  déterminées  en  x ,  j  et  r, 

sauf  les  arbitraires  qui  entrent  nécessairement  dans  leur  composition. 

D'ailleurs,  si  l'on  différentie  les  équations  f  i)  par  rapport  à  or, y,  z. 

autant  que  possible ,  et  de  manière  à  n'avoir  de  dérivées  que  ju.squ'à 
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lOiclie />  iiichisivemenl ,  on  aura,  en  comptant  les  éq,iiations  (i) ,  un 

nombre  d'équations  marqué  par^-^^ — — "  '  et  le  nombre  ilesdéri- 

vees  des  quantités  [j.  et  v  sera '^—^ — —^ ~  —  -i  ;  i)our  que  1  éli- 
mination de  ces  dérivées  soit  possible,  il  faut  que  le  premier  nombre 
siu'passe  le  second,  ce  qui  donne 

^  r=  6     ou      >  G. 

Si  Ion  prend  j)  =  6,  on  aura  alors  cent  soixant(;-liu\t  équations  entre 
lequelles  on  pourra  éliminer  les  dérivées  de  f/.  et  v  au  nombre  de  cent 
soixante-six,  et  il  restera  deux  équations  aux  différentielles  partielles 
du  sixième  ordre,  auxquelles  devra  satisfaire  le  paramètre  p  île  toute 
surface  susceptible  de  faire  partie  d'iui  système  triple.  Cette  dernière 
circonstance  de  deux  conditions  auxquelles  le  paramètre  p  est  assu- 
jetti ,  permet  de  penser  que  le  nombre  des  surfaces  susceptibles  de  faire 
partie  d'un  système  triple  pourrait  bien  être  assez  limité,  et  la  dé- 
termination d'une  classe  de  pareils  systèmes  n'en  présente  que  plus 
d'intérêt. 

Je  me  propose  ici  de  faire  connaître  quelques  nouveaux  systèmes 
triples  de  surfaces  orthogonales. 

n. 

Je  ferai  voir  qu'on  peut  intégrer  les  équations (i)  si  l'on  assujettit 
l'un  des  paramètres,  p  ])ar  exemple,  à  être  de  la  forme 

!2i  p  =  X  +  Y-*-Z, 

X ,  V,  Z  étant  trois  fonctions  indéterminées  dont  la  première  ne  con- 
tient que  .r,  la  seconde  j'  et  la  troisième  z.  M.  Bouquet,  dans  son 
Mémoire,  a  montré  que  ces  fonctions  devaient  satisfaire  à  une  certaine 
équation  de  condition,  j)oiu'  que  les  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion (2)  pussent  faire  partie  d'un  système  triple;  mais  la  marche  in- 
directe (pi'il  a  suivie  ne  lui  a  pas  permis  de  déterminer  les  surfaces 
conjuguées,  dans  le  cas  où  elles  existent. 

Dans  l'hvpothèse  où  nous  nous  plaçons,  les  équations  '^i)  devien- 
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lient,  en  dcnotaiil  les  dérivées  à  la  manière  de  Lagran^e, 

elx  tiy  flz 

'        (Ix  (ly  (Iz 

du.  ih  ilu.  ih  (la  th 

-±. 1 L^  _| L  —  r=z   O. 

(Ix  <lx         djr  ity         (h  dz 


Or,  si  l'on  fait 

(4) 


'    r  dx      rdy 


les  quantités  a  et  v,  définies  par  les  deux  premières  des  équations  ('i) , 
seront  des  fonctions  des  doux  nouvelles  variables  a  et  fi;  [)ar  suite,  la 
troisième  équation  (3)  deviendra 

^^  \rfâ  "*"  d^)  \di'^  d^j  '^  W'd^d^'^  Z"   r/S  dp  ~  '*■ 

En  outre,  comme  a  et  /3  sont  des  fonctions  de  .r,  r  et  z,  on  peut 
consideier  ;'  et  z  connue  des  fonctions  de  a,  jS  et  ^;  en  sorte  qu'il 
restera  dans  l'équation  (^5)  un  paramètre  indéterminée,  et  que  cette 
équation  devra  être  satisfaite  indépendamment  de  jc.  Les  quantités  p. 
et  V  devront  donc  vérifier  non-seulement  l'équation  (5),  mais  tontes 
celles  que  l'on  en  déduit  par  la  diftérentiation  relative  à  jc  seul. 

En  différentiani  une  première  fois  par  rapport  à  x^  et  remarquant 

que 

dr  _  ^     (iz  _  Z' 

dZ  "  X'"    Â^  ""  3ë' 
on  aura 

X"  —  Y"di,d-j        X"  —  Z"  rfp  rfv  _ 
^°>  ~Y'^       dx  d«  "^        Z"       dp  dp  ~  '^  ' 

H  moins  cependant  que  X'  ne  soit  nul  ;  mais  alors  l'équation  (a)  repré- 
senterait des  surfaces  cylindriques,  et  nous  faisons  abstraction  de  ce 
cas.  Si  Ton  différentie  de  nouveau,  on  aura 


X'X'"- 

-Y'Y'"—  •>     \ 

V      f/[i  dv 

X'X'" 

Y' 

—  Z'Z"— 2Z"(X" 

dx  dx 
—  Z"  )  rffi  rfv    

Z" 

dp  ~dp         "■ 

(  "'  '  tT'     ^  dp  dp  ~~  "■ 

3i, 
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Ua  comparaison  des  équations  (G)  et  (7)  fonrnit  la  suivante  : 

,       ^,  _^„, ,  Y  "  _  z"  )  _t_  Y'  Y"  (  Z"  -  X"  )  -)-  Z'  Z'"  (  X"  -  Y"  ) 

1  -+-  2  (Y"  -  Z")  (Z"  -  X")  (X"  -  Y")  ^  o, 


(8^ 


laquelle  exprime  la  coiulilion  jxnir  que  les  surfaces  représentées  par 
l'équation  (2  aient  des  conjuguées  orthogonales;  c'est  la  même  que 
;M.  Roufiuet  a  obtenue  par  un  moyen  tout  à  fait  différent ,  et  dont  il  a 
déduit  la  démonstration  du  théorème  qu'il  avait  en  vue. 

m. 

On  aperçoit  assez  facilement  que  l'équation  (8)  résulte  de  l'élimina-: 
tion  des  quantités  n  et  h  entre  les  trois  suivantes: 

X'X'"  -  2  (X"  -  a)  (X"  -b)=:o, 

(9)  Y'  Y    -  2  (Y"  -  a)  (Y"  -  /;)  =  o , 

(z'  Z'"  -  2  (Z"  -  a)  (Z"  -  ^)  =  o  ; 

les  valeurs  àe  n  et  b,  tirées  de  deux  de  ces  équations,  des  deux  pre- 
mières par  exemple,  ne  peuvent  contenir  z.  Pour  une  raison  sem- 
blable, elles  ne  pourront  contenir  n\  j-  ni  x;  elles  sont  donc  con- 
santes.  Doù  résulte  ce  théorème:  Pour  que  les  surjaces  (1)  Jassent 
partie  d'un  système  triple,  il  faut  et  il  sujfit  que  les  jonctions  X ,  Y 
et  L  satisfassent  aux  ihpuitions  (9)  qui  sont  aux  différentieUes  ordi- 
naires, et  du  troisiciue  ordre,  et  qui  contiennent  deux  constantes  ar- 
bitraires a  et  II. 

H  n'y  a  d'exception  que  dans  le  cas  où  deux  des  trois  quantités  X", 
Y",  Z"  se  réduisent  à  une  même  constante;  si,  par  exemple, 

X"  =  Y"=r  2C, 

les  deux  premières  des  équations  (g)  se  réduisent  à 

[c  —  a)  {c  —  /;)  =  o; 

on  doit  (l(;i)c  iaire  l'une  des  quantités  a  et  h  égale  à  c ,  mais  on  peut 
prendre  pour  l'autre  une  fonction  arbitraire  de  z,  en  sorte  que  la  tioi- 
sième  équation  (9)  donne  pour  Z  une  fonction  arbitiaire  de  z.  C'est 
ce  que  l'on  aperçoit  île  suite  à  l'inspection  de  l'équation  (8),  qui  est 
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satisfaite  quel  quo  soit  /, ,  si  l'on  a 

X"  =  Y"  =  af. 

Ce  cas  particiili«M"  ne  présente  rien  de  remarquable;  deux  des  trois 
tainilles  se  composent  de  surlaces  de  révolution  autour  de  l'iu»  des 
axes,  et  la  troisième,  des  plans  passant  par  cet  axe;  ainsi  l'on  a  pour 
les  trois  familles 

p  =  c{x''  ■+-  j')  +  Z , 

V    =:   -• 

r 

Les  équations (9)  s'intègrent  aisément  quels  que  soient  a  et  h;  nous 
examinerons  dabord  le  cas  où  ces  deux  constantes  sont  nulles. 

IV 

On  a  alors 

X'X"- 2X"*  =  o, 

Y'Y'"- 2Y"=  =  o. 

Z'  Z"'   -   2Z"^    =   G. 

On  tire  de  la  première 

X  =  Xo  +  \{x-.v,)'", 

Xg,  Xq  et  m  étant  les  trois  constantes  naissant  de  l'intégration  ;  mais 
on  peut  négliger  les  deux  premières,  dont  la  première  se  fondra 
dans  p ,  et  dont  la  seconde  ne  produit  qu'une  modification  dans  la 
position  des  axes  :  on  aura  donc 

X  =  l(.r'"),     Y  =  l(jr"),     Z  =  l{zP), 

et  l'équation  yi)  sera  alors 

.  (2  bis)     p  =  \{x"')  -h  1  (  j"i  4-1  (2'') ,     ou,  si  Ion  veut,     p=x'"r"zP. 

Les  équations  (4)  sont ,  dans  ce  cas , 


(4  bis) 


X^  Y     _ 

-  -  -  =  /3, 
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et  l'équation  (5), 


(  5  èf\$) 


m         2/n'p\  ^/fi  f/v   


/j  px^   I  dp  dp 

et  cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  x ,  on  aura 


,  /  m\  dfjL  dv  j  /ii\  rffi  dv         dfi  dv         djj.  d-j 


\  \  ni   (13.  trx.  \  p  I  np  «p  «p  «a         aa  "^ 

(  '  ^) 

n  da.  dct         p  dp  dp 


A  l'aide  de  ces  deux  équations  on  pourra  déterminer  ;j.  et  v  en  fonction 
de  a  et  |3,  et,  par  conséquent,  en  fonction  de  x ,  ^'  et  z.  Si  l'on  fait 

^  da.  dp        dy.  dp 


on  aina 


^,  +  '«)mN  +  (,-h^)-(M-^N)  =  o,       ^MN+|  =  o, 

d'où  il  suit  que  M  et  ]N  seront  les  racines  de  l'équation  du  second 
degré 

( I a)  pa  W  -+-  [(m  -i-  «)  ^  —  {in  +  />)  aj  M  —  njS  =  o. 

M  et  N  étant  connus,  on  aura  ,a  et  v  à  l'aide  des  équations  (i  i);  mais 
il  résulte  de  la  méthode  d'intégration  pour  les  équations  linéaires  aux 

db 

différentielles  partielles,  qu'il  suffira  de  remplacer  M  pa»'^'  P'i>s,  après 

avoir  intégré  l'équation  (12),  d'égaler  à  des  fonctions  arbitraires  de  p 
et  V ,  ou  simplement  à  p.  et  à  v,  les  deux  valeurs  que  l'on  déduira  pour 
la  constante  arbitraire  naissant  de  l'intégration.  En  résumé,  les  para- 
mètres des  surfaces  conjuguées  des  surfaces  (2)  sont  les  deux  valeurs 
de  la  constante  arbitraire  qui  se  trouve  dans  l'intégrale  de  l'équation 
différentielle 

(^i  3)         padli,"  -\-  \{m  h-  «)  |3  —  {m  -¥-  p)  a]  dadfi  -  /i/Sr/a*  =  o. 

Cette  équation  est  homogène  par  rapport  k  a,  ^ ,  da  et  dfi:  on  pourra 
donc  aisément  l'intégrer;  d'ailleurs,  en  la  résolvant  par  rapport  à  ^, 
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et  conservant  M  à  la  place  de -7-  »  on  a 

'  élit  ■ 

'''  ~     «-(//H-«)M        ' 

et,   sous  cette  ibrnie.   on  pourra  encore  l'intégrer  par  inie  méthode 
connue. 

Ce  calcul  ne  présente  aucune  difficulté,  il  est  seulement   ini   pt'u 
compliqué;  il  se  simplifie  beaucoup,  si  l'on  suj)pose 

p  r=  n  =:   —  III  ~    \  , 

auquel  cas  la  première  iamilledu  système  triple  se  compose  de  para- 
boloïdes  hyperboliques  ayant  pour  équation 

L'équation  (i3)  devient,  dans  ce  cas, 

rfa'  _  </?' 

dont  l'intégrale  est 

ya  ±:  \  j S  =  inie  constante; 

mais,  dans  ce  cas,  les  équations  (4  bis)  donnent 

■  1'  +  J""  =  —  2a,     .T-  +  z"  =  —  ap: 

on  aura  donc  pour  les  équations  des  trois  l'ainilles  de  surfaces  ortho 
gonales , 


(i4) 


I  y. 


^  —  ^x'  -hj^  -+-  \'x-  -+-  z^ , 


Voilà  donc  un  système  nouveau  et  fort  sini|)le  de  surfaces  oitho- 
gonales  ou  de  surfaces  qui  se  coupent  mutuellement  suivant  leurs 
lignes  de  courbure.  Les  deux  paramètres  /J.  et  v ,  ou  plutôt  leurs  carrés, 
sont  les  racines  d'une  même  équation  algébrique  du  second  degré  ;  ou  . 
ce  qui  revient  au  même,  les  surfaces  des  familles  u.  et  v  sont  représen- 
tées par  la  même  équation  du  quatrième  degré 

(l5)  i^ï.-   —  j'^)-   —    2,U.-  (z-  -h  J-   +  -^X'  '  -h   U.*  =  O. 
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Chaciiiio  dos  surfaces  que  représente  l'équation  (i5)  se  compose  d'une 
nappe  lennée  et  de  plusieurs  nappes  non  fermées;  en  sorte  que  le  triple 
système  que  nous  considérons  se  co!upose  :  i"  de  paraboloïdes  hy- 
perboliques dont  les  paraboles  principales  sont  égales;  2"  des  nappes 
fermées  de  l'équation  (i5);  3"  des  nappes  non  fermées  de  la  même 
équation.  En  d'autres  termes,  les  deux  familles  de  surfaces  représen- 
tées par  l'équation  (i5;  et  la  première  des  équations  (i 4)  jouissent  de 
cette  propriété  remarquable,  que  l'une  des  surfaces  de  l'une  quel- 
conque des  deux  familles  est  coupée  par  toutes  les  surfaces  de  l'autre 
famille,  suivant  ses  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  [*]. 

On  trouverait  une  multitude  d'autres  systèmes  de  surfaces  orthogo- 
nales, toutes  algébriques,  en  intégrant  généralement  l'équation  (i3). 
Nous  nous  bornerons  à  examiner  le  cas  de  /«=/<  =  /j  =  1  :  alors 
la  première  famille  est  représentée  par  l'équation 

C  =  XJZ  , 

et  l'équation  (i3)  se  réduit  à 

en  conservant  M  à  la  place  de  ,-:  on  en  déduit,  par  la  différentiation 
et  à  cause  de  dft  =  }ilda, 

ô —  =    —   2   — 2— h   J 


et,  par  suite, 


M         M  — I  2M  — 1 

2M  — I  p_ 


(,'  étant  la  constante  qui  naît  de  l'intégration.  Pour  éliminer  M,  je  fais  la 
combinaison  suivante  : 


(a  +  p)(p  — 2a)(a  — 2p)_  2M'^  — 6l\P  — i5M'  +  4oM'  — i5M'— 6M  +  2 

?^  ~~  (M=— M)>  ' 

[*]  On  (lédiiil  (le  là  ce  lliiorème  de  géométrie  :  Dans  un  /janiboloïde  hyperbolique, 
dont  les  paraboles  pi inci pales  sont  égales ,  ta  somme  ou  ta  differenec  des  distances  de 
cliaque'-pnint  d'une  même  ligne  de  courbure  h  deux  génératrices  reclilignes  fixes  est 
ronUante. 
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puis  celle-ci , 


V^g'  — «P  +  P'  _  i\P  —  M  -(-  I 

^  —  r  i 

(M=— m)* 

d'où 

(g'— ap  +  p»)'^  _  M'— 3M'  +  6M'-7M'+6M' -  3M -M 

et  enfin 

('a-f-P)(P  — 2a)(a  — 2p)—  2(a'— gp  +  PT  _  _  .  _ 


3 


On  pourra  donc  prendre ,  ])our  les  valeurs  de  fx  et  v , 

fjL=  8(a  +  /3)  (/3-  2a)(a  -  2/3)  -  2(4«'  -  4<i  +  Ar*',)^, 

V  =8(a  +  p)(/3-2a)(a-ap)  +  a(4a^-4a/3  +  4ri')'- 

D'ailleurs, 

■2a  =  x^  —  j',      ^p  =  x'''  --  z*; 

on  aura  donc,  pour  les  équations  des  trois  familles  de  ce  nouveau 
système , 

p  =^  xyz , 

(i6)  (      —  2(.r*-f-j*+z*  — ar-j-  — j:*^'-'— j-z^)-, 


V  =  l  2  X-  — 7  =  —  z')  (^a  J  ^  —  z^  —  x'')  (  2  z-  —  x^  —  J 
-f-  2(a'*  + j*-f-  z'  — x'-'j-  — x^z^  — j-z^)'-'. 


Ce  système  conduit  à  des  remarques  semblables  a  celles  qui  ont  été 
faites  au  sujet  du  système  (i4)- 


Supposons  maintenant  que  l'iuie  des  constantes  a  et  h  du  para- 
graphe m,  a  par  exem[)le,  ne  soU  pas  nulle;  on  aura  alors,  pour 
déterminer  les  fonctions  X,  Y,  Z,  trois  équations  semblables,  dont  la 
première  sera 

X'X'"-  2X"(X"-a)  =  o: 

Tome  \I1. -Jcm  1847.  ^2 
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on  trouve,  en  intégrant, 

X  =:  X,,  —    -  ,      I  COS  mil  [JC  —  JTn  )  > 


Xq,  x„  et  m  désignant  les  constantes  naissant  de  l'intégration;  on  peut 
supposer  nnllcs  les  deux  premières,  et  écrire  sim|)leincTit 

X= -1  cos;«<7X,      Y  = —  lcos«ay,     Z= Icospaz; 

m'a  «'a  -^  '  p'a  r       ' 

et  l'on  pourra  prendre,  poiu'  valeur  de  p, 

I  I  t 

{'>.  ter)  p  =  I COS nm.r }"''  (cos naj)"^  [cos paz)'''. 

D'ailleurs , 

X'  =  —  tang  niajr  ,     Y'  =     lang  naj,     YJ  =z  -  tang  paz  ; 

et  si  l'on  met    —      1  «  , 1  ,'5  .  à  la  phce  de  y.  et  [i,  les  équations  (/j) 

deviendront 

/  sin  ritir  =  a  sin  max ,  o  . 

'  sin  /;az  =  jS  sin  inax  ; 
et  l'équation  ^5),  où  l'on  effectue  le  même  changement,  se  réduit  à 

Cette  équation  se  décompose  en  deux,  et  si  Ion  fait,   comme  précé- 
demment, 

<7a-      ^TT^'    rf«-       ^rfp' 
on  aura 

(/H-  +  «'  a^  MN  -t-  [m-  +  p-)  ,3'  —  in^  a^  [M  -I-  N), 

«=  (i  -  o:*)  MN  +  /;=  1 1  -  p')  =  o , 

et  l'on  voit  que  M  et  iS  seront  les  deux  racines  de  l'équation  du  second 
degré 
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►^t  si ,  daiis  celte  oriiiatinn  f  ni,  on  ronsidcro  IVI  comme  représentant  '    • 

les  deux    valeiiis  de  la  constante  aritilraire    qui   se   trouve   dans  sdii 
intégrale  seront  les  valeurs  des  paramètres  [x  et  v  des  surlaces  conju- 
guées et  orthogonales  de  celles  que  représente  l'équation  u  1er). 
Cette  équation  se  simplifie  beaucoup  si  1  On  pose 

/H  =  I ,      n  =  f)  =  \!  —  i  ; 
elle  devient,  en  effet,  en  mettant  '-^  à  la  place  de  M, 

lia  ' 

lia  (tb 

, ±  -,  =    O  , 

y/i  —  a'         y/i  —  P' 

d'où,  en  intégrant, 

a/3  ±  \/ 1  —  a'  v' I  —  /3 '  =  constante  : 

on  pourra  donc  poser 


^  =  a]3  4-  v'i  — a»  \/i  — /5% 


V  =  a]3  -  v/i  — a'  \/i  — /3S. 

et   l'on  aura  finalement,    pour    les   valeurs   «le   s,   a,  v,    exprimées 
en  a- ,  j,   z, 


! 


.P 


cos 


ay  y  —  i  cos  az  y —  i 


sinorv' — I  sinaz  V— -T -4- Vsin'ax  —  sin-n/\/ — i  \isin^ax  —  sin'fl!z\/ — i 

j      sinay^ — i  sinazy — • — \s\n''ax  —  sin'ajy/ — i  \sin'«j  —  sin'azy' — i 

V   —  :— ■ 


équations  ou  les  imaginaires  n'entrent   quen    apparence,    et  dispa- 
raîtraient en  remplaçant  cosry  \J —  i  et  sinaj-  \  —  i    par  leurs  valeurs 

1 '      7=~- 

^  ay  —  ' 

Voilà  encore  un  nouveau  système  triple  de  surfaces  orthogonales , 
dont  la  forme  conduit  à  des  remarques  semblables  à  celles  qui  ont  été 

3a.. 
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faites  précédemment;  il  est  le  plus  simple  parmi  tous  ceux  qui  corres- 
pondent aux  formes  des  fonctions  X  .  Y.  Z,  que  nous  avons  considé- 
rées dans  ce  pai'agraphe.  On  eu  obtiendrait  d'ailleurs  une  niullilude 
d'autres,  en  intégrant  complètement  l'équation  (17);  mais  les  résultats 
atixcpiels  on  est  conduit  soiU  extrêmement  compliqués. 

VI. 

Supposons,  en  troisième  lieu,  que  les  conslantes  a  et  h  du  para- 
graphe 111  soient  égales  et  de  signes  contraires;  on  aura,  pour  déter- 
miner X,  Y,  Z,  trois  équations  semblables,  dont  la  première  sera 

X'X"-a(X"»-fl»)  =  o; 

la  fonction  X  déterminée  par  celte  étjuation  est  luie  fonction  elliptitpie 
identi(jue  à  la  fonction  inverse  de  celle  (pii  leprésente  l'arc  de  lemnis- 
cale  ;  on  trouve,  eu  effet,  très-simplement,  pour  équation  intégrale  de 
la  précédente, 

ysiri29 


Xo,  Xp  et  m  étant  les  trois  constantes  qui  naissent  de  l'intégration  :  ou 
peut  supposer  nulles  les  deux  premières,  sans  altérer  la  généralité  des 
résultats;  et,  si  l'on  pose 


X 


et       5=À(£), 


on  aura,  pour  les  valeurs  de  X,  Y,  Z. 

X.  =  —  >.  (jfv'm«)  >        Y  =  '-l{j\na)  ,       'L~-\{z\jpa), 

et  pour  l'équation  de  la  première  famille  du  svsièine  triple  de  surlaces 
orthogonales  qui  en  résultent, 

(2  qnafei)       C  —  ~/^  {.T\ina)  +  '-1  ij^J^)-^  il  [z\pn}. 

Les  équations    4)  deviennent  alors,  en  introduisant  X,  Y,  Z  à  la 
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place  (le  x^j  et  z,  et  mettant  —     I  a  -    —      I  j'i  an  litii  de  a  et  |5  , 

tanj;  /^Y  ^:  a  tang  mX  , 
tang  pZ  =z  fi  tang  miX  ; 

alors  IX  et  v  seront  fonctions  de  a  et  /3 ,  et  en  se  rappehnit  que 


/7iX'=  \/mfl  sin  2»«X  ,     /i  Y' =  v'/î'ïsin  u//Y  ,     pZ' =  \pai>\i\2pZ-, 
d'où  _  _ 

rfa  — la  y  ma  da  2a\/nii 

^''  \U\n?.m\  '^y         v'sin2«Y 

tlp  —2p\'ma  dp npypa 

'^^  V^sin?.OTX  ''^        \/sin  a/^Z 

on  trouvera  facilement  une  équation  de  la  Ibrme 

P  +  Qtang^mX  =  0. 

P  et  Q  ne  contenant  que  a  et  ,'B  ,  celle-ci  se  déconiposeia  en  deux  autres 
qui  seront  ,  toutes  nkluctions  laites, 

en  posant 

on  trouvera  que  M  et  N  sont  les  racines  d'une  équation  du  second 
degré,  que  l'on  devra  intégrer  en  y  considérant  j\I  conuue  leprésen- 
tant  le  quotient  des  différentielles  dfi  et  do:;  ensuite,  on  égalera  à  ^. 
et  V  les  deux  valeurs  de  la  constante  arbitraire  résultant  de  cette  inté- 
gration :  mais  les  calculs  qu'il  faut  exécuter,  même  dans  les  cas  les  plus 
simples,  sont  trop  compliqués  pour  offrir  quelque  intérêt. 

VII. 

Les  cas  que  nous  venons  d'examiner  sont  le^  plus  remarquables:  ou 
peut  d'ailleurs  intégrer,  dans  tous  les  cas,  les  équations  (9',  et  en  dé- 
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duire  l'équation  de  la  famille  de  surfaces  ,  ,,„, 

6  =  X  -)-  Y  -f-  Z , 

susce|)tiblc  d  avoir  des  conjuj^uécs  orthogonales. 

Si  l'on  considère,  en  eCl'et,  la  prenne  re  des  équations  (9) 

X'X"-  ■Jt{X"-a){X"  -  b)  =  o, 

on  en  déduit,  en  intégrant  une  première  fois,  et  désignant  par  m  une 
constante  arbitraire. 


X'  =--  nu  X"  -  ^•>^'''-*J(X"  -  A\'(*-'''; 

par  suite,  on  pf)urra  exprimer  X  et  x  à  l'aide  de  X  ,  de  la  manière 
suivante  : 

/a  b 

X" -  af^^^'  ~\\"-b) -'^'-"^  ~  '  dX', 

1  g     _ 

(X"-rt)"~*       (X"-^^*-"     'dX"; 

oti  pourra  donner  aux  deux  constantes  jc„  et  X^  telles  valeurs  déter- 
minées que  l'on  voudra,  et  si  l'on  désigne  par  F(jr,  m)  la  valeur 
de  X,  on  aura 

X  =  F{x,m),     Y  =  F(jr,«),     Z  =  F(z,p), 
et  l'équation 
(ao)  p  —  F{x,  m)  -^-  F  {j,  n)  +  F  (z,  fj), 

où  m,  n,  p  désignent  trois  constantes  arbitraires,  comprend  toutes 
les  fanùlles  de  la  /orme  que  nous  considérons  et  qui  possèdent  des 
conjuguées  orthogonales.  Cette  équation  (20)  comprend  en  particulier 
les  équations  (2)  des  paragraphes  IV,  V  et  VI.  Il  faut  pourtant  en  ex- 
cepter, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué,  les  surfaces  cylindriques 
ou  de  révolution. 

.  ,1 


FUlUiS  1:T  Al'l'LigUELS.  a5:. 

MOTl::  Ai;  SUJKr   D'UN   jMEMUlKh  UE   M.   CllASLES; 
Pau  J     LIOI  ville 


A  l'occasion  de  S(>s  belles  rech<!rclies  sur  les  lignes  geodc'siqiies  des 
surfaces  du  second  degré,  M.  Chasles  a  donné  (tome  XI  de  ce  Journal , 
page  lia)  deux  équations  qui  appartiennent  à  une  droite  tangente  à 
deux  surfaces  liomofocales  (a),  (a,),  et  que  je  me  dispense  de  transcrire 
ici.  supposant  que  le  lecteur  ait  sons  les  yeux  le  Mémoire  cité. 
M.  Chasles  (lit  ensuite  que  «  ces  équations  se  transforment  en  deux 
»  équations  différentielles,  où  p,  tx,  v  (coordonnées  elliptiques  dun 
•  point  quelconque  de  l'espace)  sont  les  variables,  si  l'on  remplace 
»  les  cosinus  (qu'elles  contiennent)  |)ar  les  projections  ds ,  ds',  ds'  d'un 
■>  élément  de  la  droite  sur  les  normales  aux  trois  surfaces  fi\  i  ti),  (v), 
«  puis  ces  éléments  ds,  ds',  ds",  par  leurs  expressions  connues  en  p,  jx, 
»  V.  dp.  dtx,  dv.  "  Mais  il  est  important,  je  crois,  d'ajouter  que  les 
deux  équations  différentielles  ainsi  obteiuies  se  laissent  ramener  à 
un  système  de  deux  équations  du  genre  de  celles  que  .M.  Jacobi 
noimne  ahélieiines,  en  sorte  que  les  considérations  géométriques  dont 
M.  Cbasies  s'est  servi  fournissent  les  intégrales  d'un  tel  système.  De 
même  que  dans  un  plan ,  où  l'on  détermine  la  position  des  divers  points 
par  l'intersection  de  deux  séries  de  coni(|iies  liomofocales,  l'intégrale 
fondamentale  d'Euler  pour  les  fonctions  elliptiques  est  représentée 
géoinétricpiement  par  les  droites  tangentes  à  une  de  ces  coniques,  de 
même,  dans  l'espace,  les  intégrales  du  système  abélien  le  plus  simple 
répondent  à  des  droites  tangentes  à  la  fois  à  deux  surfaces  homofo- 
cales  la),  (a,).  C'est  à  l'aide  de  ces  droites,  auxquelles  on  avait  déjà 
trouvé  de  belles  et  nombreuses  propriétés,  qu'on  étendra  aux  surfaces 
du  second  degré  les  théorèmes  connus  poiu"  les.  coniques  concernant 
le  maximum  et  le  minimum  du  périmètre  des  polygones  inscrits  et 
circonscrits.  Je  traiterai  en  détail  tous  ces  questions  ilans  un  prochain 
cahier. 
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EXTRAITS  DE  DEUX  LETTRES  ADRESSÉES  A  M.   LlOUVILLE , 
Par  m.    William  TUDMSOA 


«  Cambridge,  26juin  1846 

»  Les  recherches  sur  lesquelles  je  vous  ai  écrit,  le  8  oc- 
tobre 1845  [*J,  m'ont  conduit  a  l'emploi  d'un  système  nouveau  de 
coordonnées  orthogonales  très-commode  dans  quelques  problèmes  des 
théories  de  la  chaleur  et  de  l'électricité.  Les  surfaces  coordonnées  dans 
ce  système  sont  les  surfaces  engendrées  par  la  rofaîion,  autour  d'un  axe 
convenable,  d'un  système  de  coordonnées  curvilignes  dans  un  plan,  et 
les  plans  méridiens.  En  effet,  soit  M  un  plan  méridien  quelconque;  les 
coordonnées  d'un  poini  V  dans  ce  plan  sont  deux  cercles  qui  se  cou- 
pent à  angle  droit  en  ce  point,  et  dont  le  premier  passe  par  deux  points 
fixes  A,  A',  dans  l'axe  de  révolution  X'X,  tandis  que  le  second  est  la 
courbe  orthogonale  de  la  série  entière  des  cercles  qui  passent  par  les 
points  A,  A'.  On  démontre  facilement  que  cette  courbe  est  un  cercle 
qui  passe  par  deux  points  imaginaires  1^  IV,  dans  la  droite  Y'OY  per- 
pendiculaire à  X'OX,  à  des  distances  aux  deux  côtés  de  O  dont  cha- 
cune est  égale  à  rt  y—  i  ,  a  étant  la  voleur  des  distances  égales  A'O, 
OA.  En  effet,  la  première  série  est  ex|M-imée  par  l'équation 

(  i)  X'  -h  j'^  —  uij  =  «', 

u  étant  un  parainctie  variable,  et  l'on  en  déduit 
(^2)  x'^  -\-  jr'^  —  o-vx  z=  —  a^. 

pour  l'équation  de  la  courbe  orthogonale. 


[*]  Permettez- moi  de  vous  faire  remarquer  une  faute  qui  a  passé  dans  l'extrait  de 
cette  Lettre  que  vous  avez  publie  (il  est  probable  que  je  l'ai  faite  moi-même).  La  lettre  s, 
(jui  ne  devait  nullement  paraître  dans  les  formules,  y  est  plusieurs  fois  répétée  au 
lieude/?["]. 

I*';  Celle  faute,  qui  «xislait,oii  cffei,  dans  le  manuscrit,  a  vlé  Ocjàsignalée  dans  IVT/nMdu  tome  X, 
où  la  Lclire  de  M.  ThomsoD  se  trouve  imprimée.  (J.  Lioivitu.  ) 
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»    l'osons  • 

//  =  (t  cot  0,     V  =-  a\i—  1  .cot  t|/; 

5  sera  l'angio  que  la  taiigciilc  du  tciclf  (i  j,  au  j)oiiil  A  ou  A',  fait  avec 
l'axe  X'X,  et  ij;  sera  l'angle  imaginaire  (|ue  la  tangente  «In  cercle  (aj,  au 
point  R  ou  B',  f'iit  avec  Y'Y.  Pour  avoir  la  série  entière  des  cercles ( i  j , 
il  faudrait  donner  à  u  tontes  les  valeurs  réelles  de  — oo  à  oo  ,  ou  a  6 
toutes  les  valeurs  de  o  à  n;  et,  pour  la  série  (2),  il  faudrait  donner  à  e 
toutes  les  valeurs  de  «  à  oo  ,  et  de  —  00  à  —  a.  On  peut  considérer  un 
point  P  comme  déterminé  sans  andjiguïté  par  les  cooidonnées  0,  <]f  (  en 
prenant  0  +  n  au  lien  de  Q  pour  l'autre  point  d'intersection  des  mêmes 
cercles  .  Les  équations  de  transformation,  entre  les  coordonnées  (x.^j 
et  (S,  ij/)  d'un  même  point  P,  sont 

(3)  x*  +  J*  —  2  aj  cot  Q  =à^, 

(4)  3C^  +  j'  —  laxcoX  <]/\  —  I  =  —a-. 


On  en  déduit 


sill  il  v  — I 

X  =  —  a        ^ 


J 


a 


cos\[i  —  cos6 
sin  e 


COS\(/  —  cos  0 


»  ,  ,  cos  J/  -f-  cos  6    ■ 

jT^"  +  r*  =  a^ f -• 

cosip  —  cos  8 

Dans  les  applications  physiques,  il  s'agit  d'exprimer  la  distance  A, 
entre  deux  points  P,  P',  en  fonction  des  nouvelles  coordonnées.  On 
trouve  facilement,  à  l'aide  des  formules  données  ci-dessus,  dans  le  cas 
de  P  etP'  dans  un  même  plan  méridien  M  , 

cos(^!-  — f  )  — cos(9  — 6') 


A^  =  là' 


(cOSrj;  cos  6)(c05i}l'  —  COS  6') 


Pour  les  trois  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace,  je  prends  6. 
<if  qui  fixent  sa  position  dans  un  plan  méridien,  et  l'angle  ç;  que  ce 
plan  fait  avec  un  plan  méridien  fixe.  Je  trouve  maintenant,  pour  la 
distance  entre  deux  points  (juelconques  P,  P', 

j  j  COS  [if  —  ^j/')  —  [cos  9  COS  9'  +  sin  0  sin  8'  cos  (y  —  y')] 

(côTïjr^^^^côsiyicôs'ij/^^^'corên 

Tome  XII.— Juin  1847.  ^^ 
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Pour  éviter  rciiiploi  ilt>  <nianlités  imaginaires  ,  je  pose 

•1  CCS  iji  =  r  H —  )     ajcos  (j;'  =  r '  H — , , 

d'où  l'on  déduit 

r         r' 
2COS(^  -   ^')  =  -^-H^-, 

et  l'expression  précédente  se  réduit  à 

,>'■  —  2/r' fcos  0  cos  9' +  sin  9  sin  O' (OS  v 

^-  zzzz  cl    ^^ 

(r'  —  2rcos6+  i)  ('•"  —  ar'cosô'  +  i 
A  l'aide  de  cette  expression  ,  on  trouve       '    , 

I   .      dis-'")! 
_d\s-vr)  i         !_""         f/9      J  I       in(s-',>j  _ 


r/r'  sin9  rfO  sin'9        r/ç' 


=  O 


OU 


S  =  (/•*  —  9,  r  cos  5  +  t  )  ' , 

pour  l'équation  du  mouvement  uniforme  de  la  chaleur  exprimée  par 
les  coordoiuu'-es  ;,  0,  (p. 

»  l^es  surfaces  représentées  par  l'équation 

;•  =  constante 

sont  des  sphères  engendrées  par  la  révolution  d'une  série  de  cercles  au- 
tour de  la  droite  qui  contient  leurs  centres.  Supposons  que  l'espace 
entre  deux  de  ces  sphères  (quand  chaque  sphère  est  en  dehors  de 
l'autre,  cet  espace  sera  l'espace  infini  en  dehors  des  deux  sphères),  dont 
les  équations  sont 

/•  r=  a,       /■  =  «,, 

soit  rempli  dun  milieu  solide  homogène,  que  les  températures  de 
tous  les  points  de  chaque  surface  soient  données,  et  qu'il  s'agisse  de 
déterminer  la  température  stationnaire  d'un  point  quelconque  dans  le 
solide;  on  résoudra  ce  problème  avec  beaucoup  de  facilité  au  moyen 
de  l'analyse  de  Laplace,  en  employant  les  coordonnées  que  j'ai  indi- 
quées. Dans  le  cas  particulier  d'une  température  constante  pour  chaque 
sphère,  on  parvient,  après  quelques  réductions,  à  trouver  la  solution 
que  Poisson  a  donnée  pour  le  problème  correspondant  de  deux  sphères 
électrisées. 
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»  Il  y  a  lin  système  nouveau  et  frès-reinarqiiable  de  coordonm'es , 
qu'on  trouve  en  posant 

/■  cos  0  =  ^,     r  sin  ô  cos ip  =  >7 ,     rs'mO  sin  y  ^  Ç, 

/•,  6,  9  appartenant  au  système  expliqué  ci-dessus.  Dans  ce  système 
(Ç,  Y],  Ç  ,  les  surfaces  coordonnées  sont  des  sphères  orthogonales  qui 
passent  par  un  point  iixe,  et  qui  touchent,  par  conséquent,  trois 
plans  orthogonaux  menés  par  ce  point.  Je  suis  parvenu  à  considérer 
ces  systèmes  de  coordonnées  en  cherchant  les  images  des  séries  de 
surfaces  des  systèmes  (polaire  et  rectangulaire)  ordinaires,  dans  des 
sphères  convenabliMucnt  disposées. 

»  L'application  du  système  (H,  ïj,  Ç)  aux  problèmesde  physique,  pour 
le  cas  de  deux  systèmes  qui  se  touchent  l'un  l'autre,  en  donne  les 
solutions  avec  beaucoup  de  facilité;  mais  il  est  plus  simple  de  faire 
directement  la  recherche  de  ces  coordonnées,  que  de  les  déduire 
du  système  (r,  ô,  f).  En  effet,  soient 


.r°  -hj^  +  s^  —  ^  —  o 

x'  +  r»  +  2.-  -  -^  ^  O 

,            .,          ,        z 

les  équations  de  trois  sphères  qui  se  coupent  à  un  point  P    elles  se 
coupent  aussi  à  l'origine  O).  Je  prends  ç,  r,,  Ç  pour  les  coordonnées  de 

ce  point  (il  faudrait  substituer ,  -,  -  dans  ces  équations,  au  lieu 

de  B,  y;.  Ç,  pour  retrouver  les  coordonnées^,  yj,  Ç  indiquées  ci-dessus  )• 
De  ces  équations  on  tire 


X'  +  J'  -+■  z'-'  = 


(g-rr  ■  -^{î-ç')' 


et  l'équation 


dx  •         dy'         dz  ■ 


33. 


a6o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

devient,  pour  l(\s  nouvelles  coordonnées,  i  ' 

W  "dF"  "^  ^"^ÂT"  ^       dv      -°' 

où 

0  =  ^^^  +  »-=+?=)^.  ,  ; 

Pour  exemple  de  leniploi  qu'on  |)eut  l'aire  de  ce  système  de  coordon- 
nées,  supposons  que  la  température  d'un  point  (a,  /;,  Ç)  est  une  fonc- 
tion donnée  F  (yj,  Ç)  des  coordonnées  y;,  'Ç  de  sa  position  sur  la  sphère  a, 
et  que  la  température  d'un  point  (a,,  yj ,  Ç;  est  F,  (y;,  Ç),  et  qu'il  s'agit 
de  déterminer  la  températiu-e  permanente  d'un  point  quelconque 
!'(?<  *5)  Ç)  «^laiis  l'espace  entre  les  sphères  a,  a,  (c'est-à-dire  l'espace  en- 
tier pour  lequel  |  a  une  valeur  iîiteiniédiaire  à  a  et  a,i,  que  nous 
supposerons  rempli  dun  solide  homogène.  Suivant  la  méthode  de 
Fourier,  en  ohservant  que  les  valeurs 

cos  w/;.cosy;Ç.c''?, 

cos /«y).sin  y5Ç.£''î,  •■r 


substituées  pour  p''*',  sont  des  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion (a),  pourvu  que  //-  =  m-  ^  /r ,  je  trouve,  pour  la  solution  du 
problème  proposé , 

où  £  est  la  base  des  logarithmes  népériens,  et 

h  =  (m=  +  ny. 

•)  Comme  exemple  de  l'usage  de  cette  formule,  je  ferai 

F  (y,,  Ç)  =  F.  (,;,?)  =  V, 


X 


PURES  ET  AI'PLIQIIÈES.  uOi 

V  étant  une  conslanti'.  l'fnir  la  irdiiclidii  i\r  l'expression,  dans  ce  cas, 
j'observe  que 


.A  . 


d'où  l'on  déduit 


osmy;.cos  n^ 


I         I       dr,  tlÇ    i '— — ^'-y —  '  =  in  c 

J—x>J-ro  ly  _^_  ^/,  _(_  ç/,jT 


et 


cos»i(>i  — >i')cos/i(i;  — Ç')  _  .,  t^*"' 


=  27:  cos  TOï/.cos //w.  -; — ■ 


le  signe  supérieur  ou  inférieur  étant  pris,  dans  la  seconde  expression, 
selon  que  a,  est  positif  ou  négatif  je  prends  a  toujours  positif  et  >  a,V 
Ces  réductions  faites,  l'expression  [/>)  se  trouve  réduite  k 

(I)  v  —  -^  j        j      anifincosmYj.cosiiÇ. -, 

et 

V  ^  -^  I        i      dm  dn  cos  mr, .  cos  //C 

(e  — /la,  —  efta,)  e/i(f —  «)_)_  (e—  Aa  —  £;ia)e  — A  :?  — a,) 


(ii; 


suivant  les  deux  cas.  L'équation  (I)  se  réduit  à 

à  cause  de  la  valeur  qu'on   trouve  pour  l'intégrale  définie  qui  y  est 
contenue  [*]. 

»   L'expression  pour  t»,  dans  le  second  cas,  se  trouve  réduite  en  série 

convergente ,  si  l'on  substitue  pour   f^.^_^  ^_  ■_f,,_^  ^  Ja  série 

£—;.(«— a,)  l^j   _|_  £  — 2A(a-a,)  _^  j_4*(a_«,j  _(_... 1 


[*]  Lesintpgrales  définies  (c)et  (I)sont  des  cas  particuliers  de  deux  intégrales  multiples 
dont  j'ai  trouve-  les  valeurs  en  cherchant  une  démonstration  de  la  formule  (5/ ,  tome  X 
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et  puis,  pour  chaque  terme,  sa  valeur,  suisant  la  formule  citée  dans  le 
cas  (  I  .  On  trouve  ainsi 

I  I  I 

-H H ^- 

[{2a—iy+n'-hVy         [;7  +  2a  —  Ç:i>  + .3 '  +  ?']'  [(27 +2a  — Ct'+ 1' +  i^'l  ' 

I  I  I 


^.^V/3\       Kv -?)'  +  "'  +  ?']'       [{27 -Ç)'  +  V +  !;']'        [(37-ç)'  +  n'  +  !;r  l, 

I   ,                     '                                           '                                              '  . 

H _-  H _  H -H  . 

I         [(g_2a,)'4-V+Ç=]'  [(7+Ç_2«,)'-t-i'  +  ÇT  [(27  +  ?  — 2a,)"-t-V+i;']' 


[(7H-Ç)'  +  r.'  +  Ç']'  [(27  +  |;'+„^4-Ç']"         [(37 -(-?)' H- V +  <;']' 


OU 


7  =  2(a  —  a,). 


De  cette  expression  on  déduit  facilement  la  distribution  d'électricité 
sur  deux  sphères  cpii  se  touchent. 

"  Le  cas  (I)  correspond  à  deux  sphères  dont  l'une,  (a),  est  en  dedans 
de  l'autre,  (a,).  Dans  le  cas  (II  ),  le  solide  considéré  remplit  l'espace 
entier  en  dehors  des  deux  sphères,  et  la  température  est  zéro  à  une 
distance  infinie. 

»   Il  y  a  une  interprétation  pour  le  nouveau  système  de  coordon- 


de  votre  .loiirnal ,  page  i4'-   l'ai  trouvé,  on  effet, 

f/j},(ij)..,(l/i„cosmipiCOfim~ij;...       {n  —  1)77    ^    E  —  (/ii;-»-m; -*-...)  o 


ci: 


et 


rlm,  dm,...  ces  /n, x,  cos/n^x,...  5  — (mî-i-m:-»-.-)   " 


(m] -h  m]. ..y 
n —  1 


2"îr    -"    r 


(n—  i)(x]-\-x]+...-hx],+  u') 
d'où  I  on  dcdiiil  iiiiiiK  iliatciiKMil  les  intégrales  citées. 


n —  I 
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liées  (/•,  Sjdans  iiii  |)laii,  (juiest  très-siiiipic.  lin  effet,  soient  A,  A'  deux 
points  fixes,  et  V  un  point  (juelconque  dont  il  s'aj^it  d'exprimer  la  posi- 
tion. Cela  peut  se  faire  au  moyen  de  l'angle  APA',  que  j'appelle  0,  et  de 
la  raison  /•  de  AP  à  AI".  Quand  0  a  une  valeur  constante,  le  lieu  de  P  est 
un  cercle  qui  passe  par  les  points  A,  A';  et  ([uaiid  /■  a  une  valeur  con- 
stante, le  lieu  de  P  est  un  cercle,  dont  le  centre  est  dans  le  prolonge- 
ment de  AA',  d'un  côté  ou  de  l'autre,  suivantque  celte  valeur  (!Sf  plus 
grande  ou  |)lus  petite  que  l'unilé,  cl  qui  a  la  propriété  de  couper  a 
angle  droit  tout  cercle  décrit  par  les  points  A,  A'. 

»   Posons  maintenant,  pour  expliquer  le  second  système, 

Le  lieu  de  P,  quand  £  a  une  valeur  constante,  sera  tel  que,  si  l'on 
mène,  de  A,  AD  perpendiculaire  à  A'P,  la  raison  DP  :  AP  sera  con- 
stante, et  l'on  trouve  ainsi  que  ce  lieu  est  un  cercle  qui  touche  en  A' 
une  droite  perpendiculaire  à  A'A;  et  l'on  trouve  semblablement  que  le 
lieu  de  P,  quand  yj  a  luie  valeur  constante,  est  un  cercle  qui  touche  A'A 
au  point  A'.   » 

"  Knock,   le  ifi  septembre  1846. 

»...  Depuis  que  je  vous  ai  écrit  la  dernière  fois,  j'ai  considéré  le 
problème  de  la  distribution  d'électricité  sur  le  segment  il  une  couche 
sphérique  infiniment  mince ,  fait  par  un  plan ,  ce  corps  étant  conqjosé 
«le  tuatière  conductrice,  et  j'ai  trouvé,  en  expression  finie,  la  solution 
complète,  en  supposant  que  le  corps  possède  une  quantité  donnée 
d'électricité  et  que  la  distribution  se  fait  sous  l'influence  de  masses 
électriques  données.  J'avais  l'intention  de  rédiger  de  suite  pour  vous  un 
petit  Mémoire  sur  ces  recherches ,  mais  j'ai  rencontré  quelque  difficulté 
dans  l'exposition  de  la  méthode  suivie,  et  comme  je  suis  à  présent 
très-occupé  (les  cours  à  Glasgow  commencent  le  i"  novembre,  et  il  me 
faudra  beaucoup  de  préparation) ,  il  me  faut  différer  cette  tâche.  Je  me 
bornerai  pour  le  moment  aux  énoncés  de  quelques-uns  îles  résultats. 

»  .Soit  S  le  corps  conducteur  sur  lequel  il  s'agit  de  déterminer  la 
distribution.  Pour  premier  cas,  soit  Q  un  point  en  dehors  de  S,  sur 
la  même  surface  sphérique  dont  S  fait  partie,  et  supposons  que  S  soit 
mis  en  communication  avec  le  sol  par  un  fil  conducteur  infiniment 
mince  (ainsi  le  potentiel  dans  S  sera  toujours  zéro,  quels  que  soient  les 
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corps  électrisés  qui  en  soient  voisins).  Il  s'agit  de  déterminer  la  dis- 
tribution d'électricité  sur  S  sous  rinduence  d'une  quantité  donnée 
d'électricité  négative  Q,  concentrée  au  point  Q.  Je  démontre  que  l'in- 
tensité d'électricité  a  la  même  valeur  aux  points  voisins  des  deux  côtés 
de  la  couclie  S,  et,  en  dénotant  par  7  cette  valeur,  pour  un  point  quel- 
conque P  de  S,  je  trouve 


2:7- 


(a»_r»)'.A' 


OU  a ,  s  et  /  sont  les  distances  du  bord  de  S,  du  point  Q  et  du  point  P, 
à  un  point  C  de  S  qu'on  peut  appeler  son  centre,  et  A  est  la  distance 
entre  Q  et  P.  Il  est  remarquable  que  cette  expression  ne  contient  pas 
le  ravon  de  la  sphère  dont  S  fait  partie.  En  supposant  que  ce  rayon 
soit  infini,  on  a  l'expression  pour  la  distribution  d'électricité  sur  un 
disque  circulaiie,  sous  l'influence  d'un  point  dans  son  plan,  qui  est, 
en  effet,  la  même  que  celle  que  Green  a  donnée  pour  ce  cas. 

»  Pour  trouver  la  distribution  dans  le  cas  de  S  isolé  et  électrisé,  je 
remarque  que,  si  la  quantité  d'électricité  sur  S  est  telle  que  le  poten- 
tiel qui  en  résulte  a  une  valeur  donnée  V,  la  distribution  sur  S  sera  la 
même  que  celle  qui  aurait  lieu  si  S  était  situé  dans  l'intérieur  d'une 
couche  électrique  qui  produit  le  potentiel  —  V,  S  étant  dans  l'état  d'un 
corps  qui  n'est  pas  isolé.  On  peut  prendre  pour  cette  couche  une  sphère 
concentrique  avec  celle  dont  S  fait  partie;  en  supposant  l'excès  du 
ravon  de  la  première  sphère  sur  le  çayon  de  la  seconde  infiniment 
petit,  on  réduit  le  problème  à  la  détermination  de  la  distribution  sur  S, 
sous  l'influence  d'une  distribution  donnée  d'électricité  sur  la  sphère 
dont  S  fait  partie,  ce  corps  S  n'étant  pas  isolé.  Ainsi,  par  intégration, 
je  déduis  du  résultat  donné  ci-dessus  les  expressions 


7  ^ 


27r'/ 


"    ~^^f 


{oùf^'àl  le  diamètre  de  la  sphère  dont  S  fait  partie),  pour  les  intensités 
sur  les  deux  côtés,  convexe  et  concave ,  de  S  en  un  point  P.   » 


Note  ait  sujet  de  l'article  précédent  ; 
PAn  ,1.  LIOIVILLE 


\.  La  Lettre  de  M.  Thomson  m'a  siiggéiv  quelques  remaïques  que  je 
crois  devoir  présenter  ici,  parce  qu'elles  montreront,  ce  me  semble, 
plus  clairement  encore  toute  l'importance  du  travail  dont  le  jeiiiir 
géomètre  de  Glasgow  nous  a  donné  un  extrait  rapide. 

Nous  résoudrons  d'almrd  le  problème  suivant  : 

Problème.  .Soient  x,j,...,  z  et  S,  /;,...,  Ç  deux  groupes  contenant 
un  nombre  égal  ou  inégal  de  variables,  les  premières  .r,  j,...,  z  intlé- 
pendantes,  les  autres^,  y;,...,  'Ç  fonctions  des  premières,  en  sorte  (|ue 

^-/(•^'Jv--,z),     Yi  =  F{x,j,...,z),...,     ç  =  (p[a-,j,...,  z]: 

soit  encore 

p  =  6{x,j,...,z). 

Désignons  d'ailleurs  par  S',  y)',...,  'Ç,  p'  ce  que  deviennent  les  fonc- 
tions S,  /;,...,  'Ç,  p,  quand  on  y  remplace  x,^,...,  z  par  .r',  y',...,  :'. 
Cela  posé,  on  demande  de  déterminer  les  fonctions  y,  F,...,  <p,  d,,  de 
manière  à  avoir  généralement 

Pour  fixer  les  idées,  nous  nous  bornerons  au  cas  de  trois  variables 
X,  j\  z,  et  de  trois  variables  |,  >;,  Ç;  et  la  question  sera  de  vérifier 
l'équation 

La  même  méthode  réussirait  pour  deux  groupes  .r,  J,...,  z  etç,  /j,.... 
Ç  quelconques.  Il  n'y  aurait  de  changement  que  dans  quelques  détails. 

Tome  XII.  —  Jiillf.t  1847.  34 
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et  seulement  si  le  nombre  des  variables  était  différent  dans  les  deux 
groupes.  \ii  surplus,  nous  n'aurons  besoin  plus  tard  (pie  du  cas 
où  ce  nombre  est  le  même  df  |)art  et  d'autre,  et  ne  surpasse  pas  trois, 
ce  qui  nous  permettra  d'interpréter  géométriquement  les  résultats  de 
notre  analyse. 

noiuions  à  a:',j',  z'  des  valeurs  particulières  x^^j,,,  r„  à  volonté, 
et  représentons  par  po,  Bq,  vJq,  Ço  '^s  valeurs  correspondantes  de  p', 
':',  /;',  Ç'.  L'équation  'i)  nous  donnera 

Mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  mettrons  partout  ?  -t-  |o ,  /j  +  /Jo  > 
?  -H  Ço>  x^  ^0-,  J  -t- Jo»  2  +  Zo-  au  lieu  de  ^,  yj,  Ç,  x,  jr,  z,  et 
de  même  S'+  !„,  x'  -\- x^,  etc.,  au  lieu  de  £',  x',  etc.,  ce  qui  ne 
change  rien  aux  différences  'S'  —  ^,  x'  —  x,  etc.  La  valeur  de  p"^  de- 
viendra 


P 


~  pl{V  +  r,-  +  ^-) 


et  l'équation  (i)  subsistera  telle  qu'elle  est. 
En  faisant 


X- ^  y- -\-  z- =  r- ,     ^'^  + -n^  +  'Ç,- =  ç,- , 

x'''+y'^+  z''=  r'-,     ^'^-H  ■/,'^+  Ç'^=  p''', 

on  aura 

l"  =plp''  f''=p\p'-' 

et  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  trouvera  aisément 

p--     p"     ^\p'p""^p=p"^p'p"/ 

,      I            1            /xx'         Y  y'          z   z'\ 

■ 

Maintenant  donnons  à  x',  f',  z'  quatre  systèmes  de  valeurs  connues 
à  volonté,  à  chacun  desquels  répondront  des  valeurs  déterminées  de 
r'.  ^'.  r/,  Ç',  fj',  et  nous  aurons  ainsi  quatre  équations  du  premier 
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(legrr  qui  loiiriiiioiil  les  valeuis  ili- 

Ç  1  ï  I 

p      ?'     r     r 

considéiws  connue  quatre  inconnues,  en  fonction  linéaire  de 

X         y  z  \ 

;  '  >  ?'  7'- 

En  désignant  donc  par  \,  15,  (,,  1)  des  constantes,  et  par  I',  <J  ,  H.  S 
des  polynômes  du  premier  degré  en  jc,  r,  z,  ces  valeurs  seront  de  hi 
forme 

-  =  A  -f-  -^     -  =  B   t-  -'     -  =  C  -(-    -,     -  =  D  -H  -• 

p'  /■'        p'  /•'        p-  /■'         p'  r' 

En  faisant  la  somme  des  carrés  des  trois  premières,  on  trouve  une 
valeur  de  —  qui  doit  êlre  égale  à  celle  que  donne  la  (piatrieme  équa- 
tion. Ainsi  les  deux  fonctions 

et 

A^  +  B^  +  C^  +  ^(AP+BQ  +  CR)  ^  P'+Q'  +  R' 

,.!  ,.4 

doivent  être  égales.  Mais  la  première  devient  une  fonction  entière 
quand  on  la  multiplie  par  r".  Il  faut  donc  que  la  seconde  le  devienne 
aussi,  et  que,  par  conséquent,  P^  +  Q^  -f-  R^  soit  également  divisible 
par  /-.  Le  quotient  ne  peut  évidemment  être  qu'une  constante,  puis- 
que le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  du  même  degré.  Soit  Jii^ 
cette  constante ,  et 

pa  _1-  Q»  _j_  R2  =  m^  !■■'  =  m^  {x-  -f-  j'  4-  S-). 

P,  Q,  R  étant  des  polynômes  du  premier  degré,  je  fais 
P  =  m  [nx  -Jr  by  +  cz -h  g) , 
Q  =  m  [a'x  +  b'j  H-  c'z  -t-  g')i 
R  =  m  {a"x  +  by  -+-  c"z  -\-  g"), 

34.. 
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il  I  en  conclus  par  la  comparaison  des  deux  membres,  d'une  part, 
a-  -f-  a'-  -h  a"-  =  i  ,     ah  -^  a'h'  -\-  a"b"  —  o, 
h^  -I-  /)''  -t-  h"'-  =  I  ,     flc  -+•  «'c'  -h  rt"c"  =  o, 
(■2  -f.  t-'^  +  c"^  =  I  ,     hc  +  h'c'  H-  h"c"  -  o, 

ifpiafions  d'où  résultent,  comme  on  sait,  les  équations  inverses 

aa'  -h  bb'  -h  ce'  =  o, 
an"  +  bb"  -h  ce"  —  o, 
n',i"->r  b'h"-h  c'c"-  o; 

et,  d'autre  part , 

ag  +  a'g'  +  a"  g"  =  o 

hg  -^b'g'+  b"g'  =  o,     g 


a- 

'  -H 

b' 

+  c- 

'  7 

a' 

=  + 

h'- 

■-4-6-'- 

=     >, 

a' 

"  + 

b" 

--4-  C"- 

1      , 

hg  -f-  //g'  +  h"g"  =  o,     A"  +  g*  -f-  a  -  ~  o. 


2        1_     r, '2     _1_ 


Si  nous  admettions  que  g,  g\  g"  sont  des  constantes  réelles,  l'équa- 
tion g-  -+-  g'*  +  g"^  =  o  nous  donnerait  g  =  o,g'=o,  g"=o.  Mais , 
dans  tous  les  cas,  on  arrivera  au  même  résultat  à  l'aide  des  trois  pré- 
cédentes, en  ayant  égard  aux  équations  de  condition  entre  a,  h,  c  ,  etc. 
Pour  prouver,  par  exemple,  que  g  =  o,  il  suffira  d'ajouter  entre  elles 
les  trois  équations  dont  nous  parlons  après  les  avoir  multipliées  par 
les  facteurs  respectifs  a,  b,  c.  Il  nous  reste  donc 

P  =  m  [ax  -\-  bj  ■+-  cz) , 
Q  =  rn{a'x  ~h  b'y  -»-  c'z) , 
R  =:  m  [a"jc  -^  b"j  -h  c"z), 

a.  h,  c,  etc.,  satisfaisant  aux  équations  de  condition  ci-dessus,  les 
mêmes  qu'on  rencontre  dans  la  transformation  de  coordonnées 
rectangidaires  en  d'autres  rectangulaires  aussi.  Et  comme  les  équa- 
tions 


donnent 


i  =  A  +  ^,, 

^  =  B-^% 

^  =  C-^^ 

o>                      r- 

?■ 

6'                      r 

I 

p' 


(a.I)%(b.Ç)'.(c.,^)'. 
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on  eu  coiicliil  les  lurmules  suivantes  : 

P 

A  4- 


,  =  __^1Ê 

(-?.)'-(-^.)'-{-r.y 

Mais  il  faut  à  présent  rétablir  ^  —  So,  V5  —  v;,, ,  ?  —  ?„  au  lieu  de  £, 
•/5,  Ç,  et  a-  —  OTo,  j>  —  j^u,  z  —  So  au  lieu  de  x,j-,  z.  Ce  changement 
fait,  on  aura  les  formules  les  plus  générales  qui  puissent  satistairi"  à 
l'équation  (i).  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  formules  générales  qui  peuvent  satisfaire  ;i  l'équation  (r)  s'ob- 
tiendront en  posant  d'abord 

x  =  a{jc-  .ro)  -I-  b  (j  - /„)  -^-c{z-  zj, 
Y  =za'{x-  x„)  +  //  {j  -  jo)  -H  c'  (z  -  z-o) , 
z  =  a" {X  -  Xo)  +  b"(jr  -jr„)  H-  c" (z  -  z„), 

les  coefficients  a,  /),  etc.,  vérifiant  les  équations  de  condition 

a-  +  rt'^  +  rt"-  =  I ,  ah  -k-  a'h'  +  «"è"  —  o, 
h'  -(-  //•-  +  h"-  =  I ,  ac  +  aV  +  a"c"  =  .., 
f"  +  c'"  +  c"'  =  r,     *c  4-  />'f'  -I-  h"c"  =  o, 

puis  prenant 

M   :=   A  -1 ,        y    r=   B  H ^ ^ -        IV  =  C-  -) ; ;  ? 

x'-(-Y'-t-Z=  X--(-Y--t-Z^  x'-|-Y--(-Z- 

et  enfin 

tf  _  C    —  "  _       _  f  >-_>-_    î*l 
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Kécipioqiieineiil,  on  jX'Ut  démontrer  que  l'équation  (i)  est  satisfaite 
(le  cette  manière,  et  trouver  la  valeur  de  p  qui  convient. 

n'abord  ,  di^s  trois  dernières  formules  on  conclut  facilement 

(=   -ç)   +(/;   -y,)    -t-(Ç  -Q   -  ^„,^„-..^.,,,,(„.,^.,-,^.„/=,  • 
les  trois  précédentes  donnent  de  même 

,      ,  -■■./,  \2      ,      /       /  \2  „(X'  —  X)-+  (y'  — Y)'-t-(z'  — Z)' 

iii'  —  uf  +  iv'—  vY  -+-  iw'—  wY  =  m-  \-  , '- — ^^^^  ,-  -    ,,- — ,7,-5 

enfin,  à  cause  des  équations  de  condition  entre  a,  h  ^  etc. ,  on  trouve 

(x'  -  x)-  +  (y'  -  y)='  -f-  (z'  -  zY  =  [x'  -x)--^{ }'  -jY  -^  Iz'  -  z)^■ 

Il  vient  donc,  en  effet, 

la  valeur  de  p'^  étant 

P  -  —  V iX — . _ , 

valeiu'  qu  on  pourra  aisément  exprimer  en  x,  j',  s,  en  ol)servant  que 

le  produit  (x-  -4-  y '^  -h  z'-)  {u-  -\-  v-  -h  w^)  est  égal  à 

(A*-+-  B'  +  C)  (x^  -+-  y^  +  z'*)  -^  iA?)ix  -+-  aB/nv  -h  iCinz  +  m', 

et  que  x,  y,  z  sont  connus  en  fonction  de  x,  j,  z.  La  valeur  qu  on 
trouvera  ainsi  peut  se  mettre  sous  la  forme 

,np^-  =  (A^  +  B^  -  (Y)  \{x  -  x,f  +  (j  -J,Y  -^{z-z,  '], 

.r,,  j\  ,  r,  étant  des  constantes  dont  voici  les  valeurs  : 

m  {Aa-hBa'-hCa") 

-    =  -    -  '!Li 

''       '•*  A=  -(-  B'  +  a 

Si  donc  nous  regardons  plus  tard  x,j\  z  comme  étant  les  coordon- 


A' 

-hB  +C' 

itiÇAb 

-HB6 

'  -hCb' 

') 

A' 

+  B' 

-hO 

m  (Ac 

-l-Bf 

'^Cc") 
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nées  rectangulaires  d'un  point  quelconque,  on  voit  que  la  qu.uitilr  ^; 
sera  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  (x,  j,  s)  à  un  poini 
fixe  {x,  ,j,,  z,).  Il  est  aisé  aussi  de  s'assurer  que 

,/>!        r/'-       ,r~ 
P  p  p 

2.  Pour  avoir  explicitement  S,  y],  Ç  en  x,  j,  z,  il  suffira  de  rem- 
placer u,  V,  ^v,  \,  V ,  A  par  leurs  valeurs.  La  première  substitution 
fournit 

Ç   —  lo  = — ^^ ■- 


(A'  -h  B'  +  C)  (x'  +  y'  +  •/.')  -+-  2  Am\  -)-  5  BwY  +  a  Cm/,  +  m' 

Le  dénominateur  est  précisément  la  valeiu-  de  mp-  dont  on  vient  de 
donner  l'expression  en  x,^,  z,  savoir, 

rnir  =  (A=  +  Â^  +  C=)  [{x  -  x,?  +  {j  -j,Y  +  (c  -  z.)1- 

11  ne  reste  donc  plus  qu'à  chercher  le  numérateur.  Le  calcul  deviendra 
d'ailleurs  fort  simple  si  l'on  retranche  des  deux  membres  la  quantité 

A 


car  alors  le  second  membre  pourra  se  réduire  à  une  fraction  ayant  pour 
numérateur  un  polynôme  du  j>renner  degré  en  x  ,  y,  z,  et,  par  consé- 
quent aussi,  en  x,jr,  z.  En  désignant  donc  par  X  un  tel  polynôme, 
et  posant,  poin-  abréger, 

A 


•'"    '    A'+B'H-C  ~  '  ' 

on  pourra  écrire 

^-?"-=7>' 

et  de  même 

y; 

-■^"  =  p^       ?-?"="=' 

■/î",  Ç"  étant  des  constantes,  et  Y,  Z  des  fonctions  linéaires  de  x,  f,  z. 
Les  polynômes  X,  Y,  Z  s'obtiendraient  sans  peine  par  ce  qu'on  vient 
de  dire;  mais  on  les  trotive  sous  une  forme  plus  commode  en  opérant 
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cointne  il  suit.  Il  est  aisé  de  voir  qu'en  attribuant  nue  valeiu-  infinie  à 
une  ou  plusieurs  des  quantités  a:,_^,  z,  ou,  si  l'on  veut,  en  faisant 

x^  ■+- J"'^  -)-  z-  =  30  , 
on  a 

p'  A^  +  B'4-C' 


S jo       ^  .,0        :-' ■''0 


h     1        S  —  >»    » 


•^'  -t-  ^'  +  z" 


Si  donc   on   introduit  cette  hypothèse  de   x^ +^^ -i- Z"  =  oc    dans 
l'équation  générale 


(r-?r  +  (^' ->!)'  +  (?'-?) 


2       (■^'      '         .r'— 7)'+(z'-^)' 
)■  —  —  „.../2 ' 


il  viendra 

d'où,  en  effaçant  les  accents, 

(^  -  rr + (.  -  rrr + (ç  -  ço)=  ^  -,^,:;^,.^^, 

Mais,  d'un  autre  côté  , 

(S  -  l-V^  +  (•/;  -  »5")^  +  (Ç  -  Ç"/  =  '^l^llt^'  ; 
donc 


X  =  +  Y  ■ 


mp'' 


c'est-à-dire 

X^  ^_  Y=  +  Z^  =  (X  -  .r,)^  4-  (j  -  J,)'  +  (—  ^O^ 

i)e  là,  par  un  calcul  tout  semblable  à  celui  qu'on  a  effectué  dans  le 
numéro  précédent  pour  l'équation 

P'  +Q''4-R'  =m=(x=+j=  +  z^), 

on  conclut  qu'en   représentant  par  a,  /S,   y,  a',  etc.,  des  constantes 
assujetties  aux  équations  de  condition 

a'  +  a"  -f-  y."-  =  i ,     a/3  4-  a'/3'  -+-  a"/B"  =  o, 

/;*  +  p'^  -1-  jS"^  =  I ,     a-/  -^  a'y'  -+-  a'y'  =  o, 

-    y^  _H  y'>  +  -r  =  h  h+ f^r  +  i3"v"  =  o, . 
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(lu  m»^me  genre  que  celles  entre  ci,  />,  elc,  on  devra  prendre 

X  =  a  (.r  -  x,)-\-  (i  (j  -7-,)  +  y  (z  -  z,), 
V  -  a'(.r  -  X,)  +  /3'  (jr  -  j.)  +  y'{z  -  z,), 
Z  =  a"(x  -  J^,)  +  fi"  (  r  -  J.)  +  7"  (2  -  =.)• 

Lt,  réciproquement,  il  est  facile  de  vérifier  qu'en  adoptant  ces  vaieuis 
de  X,  Y,  Z,  les  formules 

>-  j-n-  "^  r-K"- "'^      -,      g  -  g"  -  "^— -  , 

-         -    ""  X»  +  Y'  +  Z'        '  '    ~X'  +  Y'  +  Z'       ^        ^  X'-l-Y'-f-Z' 

(jiii  résultent  de  notre  analyse  en  faisant,  pour  abréger, 

A^  +  B'+C-^"'     dou     /;-= 

entraîneront  l'équation  demandée  (1)  dont  la  solution  générale  est 
exprimée  ainsi  d'une  manière  nouvelle  et  plus  simple.  En  effet ,  011 
trouve  d'abord 

i^-B)  +{n  -n)    +(^  -Ç)   -       iK^  +  Y'  +  Z-HX-  +  Y"  +  Z'';       ' 
puis 
{X'-Xy-h{Y'-Yf -^{Z'-Zy  =(x'-œY+ (j'-fY -h  (z'-z)-, 

à  cause  des  équations  de  condition  entre  a,  p,  etc.  Et  de  là  on  tire 


(?'-?)^-H(.'->:r^(r-Ç)^-       (X^^.^  +  Z^),X'.^Y-^-^Z', 
c'est-à-dire  l'équation  (i'),  en  prenant 

j  _  X'-T-Y-'  +  Z^   _  {x-x,y-  +  ( j-  —  j-.)'  +  (s  —  z,V 

5.  On  pourrait  former  inversement  les  valeurs  dejc,j,  z  en  £,  y;,  Ç; 
mais  il  est  clair  sans  calcul,  et  à  priori,  que  ces  valeurs  doivent  s'ex- 
primer par  des  formules  du  même  genre  que  celles  qui  donnent  ç,  r,,  Ç 
en  X,  j,  z.  En  effet,  p  étant  une  fonction  de  x,j-,  z,  on  peut  conce- 
voir cette  quantité  comme  fonction  de  ç ,  >; ,  Ç.  Soit  donc 


I 
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rs  clant  une  certaine  loiiction  de  ç,  /;.  ^,  et  rs'  la  iiu'ine  lonclion  (ie 
ç'.  /;'.  Ç'.  L'équation  (i)  se  changera  dans  l'équation  nouvelle 

;.r  — .r     -f-    r   —  t;    -4-    '■   —  z     =  • ^ — r^ ^ '< 

d'une  forme  toute  semidable  à  l'équation  (i)  elle-même,  et  qui,  par 
conséquent,  donnera  .r,  j.  :  en  é,  r,.  'Ç  de  la  même  manière  que 
l'équation  (i)  a  donné  ç,  r,  ,  Ç  en  x ,   r,  3. 

4.  On  voit  que,  par  l'échange  des  lettres  x,  j,  z  eiç,  r,^'Ç  les  unes 
dans  les  autres,  une  solution  particulière  de  l'équation  (i  i,  je  veux 
(lire  une  solution  dans  laquelle  les  constantes  auraient  des  valeurs 
particulières,  en  donnera  une  autre,  la  plupart  du  temps  différente, 
quoique  rentrant  toujours,  bien  entendu,  dans  le  type  général  indiqué 
tout  à  riieure.  Il  est  aisé  aussi  de  voir  que  deux  solutions  données  en 
fournissent  une  troisième.  Supposons,  en  effet,  qu'en  prenant  pour  2, 
r,,Z,(l  des  fonctions  tle  U,  V,  W,  on  ait 

^S' _  -eY  -H  (.' - ./  +  (ç'  -  -çy  =  (n'-tir-^(v^-y)'-^(w'-wr, 

et  que,  de  même,  en  prenant  pour  U.  V,  W,  p,  des  fonctions  de  x, 

j,  z,  on  ait 

(U'-U)2+  (\'-  \Y  +  (W-  W)'  =  (■^' --^V +(■>•'- J?  +  (^ '-  ^'\ 

il  est  clair  qu'on  pourra  exprimer  aussi .^,  E,  r^,  i^  en  x ,  j,  z,  et  qu'il 
viendra 

d'où  une  solution  nouvelle  de  notre  problème. 

On  peut  dire,  en  d'autres  termes,  que  diverses  transformations  qui 
résolvent  ce  problème  étant  opérées  successivement,  la  transformation 
unique  composée  de  cet  ensemble  le  résout  aussi.  Et  par  la  manière 
dont  nous  avons  vérifié  ci-dessus  notre  solution  générale,  il  est  mani- 
feste que  cette  solution  n'est  que  le  résultat  d'une  suite  de  solutions 
particulières  ainsi  ajoutées  entre  elles  pour  ainsi  dire. 

5.  Il  y  a  une  solution  particulière  de  l'équation  (i  )  que  nous  devons 
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t'Iiiilicr  t,(K''ci;ilciiiciil  pane  ([u'cllc  constiliie,  a  j<m|>rfm(Mit  parler, 
rélémeiit  essentiel  de  nos  Formules  générales,  et  (in'ille  nous  servira 
(l'ailleius  à  en  bien  montrer  le  sens  géoniélri(|ue.  Elle  a  été  eniplov'i 
par  M.    rliomson,  et  consiste  à  poser 

(Vnn  résulte,  en  effet,  l'équation 

^-  ■''  -'  '''  ^*  ^'  (X' -)-r--(-a')U'   -H.r"-+-3"; 

c'est-à-dire  l'écpiation  [\] ,  en  |)renant 


/'^ 


■t'  -Hr'4-2' 


Du  a  alors 

V.  ..        ....  «• 

=-4-  >:^-^-  ç-  =  ----  ,    — ,, 

X'  -+-  V-  -+-3  = 

el .  pai'  conséquent, 


«  i  n  m 


J^  =  .- 


valeurs   de   même  composition   en    z,  r,,    'Ç  que   les   précédentes    en 
JC,J,   z. 

On  peut  interpréter  géométriquement  ces  formules  en  regardant  r. 
y,  z,  par  exemple,  connue  des  coordonnées  rectangulaires,  et  ç,  /;.  !r 
comme  des  paramètres.  Les  surfaces  (?),  (/;),(?;  pour  lesquelles  un  de 
ces  paramètres  conserve  même  valeur  sont  des  sphères  qui  se  coupent 
deux  à  deux  orthogonalement,  et  par  l'intersection  de  trois  desquelles 
M.  Thomson  détermine  la  position  de  chaque  point  (,r,  r.  5'  ou 
(ç,  vî ,  Ç).  Sous  ce  point  de  vue,  S,  /?,  Ç  sont  des  coordonnées  curvi- 
lignes qui  se  rapportent  à  la  même  figure  que  les  coordonnées  recfi- 
lignesor,  j,  s.  Mais  il  est  plus  commode,  je  crois,  d'introduire  dans 
nos  recherches  une  de  ces  transnuitations  de  figures  si  familières  aux 
géomètres,  et  qui  ont  tant  contribué  aux  progrès  de  la  science  dans  ces 
derniers  temps.  La  transformation  dont  il  s'agit  est  bien  coninie,  du 
reste,  et  des  plus  simples;  c'est  celle  que  M.   Thomson  hii-mème  a 
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jadis  employée  sous  le  nom  de  principe  des  images  [*]^  Considérez  or, 
y,  z  comme  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  m  d'une  ligur»' 
rapportée  à  trois  axes  rectangulaires  Ox ,  Oj,  Oz,  et  ?,"/?,?  cominc 
celles  d'un  point  p.  d'une  autre  figure  rapportée  à  trois  axes  O^,  Oy; , 
i)Ç,  rectangulaires  aussi,  et  auxquels  nous  donnons  la  même  origine  O, 
et  respectivement  les  mêmes  directions,  une  de  ces  figures  dérivant  de 
l'autre,  et  le  point  |j.,  en  particulier,  correspondant  au  point  m,  en 
vertu  des  relations  par  lesquelles  B,  y],  Ç  s'expriment  en  x,j',  s,  ou 
T,J,  Z  en  ^,  y; ,  Ç.  Il  est  évident  que  les  deux  points  correspondants 
m,  p.  sont  en  ligne  droite  avec  l'origine  O,  et  que  le  produit  OinXi^j. 
des  rayons  vecteurs  O/ra,  O^a  est  constant  et  =:  //.  Une  des  figures  se 
déduit  donc  de  l'autre  en  |)renant  sur  chacun  des  rayons  vecteurs  menés 
du  |)oint  O  à  un  point  quelconque  de  la  ])remière  figure  d'auties  rayons 
vecteurs  en  raison  inverse  des  premiers;  les  extrémités  de  ces  nouveaux 
ravons  vecteurs  déterminent  la  seconde  figure.  ISous  donnerons  à  cette 
transformation  le  nom  de  transformation  par  injons  vecteurs  léci- 
pKjqucs,  relativement  à  l'origine  O.  Si,  pour  un  point  m,  on  a  0//i=  \J7i, 
on  aiua  aussi  Op.  =  \n,  et  les  points  m  et  [l  qui  se  correspondent  ainsi 
dans  les  deux  figiues  coïncideront.  En  disposant  de  n,  on  peut  faire  eu 
sorte  qu'un  point  donné  m  reste  fixe  dans  la  transformation  ;  il  suffit 
de  prendre  n  =  0/h',  et  alors  tous  les  points  situés  sur  la  sphère  dont  O 
est  le  centre  et  Om.  le  rayon  ,  resteront  fixes  aussi,  mais  tous  les  autres 
seront  déplacés. 

<>.  A  l'aide  de  cette  transformation  par  rajoiis  vecteurs  réciprotjues, 
on  déduira  d'une  figiue  donnée  une  infinité  d'autres  figures,  soit  en 
changeant  l'origine  O  d'où  partent  les  rayons  vecteurs,  soit  en  prenant 
diverses  valeurs  de  n  avec  une  même  origine  O,  ce  qui  ne  donne,  au 
surplus,  lieu  qu'à  des  figures  transformées  toutes  semblahles  entre 
elles,  du  moins  tant  que  n  garde  le  même  signe;  caries  figiues  qui 
répondent  à  deux  valeurs  de  u  égales  et  de  signes  contraires  sont  symé- 
trirpies.  On  peut  d'adleurs  effectuer,  l'ime  après  l'autre,  des  transfor- 
mations relatives  à  des  origines  différentes.  Mais  je  dis  que  nos  for- 
mules générales  du  u"  1  peuvent  toujours  s'interpréter  à  l'aide  d'une 
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seule  transtormation  de  celte  espèce,  en  sorte  (iii'oii  n  Obtiemlrnit  lu  ii 
(le  vraiment  nouveau  en  ajoutant  (l'aMlrcs  transiorinations  à  cell<-ia. 

Kn  effet,  clans  le  cas  le  plus  e;<'néral,  nous  pouvons  encort;  coiiMile- 
rer  x,  j",  z  et  |,  /j ,  Ç  connue  les  C(Jorcloi niées  de  deux  points  m,  u. 
appartenant  à  deux  ligures  différentes  et  rapportés  à  deux  systèmes 
d'axes  rectangulaires  des x,  y-,  c  et  Ç,  vj ,  Ç.  Kt  voici  comment  s'open- 
la  translormntion  de  l'iuie  des  ligures  dans  raulrc. 

D'abord  on  passe  de  x,  ^,  z  à  X,  Y,  Z  par  les  lormides 

X  =  a  (j:  -  .r„)  +  /5  (  j  -  jo)  -^  7  (z  -  z„), 
Y  =  a'  [x  -  X,)  +  /5'(jr  -  Jo)  +  7' (2  -  Zo)  • 

Z  =  a"(x  -  x„)  4-  {•:.'■  [jr  -jr,)  +  '/"(c  -  r,,). 

Or,  à  cause  des  équations  de  condition  entre  a,  ,'3,  etc.,  ce  passage 
n'est  qu'un  changement  de  coordonnées  rectangulaires  en  d'autri^s 
coordonnées  rectangulaires,  qui  n'altère  en  rien  la  première  figiuc  à 
laquelle  il  est  appliqué;  on  peut  le  sup|ioser  opéré  d'avance,  et  con- 
fondre dès  lors  X,  Y,  Z  avec  x,  j,  z. 
De  là  nous  irons  aux  formules 

-         -    ■"  X'-t-Y^-t-Z'        '         '  X        \         /:■'      -        ^         X'-|-Y'  +  Z= 

et  nous  aiuons  ainsi  une  transformation  de  X,  Y,  Z  en  =  —  ç„.  n  —  r,,„ 
C  —  'Ç",  que  nous  regarderons  comme  des  coordonnées  rectangulaires 
prises  par  rapport  aux  mêmes  axes.  Cette  transformation  est  à  rayons 
vecteiH's  réciproques,  connue  nous  l'avons  vu  n*^  o.  Elle  s'opère  eu 
portant  sin*  les  rayons  vecteurs  menés  de  l'origine  actuelle  des  lon- 
gueurs inversement  proportionnelles  à  ces  rayons  vecteurs;  l'ancienne 
figure  se  trouve  ainsi  changée  en  celle  qui  résulte  des  extrémités  de 
toutes  ces  longueurs.  Passer  ensuite  de  ^  —  S",  /^  —  >;",  Ç  —  Ç"  à  ^,  >;,  Ç, 
n'est  qu'un  simple  déplacement  de  l'origine,  les  axes  restant  paral- 
lèles à  eux-mêmes;  cela  ne  produit  dans  la  figure  transformée  aucune 
altération. 

Nos  formules  du  n"  2  résultent  donc  d'une  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques.  cond)inée  avec  des  changements  ordi- 
uaues  de  coordoiuiées.  De  telles  transformations  en  nondjre  quel- 
conque donnent  toujours  naissance  à  une  équation  de  la  foinie  (i), 
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tl  riii(er|irélation  géométrique  des  formules  par  lesquelles  nous  avions 
(l'abord  lié  (n"  I)  x,  j,  z  et  §,  /),  Ç  semblait  en  dem.fnder  deux,  rela- 
tives à  deux  origines  différentes,  l'une  pour  le  passage  de  x,  y,  z  à  », 
(',  w.  l'autre  |)our  le  passage  de  «,  i',  (v  à  ^,r,,  Ç;  mais  on  voit,  par 
ce  qui  jjrecèfle,  et  grâce  aux  fornudes  plus  simples  du  n"li,  qu'une 
seule  transformation  suffit  pour  conduire  au  résultat  le  plus  général  : 
il  était  inqiortant  de  le  démontrer. 

7.  Les  considérations  géométriques  dont  nous  venons  de  faire  usage , 
j)our  interpréter  les  formules  qui  conduisent  à  l'équation'  i),  donnent 
lieu  à  des  conséquences  remarquables  dont  nous  allons  dire  quelques 
luots.  Dans  les  deux  figures  que  déterminent  respectivement  les  coor- 
données X,  ^,  z  et  les  coordonnées  ^,  vj,  Ç,  considérons,  d'une  part, 
deux  points  quelconques  m,  m',  et,  d'autre  part,  les  points  corres- 
pondants (j.,  y.'.  Soient  D  la  distance  des  deux  premiers,  A  celle  des 
di-nx  autres,  en  sorte  que 

D'  =  [X'  -  X?   ^-  ij'  -  j?  +  iz'  -  z)- , 
A^  =  (I'  -  iY  -f-  l'y;'  -  -^y  +  (Ç'  -  ?)=. 

],'f(]uation  (i),  qui  poiura  s'écrire 

A==   -'*'    .     A--L,     l  =:  ''P', 
p'p'-  ]>p'       A  D 

fournit  une  relation  entre  la  distance  A  de  deux  points  fx,  a'  dans  l'une 
des  figures  et  les  quantités  D,  p,  />'.  Nous  venons  de  dire  que  D  est  la 
distance  des  deux  points  m,  m'  correspondants  dans  l'autre  figure; 
(|mnt  à  p  et  p\  ce  sont,  à  un  facteur  constant  près,  les  ilistances  des 
points  m,  m'  a  un  certain  point  fixe.  Toute  relation  métrique  entre 
deux  ou  plusieurs  distances  A  dans  l'une  des  figures  fournira  donc  im- 
médiatement une  relation  analogue  dans  l'autre  figure.  Mais  il  ne  faut 
pas  croire  que  les  divers  points  correspondants  à  ceux  de  la  droite  A 
soient  sur  la  droite  D;  cela  arrive  pour  les  points  extrêmes  par  la 
définition  même  de  ces  droites,  mais  n'a  pas  lieu,  en  général,  pour  les 
|)oints  intern  édiaires.  En  général ,  la  suite  des  points  correspondants 
à  ceux  d'une  droite  de  la  première  figure  forme  dans  la  seconde  figure 
une  circonférence  de  cercle,  laquelle  ne  se  réduit  à  une  ligne  droite 
que  dans  un  cas  particulier,  celui  où  son  rayon  est  in6ni. 


I>lim:S  VA    AI'l>LlQl!I^:i'>.  j7M 

Ayaiil  eu  z,,  r,,  Ç,  l'équation  tl  uni-  surface  ou  li's  équalioiis  d'une 
ligne  appartenant  à  la  première  ligure,  il  suffit  do  substituer  à  ç ,  /; ,  ^ 
leui's  valeurs  pour  foruier  en  x,  y,  z  l'équation  de  la  surface  ou  les 
é(|uations  de  la  ligne  correspondante.  Ou  trouve  bien  facilement,  de 
cette  manière,  que  des  plans  et  des  spiières  se  transforment  en  des 
sphères  qui  peuvent  se  réduire  à  des  plans  quand  le  rayon  devient 
infini;  que,  de  même,  des  droites  et  des  circonférences  de  cercle  se 
transforment  en  des  circonférences  de.  cercle,  etc.  Mais,  pour  suivre 
le  mécanisme  de  ces  transformations,  il  sufiit  de  considérer  la  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques,  qui  combinée  avec  des 
changements  de  coordonnées  donne,  comme  on  l'a  vu,  la  Iraiisloi- 
niation  la  plus  générale.  Soit  donc 
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l'ensemble  des  formules  relatives  à  la  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques.  On  en  conclut  immédiatement  ce  que  nous  venons 
d'avancer,  concernant  les  plans  et  les  sphères,  les  droites  et  les  circon- 
férences de  cercle.  Mais  on  voit,  de  plus,  et  même  sans  calcul,  que  les 
plans  qui  passent  par  le  point  O,  origine  des  rayons  vecteurs,  sont  les 
seuls  qui  restent  des  plans  dans  la  transformation;  avant  et  après, 
leur  position  est  la  même,  quoique  leurs  divers  points,  bien  entendu  , 
se  soient  déplacés  pour  se  substituer  les  uns  aux  autres,  ceux  qui 
étaient  loin  de  l'origine  en  étant  à  présent  devenus  voisins,  et  vice 
versa.  Tout  antre  plan  se  transforme  en  une  sphère  passant  par  le 
point  O  où  la  transformation  amené  tous  les  |)oints  situés  à  rinfini)  et 
ayant  son  centre  sur  la  perpendiculaire  au  plan  menée  du  point  O;  la 
perpendiculaire  et  le  diamètre  de  la  sphère  ont  un  produit  égal  à  la  con- 
stante n .  et  se  déduisent  ainsi  facilement  l'une  de  l'autre.  Il  est  iiuitile 
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ii'ajoiitcr  que  deux  spliéres  qui  correspondent  à  deux  plans  parallèles 
se  touchent  au  |)oint  <).  De  même,  deux  sphères  ainsi  posées  se  trans- 
lornieraient  en  deux  plans  parallèles.  Mais  une  sphère  qui  ne  passe  pas 
par  le  point  C>  doit  rester  une  sphère,  puisqu'elle  ne  peut  acquérir 
;iucun  point  à  l'infini.  Les  droites  passant  par  le  point  O  restent  des 
droites,  et  conservent  leur  position  invariable.  Toute  autre  droite  donne 
lieu  à  une  circonférence  de  cercle  dont  le  plan  est  déterminé  par  la 
droite  et  par  le  point  O,  et  dont  le  centre  est  situé  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  O  siu"  la  droite;  le  diamètre  est  le  quotient  de  la  con- 
stante n  par  cette  perpendiculaire.  Les  circonférences  provenant  de 
droites  parallèles  sont  toutes  tangentes  à  une  parallèle  menée  par. le 
point  ()  a  ces  droites.  On  peut  voir,  enfin ,  que  la  transformée  d'une  cir- 
conférence est  une  droite  quand  la  circonférence  passe  par  le  point  O, 
et,  dans  tout  autre  cas,  reste  une  ciiconférence. 

Une  propriété  remarquable  de  ce  genre  de  transformation  consiste 
en  ce  que  les  deux  triangles  formés  par  trois  points  infiniment  voisins 
quelconques  de  la  figure  j)rimitive  et  les  trois  points  correspondants 
de  sa  transformée  sont  send>lables  l'un  à  l'autre,  en  sorte  que  si  deux 
ligi-.esse  coupent  dans  l'iuie  des  deux  figures  sous  un  certain  angle,  les 
lignes  correspondantes  de  l'autre  figure  se  couperont  sous  le  même 
angle  [*  ].  La  démonstration  de  cette  propriété  repose  sur  l'équation  (i), 
H  laquelle  nous  avons  donné  la  forme 

PI). 

Supposons,  en  effet,  que  les  deux  points /«,/??'.  ou  {oc,  j,  s),  [x',  jr\z'), 
soient  infiniment  voisins .  et  que  leur  distance  D  soit  représentée  par  ds. 
Représentons   par  d'y  celle   des  deux   points    correspondants   [x,  p.'. 


\*'\  De  la  similitiule  des  triangles  infiniment  petits  correspondanis,  il  resnite  encore 
(|ue  la  figuio  transformée  est  senililahle  à  la  figure  primitive,  ou  à  sa  symétrique,  dans 
ses  éléments  infiniment  petits.  En  s'en  tenant  au  premier  cas,  qui  est  proprement  celui 
de  nos  formules,  oh  nous  prenons  naturellement  la  constante  «  positive,  on  aura,  à 
trois  dimensions,  une  sorte  de  représentation  des  corps,  analogue  au  tracé  des  cartes 
ueograpliiques,  pour  lesquelles  le  rapport  de  similitude  des  éléments  correspondants  est 
variaWe  aussi  d'un  lieu  à  l'antre. 
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(iouimc/;  c:t  p'  Il  auront  pas  de  clilTôrencf  seiisil)li-.  il  iioiii)  vuiiclra 

(h  —■  -  • 

Les  éléments  d'y,  ds  ont  donc  en  chaque  liiii  lui  i  apport  constant  (pu 
dépend  de  p  et  change,  en  général,  d'un  lieu  à  l'autre.  Considérons  un 
troisième  point  m"  infiniment  voisin  des  deux  premiers,  et  désignons 
par  ds'  et  ds"  ses  distances  à  m  et  à  in'\  da\  dn"  étant  les  distances  cor- 
respondantes dans  la  seconde  figure,  on  aura  encore 

d.'  =  '^, 

da"  =  ^. 
F' 

Donc 

da:  d'y':  d<y"  ::  ds  :  ds'  :  ds". 

Ainsi,  le  triangle  infinitésimal  min'm"  est  semblahle  au  triangle  corres- 
pondant ixfx'iJ.".  I. angle  de  ds  avec  ds'  est,  par  conséquent,  le  même 
que  celui  de  d'y  avec  da'.  Cette  démonstration,  on  le  voit,  n'exige  pas 
même  que  l'équation  (i)  ait  lieu  pour  deux  points  situés  à  une  distance 
finie  ;  elle  demande  seulement  que  cette  équation  ait  toujours  lieu  pour 
deux  points  infiniment  voisins.  On  doit  en  dire  autant  d'ini  théorème 
que  je  vais  établir,  et  qui  n'est  qu'un  corollaire  de  la  proposition  pré- 
cédente. 

Une  surface  appartenant  à  l'une  des  deux  figures  étant  donnée,  re- 
présentez-vous les  lignes  de  courbure  de  cette  surface,  et  les  deux 
séries  de  surfaces  développables,  orthogonales  entre  elles  et  à  la  sur- 
face donnée,  qui  spnt  formées  par  les  normales  successives.  Dans  la 
seconde  figure ,  les  séries  de  surfaces  correspondantes  resteront  ortho- 
gonales entre  elles  et  à  la  transformée  de  la  surface  donnée  ;  par  suite. 
en  vertu  du  beau  théorème  de  M.  Ch.  Dupin,  elles  traceront  encore 
sur  cette  transformée  des  lignes  de  courbure.  Ces  lignes  de  courbure 
résulteront  ainsi  des  lignes  de  courbure  de  la  première  surface  don- 
née, et  seront  immédiatement  connues  si  les  autres  le  sont.  Il  sera  aisé 
d'appliquer  ce  théorème  aux  surfaces  du  second  degré,  comme  aussi 
aux  systèmes  triples  de  surfaces  orthogonales  que  M.  Serret  a  indiqués 
Tome  XII.  —  JtiLi-ET  1847  '^" 
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ilaiis  mic  Note  ivceiite  [*],  et  qui,  pni-  notre  transformation,  en  don- 
neront d'antres  non  moins  cnrienx  ,  etc. 

Proposons-nons  .  par  exemple,  de  trouver  les  lignes  de  courbm'e  de 
la  surface  enveloppe  des  sphères  qui  touclient  trois  sphères  données, 
problème  que  M.  C.li.  Dupin  a  résolu  jadis  dans  la  Correspondnnce  sur 
l'Ecole  Poljtcchniijiie,  tome  I,  page  22.  Soient  O  et  P  les  points  d'in- 
tersection de  ces  trois  sphères  ;  prenons  le  point  O  pour  origine,  et 
opérons  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciprocpies,  ce  qui 
nous  fournira  une  secoiide  figui-e  d'où  nous  reviendrons  aisément  a 
la  première.  Dans  la  seconde  figure,  les  trois  sphères  données  seront 
remplacées  par  trois  plans  qui  se  couperont  en  un  point  II  correspon- 
dant au  second  point  P  d'intersection  de  nos  trois  sphères.  La  surface 
enveloppe  des  sphères  tangentes  à  ces  trois  plans  sera  (en  se  bornant  à 
un  des  angles  solides  et  à  son  opposé)  celle  d'iui  cône  droit  à  base  cir- 
culaire ayant  son  sommet  au  point  fï ,  et  circonscrit  à  une  quelconque 
des  sphères  tangentes  aux  trois  plans.  Les  lignes  de  coinbure  de  cette 
siuface  conique  sont  :  i"  les  génératrices  rectilignes  qui  passent  toutes 
par  le  point  11  ;  dans  le  retour  à  la  première  figure,  ces  droites  de- 
viendront des  cercles  passant  tous  par  le  point  P,  dont  les  tangentes 
en  P  feront  toutes  le  même  angle  avec  la  tangente  au  cercle  dans 
lequel  se  transforme  l'axe  du  cône,  d'où  résultera  un  nouveau  cône 
droit,  et  passant  toutes  aussi  avec  des  circonstances  semblables  par 
le  point  O  ;  2"  des  cercles,  dont  les  plans  sont  tous  parallèles  entre  eux 
et  perpendiculaires  à  l'axe  du  cône,  et  qui,  lors  du  retoiu-  à  la  pre- 
mière figure,  deviendront  des  cercles  coupant  à  angle  droit  ceux  qui 
ré.sultent  des  génératrices  rectilignes.  Les  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face enveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  données  sont  donc 
des  circonférences  de  cercle- 
On  démontre  avec  la  même  facilité  le  théorème  de  M.  Dupin  concer- 
nant la  courbe  cpie  trace  sur  chacune  des  trois  sphères  données  la 
sphère  variable  qui  les  touche.  En  effet,  quand  les  trois  sphères  données 
sont  remplacées  par  trois  plans,  il  est  clair  que  la  suite  des  points  sui- 
vant lesquels  la  sphère  variable  touche  un  quelconque  des  plans  est 
une  ligne  droite  passant  par  le  point  d'intersection  IL  Donc,  en  revenant 

[*J  Page  241  (lu  présent  xolunip. 
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aux  trois  sphcrrs  doniKOs,  la  conrho  (leiuarnlét"  est  une  cirtotil»  rence 
de  cercle  qui  passe  par  les  points  O  et  P.  Il  peut  arriver,  bien  entendu  , 
que  les  points  O  et  P  soient  imaginaires;  mais  il  n'y  a  alors  aucun 
cliangeuient  essentiel  ;i  faire  dans  ce  que  nous  venons  i\o  <lirc.  et  rm^ 
conclusions  subsistent. 

La  circonstance  (Tune  origiiu'  C)  imaginaire  aurait  plus  d'inconvé- 
nient s'il  s'agissait  de  résoudre  le  problème  d'une  spbere  tangente  à 
ipiatre  autres,  en  le  raiiicnanl  au  problème  tics-simpU;  de  trouver  uni- 
splière  tangente  à  une  sphère  donnée  et  à  trois  plans  donnés;  mais  on 
y  remédierait  en  augmentant  d'une  même  quantité  les  rayons  des  quatre 
sphères  données,  ce  qui  ne  change  pas  la  position  ilii  centre  de  la 
sphère  tangente.  De  même,  en  se  bornant  à  considérer  des  jjoints  tous 
situés  dans  un  plan  passant  par  l'origine  O,  on  ramènera  la  déternn- 
nation  du  cercle  tangent  à  trois  autres  à  celle  d'un  cercle  qui  touche 
un  cercle  donné  et  deux  droites  données. 

En  général,  les  systèmes  de  sphères  ou  de  cercles,  et  spécialement 
de  sphères  ou  de  cercles  passant  par  un  point  donné,  jouissent  de  pro- 
priétés curieuses  dont  beaucoup  deviennent  intuitives  parla  transfor 
mation  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  On  peut  appliquer  en 
particulier  cette  remarque  aux  théorèmes  que  M.  Miquel  a  donnés  dans 
son  Mémoire  sur  les  angles  curvilignes [*].  Pour  nous  borner  au  cas  le 
plus  simple ,  il  est  évident  que  ,  dans  un  triangle  ABC  formé  par  trois 
arcs  de  cercles  passant  tous  par  un  même  point  O ,  la  somme  des  angles 
vaut  2  droits,  puisque  notre  transformation  rend  ce  triangle  rectiligne 
sans  altérer  ses  angles. 

8.  Le  passage  des  relations  métriques  d'une  figure  à  l'autre,  dans  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  allant  des  coor- 
données £,  Tt,  iT  aux  coordonnées  x,  j,  z,  s'opère  a  l'aide  de  la  lormule 

rr 

OU  simplement 


[*]  Tome  IX.  de  ce  Journal,  paye  20. 
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fil  posant  «  =  I  ,  ce  qui  n'a  aucun  inconvénient.  Mais  en  désignanl 
parO  l'origine,  dans  la  seconde  figure  seulement,  et-en  employant  les 
autres  lettres  A,  B,  etc.,  pour  représenter  à  la  fois  les  points  de  la  pre- 
mière figure  et  les  points  correspondants  de  la  seconde  (igiue,  cette 
formule  revient  à  dire  que,  dans  toute  relation  entre  des  distances  AB, 

AB 
liD,  etc.,  il  faut  remplacer  chaque  distance  telle  que  AB  par  • 

Voilà  donc  une  règle  pratique  très-commode;  cette  règle  convient  aussi 
hieu  au  cas  du  plan  qu'à  celui  de  l'espace.  Deux  exemples  suffiront. 

Que  des  droites  partant  d'un  point  fixe  A  coupent  chacune  un  cercle 
en  doux  points  B  et  C,  B'  et  C,  etc.,  on  aura 

AB  X  AC  =  AB'  X  AC  =  constante. 

Donc,  dans  la  figure  transformée, 

AB  AC      _       AB'  AC 


OA.OB         OA.OC         OA  OB'        OA.OC 

et,  par  conséquent. 

AB        AC  ^     , 

— ;  X  X7^  =  constante. 
OB       OC 

D'ailleurs  les  points  A  ,  B ,  C,  qui  étaient  en  ligne  droite,  .se  trouvent  à 
présent  sur  une  circonférence  de  cercle  passant  par  le  point  O.  Nous 
voyons  par  là  que  les  cercles  passant  par  deux  points  fixes  A ,  O  cou- 
pent un  cercle  donné  en  deux  points  B,  C  tels,  que  le  rapport  des 
produits  des  distances  AB  x  AC  et  OB'x  OC  a  une  valeur  constante 
pour  tous  ces  cercles. 

Que  les  côtés   BC,  AC,   AB   d'un   triangle  rectiligne  ABC   soient 
coupés  en  trois  points  A',  B',  C  par  une  transversale,  on  aura 

AC  X  BA'  X  CB'  =  BC  X  CA'  x  AB'. 

Donc  ,  dans  la  figure  transformée , 

AC  BA'  CB'       _       BC  CA'  AB' 

OA.OC  ^   OB.OA'  ^  OC. OB'  ~  OB  OC         OC.OA'   ^  OA.OB'' 

ce  qui  redonne 

AC  X  BA'  X  CB'  =  BC  X  CA'  x  AB'. 
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Mais  cette  relation  s'applique  à  présent  à  un  triangle  curvili},'ne  AbC 
(oriné  par  tiois  ceicles  (pii  passent  tous  au  point  ()  et  dont  les  cotés 
sont  coupés  en  A',  IJ',  C  par  un  cpialrieme  cercle  passant  aussi  au 
point  O.  Il  est,  du  reste,  inutile  d'ajouter  que  A(y,  BA',  etc.,  sont  les 
plus  courtes  distances  des  points  A  et  C,  H  et  A',  etc.,  et  non  des  seg- 
ments mesurés  sur  les  cotés  du  triangle  curviligne. 

On  généraliserait  aisément  de  la  même  manière  le  théorème  relalil 
à  un  polygone  gauche  coupé  par  ini  plan.  Mais  en  voilà  assez  sur  ce 
sujet. 

9.  Etant  données  deux  sphères  qui  ne  se  coupent  pas,  on  peut  tou- 
jours placer  l'origine  sur  la  di^oite  qui  joint  leurs  centres,  en  un  point 
réel  tel,  qu'après  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
ces  deux  sphères  seront  concentriques.  Prenons  la  droite  des  centres 
pour  axe  des  x  ;  désignons  par  h  la  distance  inconnue  du  point  O  au 
centre  de  la  première  sphère,  et  par  h  -^  Isa.  distance  au  centre  de  la 
seconde  sphère;  soient  A-,  à'  les  rayons.  Les  équations  des  deux  sphères 
seront,  avant  la  transformation, 

{x  -h-  n-^j-+z^  =  /.'^ 

et  après  la  transformation,  qui  consistera  à  remplacer  .r,^,  z  par 
X  y  z    ■ 

elles  deviendront 


Pour  que  le  centre  soit  le  même  à  présent,  il  faut  et  il  suffit  que 

h      _         h  +  l 
h'— A'  ~  {k  +/)'  —  *"' 

d'où 

Ih^  +  (^/2  +  A»  -  A") A  +  Ik^  =  o, 
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équation  du  secon«l  degré  qui  donnera  pour  h  deux  valein-s, 

en  posant 

G  =  (/  -  A;  -  A-')  [l-k^  A')  {l-hk  -  k')  (/  -t-  Â  +  k'); 

et  il  est  aisé  de  voir  que  G  sera  positive  si  les  deux  sphères  qu'on   a 
données  d'abord  ne  se  coupent  pas. 

10.  Ce  théorème  pourra  être  utile  en  géométrie;  mais  il  aura  sur- 
tout une  application  importante  dans  les  questions  de  physique  ma^ 
tliématique.  Essayons  ici  d'indiquer  rapidement  l'usage,  en  ce  genre  de 
questions,  de  la  Iranslorniation  générale  qui  donne  l'équation  (i).  La 
Lettre  de  M.  Thomson  nous  servira  de  guide;  nous  y  ajouterons  quel- 
ques développements.  La  généralité  plus  ou  moins  grande  de  la  solu- 
tion par  laquelle  on  satisfait  à  l'équation  (i)  ne  change  en  rien  la  marche 
à  suivre ,  qui  reste  la  même  dans  tous  les  cas. 

Et  d'abord  de  l'équation 

A        D 

on  peut  conclure,  avec  M.  Thomson  ,  que,  si  une  fonction  U  de  ^,  >;,  Ç 
satisfait  à  l'équation 

ei'V  dn'         d'V  _ 

dv  '^  17'  ^  HT'  ~  ^  ' 

cette  même  fonction,  divisée  par  p  et  exprimée  en  x.  y^  s,  vérifiera 
l'équation  de  même  forme 

d\p-'\]  d-.jj-'V  d\p-'\] 


dx-  dy'  dz' 


O. 


De  là  ime  liaison  entre  deux  problèmes  distincts  concernant  tous  deux 
l'équilibre  de  température  dans  les  corps  homogènes,  mais  relatifs  à 
deux  systèmes  dont  l'un  résulte  de  l'autre  par  la  transformation  qui 
lie  ç,  v;.  'Ç  k  or ,  J-.  z. 

Que  le  premier  système  soit  formé  de  deux  sphères  qui  ne  se  coupent 
pas,  que  la  température  soit  donnée  en  chaque  point  de  leurs  surfaces, 
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et  demaïKlons  (jiiello  rsl  l;i  loi  des  tcmprratiircs  perinanentes  dans 
l'ospacc  c'oiii|)ris  cMitic  elles,  si  l'iiiu;  est  iiiléiiciire  ii  l'autre,  ou  dans 
l'espace  infini  extérieur  à  toutes  deux,  bi  l'une  est  en  dehors  de  laii- 
tre,  en  ajoutant  dans  ce  dernier  cas  la  condition  cpie  la  température 
soit  nulle  à  l'inlini.  On  ramènera  cette  cpiestion  au  cas  très-facile  de 
i\eu\  sphères  concentriques.  Cela  résulte  du  théorème  établi  ci-dessus 
et  en  montre  toute  l'iniporlance.  En  indiquant  cette  applicnlion  à  l.i 
théorie  de  la  chaleur,  M.  Thomson  ajoute,  du  reste,  avec  raison  qu'elle 
s'étend  d'elle-même  à  la  théorie  de  l'électricité. 

Dans  la  théorie  de  l'électricité  ou  du  magnétisme,  et,  en  général, 
dans  la  théorie  de  l'attraction  ,  la  quantité  que  (J.  Green  et  M.  Gauss 
nomment  potentiel,  c'est-à-dire  la  (juantité  qu'on  obtient  en  faisant  la 
somme  des  éléments  attractifs  ou  répulsifs  d'une  masse  divisés  par 
leurs  distances  à  un  point,  joue  un  rùle  capital.  On  connaît  le  problème 
de  M.  Gauss  :  ^<  Distribuer  sur  une  surface  donnée  une  masse  attractive 
ou  répulsive,  de  telle  sorte  que  le  potentiel  ait  <'n  chaque  point  de  la 
surface  luie  valeiu-  donnée.  ••  On  a  résolu  ce  problème  pour  différentes 
surfaces,  en  particulier  poiu-  l'ellipsoïde.  Or  la  solution  relative  à  une 
surface  quelconque  donne  la  solution  pour  toutes  les  surfaces  qui  se 
déduisent  de  celle-là  par  une  transformation  pour  laquelle  l'équa- 
tion (i)  ait  lieu.  Ayant,  en  effet,  l'équation 


// 


pour  la  première  surface,  on  aura  pour  la  seconde  surface  une  équa- 
tion du  même  genre,  en  remplaçant  par  leurs  nouvelles  valeurs  A  et  dw' . 
On  a 

Quant  à  d(ù',  j'observe  que  les  éléments  linéaires  correspondants  di  et  ds 

sont  liés  par  la  fornnde 

I  ds 

Donc  entre  deux  éléments  superficiels  correspondants  ^w,  ^a ,    on 


aura 


dtù  =  -7,      dfA  —  -r/, 
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par  suite , 

r  r  ).'  da.'  _  Q 

J  J  p~^  -  p' 

ce  qui  résout  le  problème  de  M.  Gauss  pour  la  surface  transformée. 

On  peut  voir  aussi  que  les  équations  désignées  par  (A),  (B),  (C^  dans 
mes  Lettres  à  M.  Blanchet[*l,  cl  qui  sont  d'un  si  grand  usage  dans  la 
plupart  des  questions  physico-mathématiques  concernant  rdlipsoide, 
ont  leurs  analogues,  qu'on  en  déduit  immédiatement  pour  les  surfaces 
transformées  de  l'ellipsoïde  [**]. 

On  peut  considérer  encore  l'équation 

rf'U  _  d'V        rf'U        d'V 

et  lui  faire  subir  la  tr.insfoi  iiiation  de  ^,  r/,  Ç  en  x,j,  z. 
A  cause  de  Téquation 


,  ds 


qui  peut  s'écrire 


on  trouve,  par  des  formules  connues,  que  la  quantité 
est  égale  à 


rf^U       d'V,       (l^ 
rfÇ^  "^  IhF'^  ~d^ 


,    \  dV>  ,1  rfU\ 

d . d .  —  — —  \ 

p'  ar  p'  dz     \ 

dr  '    "^  rfT"  /' 


[*]  ^oyez  le  tome  XI  de  ce  Journal . 

[**]  Parmi  ces  surfaces,  il  faut  distinguer  celle  que  donne  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  en  mettant  l'origine  au  rentre  Hiome  de  l'ellipsoïde.  On 
.sait  qu'elle  est  aussi  le  Heu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sur  les 
plans  tangents  à  un  autre  ellipsoule  dont  les  axes  ont  potir  valeurs  les  inverses  des  va- 
leurs des  axes  de  l'ellipsoidc  donné.  Une  propriété  analogue  a  lien  dans  le  plan  ,  pour 
la  lemniscate  par  exemple,  qui  peut  ainsi  être  engendrée  de  deux  manières  différentes 
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c'est-à-dire  à 

I     \dx'  dy  "^    dz>  )  '      \dx    dx         d)    dy   "^    dz  dij' 

OU  enfin  à 

1^    \      dx'  dy'  dz'      )' 

en  se  rappelant  que 

.1          .1          .1 
d'-        d'-        d'- 
p  p  p 

Par  là  on  voit  d'abord  que  l'équation 

rf'U       rfUJ       rf^  _ 
'd\^- ~^  IW  '^  dv  ~  " 

revient  à  celle-ci  : 

— +  — h   — =^  0 . 

dx'  dy'  dz'  ' 

ce  que  nous  savions  déjà.  On  voit  ensuite  que  l'équation 


</jU  _  rf'U        d-\}        d'V 
"dF   ~  df'    ~^   d^   '^    dV 


se  transforme  en 


d'V  __     ^/d'.p-'V         d'.p-'V         d'.p-  'V\ 
'dF~  P    \      dP  ^  dP  '  Th'       /' 


ou.  mieux  encore,  en 

d'  "- 


/'-'U  _  „4  (d'.p-'V        d'.p-'V        d.p-'V\ 
dt'  ^    \      dx'  dy  dz'       )' 

Réciproquement,  cette  dernière  équation ,  où  le  coefficient  p  varie  pro- 
portionnellement à  la  distance  du  point  [oc^j,  z)  à  un  point  Hxe,  se 


au  moyen  d'une  hyperbole  équlhitùre  ,  circonstance  dont  M.  Cliasles  a  tiiT  un  heuicux 
parti  dans  ses  recherches  sur  les  arcs  égaux  de  In  Icniniscate  [Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  toine  XXI ,  séance  du  2i  juillet  i845). 

Tome  Ml   —  Jhu.et  1847  3^ 
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raiiiei)e  à  ré(|uatioii 

IF  ~~  1v   "*"  "^  ~^  ^' 

(jiii  est  à  coefficients  constants,  résultat  qui  trouve  une  application 
utile  flans  la  théorie  du  son. 

On  peut  enfin  ajouter  que  les  équations  aux  différences  partielles 


et 


IdMY       /rfU\2       id\}\' 

i—\'  i—\'  i''^y  —  ^ 


sont  des  transformées  l'une  de  l'autre,  ce  qui  pourra  servir  dans  les 
questions  de  dynamique,  où  MM.  Ilamilton  et  Jacohi  ont  introduit  de 
telles  équations  aux  différences  partielles. 

On  me  pardonnera,  je  l'espère,  ces  développements  que  j'ai  cru 
pouvoir  donner,  à  la  suite  des  deux  Lettres  si  intéressantes  de  M.  Thom- 
son ,  sans  le  gêner  dans  ses  recherches.  Mon  but  sera  rempli ,  je  le 
répète,  s'ils  peuvent  aider  à  bien  faire  comprendre  la  haute  impor- 
tance du  travail  de  ce  jeune  géomètre,  et  si  M.  Thomson  lui-même 
veut  bien  y  voir  une  preuve  nouvelle  de  l'amitié  que  je  lui  porte  et  de 
l'estime  que  j'ai  pour  son  talent. 
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Sur  un  ihcoriiiic  de  M.  (lanss  concernant  le  pnulnit  ilcs 
deux  rayons  de  caiirhare  j)rincij)aux  en  chaque  point  d  une 
surface; 

Pau  J.   hou  ville 


i .  Dans  le  beau  Mémoire  intitulé  :  Disquisitiones  gerierales  eiicn  su- 
perficies curwis,  M.  Gauss  a  fait  voir  que  l'expression  du  |irocluit  HR' 
des  deux  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  quelconque  M 
d'une  surface  (produit  dont  la  valeur  inverse  donne  ce  qu'il  nomme 
la  mesure  de  courbure  en  ce  point)  dépend  uniquement  de  l'expression 
générale  de  l'élément  linéaire  ds  qui  joint  deux  points  infiniment  voi- 
sins quelconques  de  cette  surface.  Supposons,  en  effet,  les  trois  coor- 
données rectangles  x,j,  z  de  chaque  point  de  la  surface  exprimées  au 
moj'cn  de  deux  variables  indépendantes  u,  c;  et  soit 

ds''  =  dx"  -4-  dy  +  dz^  =  E<Y«*  -+-  lYdudv  h-  Gr/l'^ 

E,  F,  G  désignant  des  fonctions  de  a,  v.  M.  Gauss  détermine  le  pio- 
duit  RR'  au  moyen  des  trois  quantités  E,  F,  G  et  de  leurs  dérivées  du 
premier  et  du  second  ordre  par  rapport  -a  u,  v.  Pour  calculer  RR',  on 
n'a  donc  besoin  que  des  coefficients  K,  F,  G,  et  non  des  expressions 
de  X,  j",  s  en  «,  v;  de  sorte  que,  si  E,  F,  G  ont  les  mêmes  valeurs 
en  Uy  V  pour  deux  surfaces  différentes,  le  produit  RR'  sera  aussi  le 
même  pour  ces  deux  surfaces. 

Une  surface  étant  donnée,  traçons-y  deux  systèmes  de  lignes  dopt 
l'intersection  puisse  nous  servir  à  fixer  la  position  des  divers  points  M 
sur  la  surface,  et  prenons  pour  variables  u,  v  des  quantités  dépen- 
dantes de  ces  lignes,  dont  les  valeurs  restent  les  mêmes  pour  les  diffé- 
rentes surfaces  que  l'on  peut  déduire  de  la  proposée,  en  la  déformant, 
par  une  simple  flexion,  à  la  manière  des  surfaces  dévcloppables  qui 
se  déduisent  ainsi  du  plan.  Si  l'on  considère  luie  ligne  quelconque  sur 
la  surface  donnée,  et  la  ligne  correspondante  sur  une  autre  surlace 

37.. 
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(iiii  <n  dérive,  comme  nous  venons  de  Tindiqner,  il  est  clair  non-seu- 
lement que  les  éléments  des  deux  lij^^nes  seront  égaux"  chacun  à  cha- 
ctui,  mais  encore  qu'ils  auront  tous  deux  la  même  valeur  eu  «,  f . 
fournie  par  la  formule  unique 

ds'  =  Erlu-  +  -il'Jwh  +  Gdv^ 

Il  va,  du  reste,  on  le  conçoit,  une  infinité  de  systèmes  de  variables 
ri,  V  pour  lesquels  l'expression  de  ds'-  reste  ainsi  constante  d'une  de 
nos  surfaces  à  l'autre.  Par  exemple,  u  et  c  pourront  être  les  plus 
courtes  distances,  mesurées  sur  la  surface  donnée  par  des  lignes  géo- 
désiques,  du  point  M  à  deux  points  fixes  A,  B;  ces  distances  géodé- 
siques  ne  changeront  pas  tians  les  transformations  éprouvées  par  la 
surface,  et  le  point  M  résultera  toujours  de  l'intersection  de  deux 
courbes  tracées  par  les  extrémités  mobiles  de  deux  fils  de  longueurs 
constantes  ayant  A  et  B  respectivement  pour  extrémités  fixes  et  tendus 
sur  la  surface.  On  pourrait  aussi  ne  considérer  qu'un  seul  point  fixe  eî 
prendre  pour  les  variables  u  et  v  la  longueur  de  l'arc  géodésique  AM  el 
l'angle  qu'il  fait  avec  un  autre  arc  géodésique  fixe  AB.  L'expression  de  ds 
sera,  suivant  les  cas,  plus  ou  moins  simple.  Il  est  aisé  de  voir  que  l'on 
aura  F  ^  o  si  /<  et  v  sont  les  paramètres  de  deux  systèmes  de  lignes 
orthogonales  entre  elles,  de  sorte  que  la  valeur  de  ds^  se  réduit  alors  ;i 

ds^=  Edu'  -h  (idv\ 

Nous  verrons  même  qu'on  peut  arriver  à  avoir,  pour  une  surface 
quelconque,  E  =  G,  ou  E=i.  Mais, -quel  que  soit  le  système  de 
coordonnées  ainsi  adopté ,  l'identité  d'expression  des  éléments  linéaires 
correspondants  ds  suffit  à  M.  Gauss  pour  en  conclure  que  le  pro- 
duit RR'  sera  aussi  constant  aux  divers  points  correspondants  de  toutes 
nos  surfaces. 

2.  .)'ai  dit  qu'eu  choisissant  convenablement  les  variables  u,  t-,  on 
peut  supposer  ie  coefficient  E  réduit  à  zéro  et  les  deux  autres  coefficients 
égaux  entre  eux.  En  écrivant  a,  /3  au  lieu  de  u,  v,  et  désignant  par  / 
la  valeur  comnuuie  des  deux  coefficients ,  on  a  ainsi  la  formule 

ds^=l{drj^  +  d[i^), 

qui  esc  beaucoup  plus  simple,  et  dont  l'emploi  permet  d'arriver  assez 
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facilement  au  beau  théorème  concernant  le  produit  UH',  (|nc  M.  (iauss 
a  déduit  de  calculs  très-pénibles.  Pour  effectuer  la  réduction  rlout  mms 
parlons,  il  faudrait,  il  est  vrai,  savoir  intégrer  une  certaine  étpiation 
difléivutielie  du  premier  ordre,  ou,  si  l'on  veut,  trouver  le  facteur  ;i 
laide  tbupiel  on  rend  son  premier  mendjre  une  dilférentielle  exacte. 
Mais,  pour  le  but  (pu^  nous  nous  proposons  ici ,  ou  a  besoin  seulement 
d'être  assuré  que  la  valeur  de  ds^  est  susceptible  de  la  forme  indi- 
(piée;  il  n'est  |)as  nécessaire  d'avoir  effectué  le  calcul  (pii  doit  \'\ 
ramenei'. 

Rappelons  d'abord  en  |)eu  de  mots  comment  on   prouve  qu'il  rsl 
toujours  permis  de  supposer    ■ 

Le  second  membre  de  l'équation 

(fs-  =  Edu'^  -f-  lYdiidv  -i-  (',(h-, 

qui  est  du  second  degré  par  rapport  aux  différentielles  (^//i,  d\>,  et  (pu, 
par  sa  uatiue  même,  doit  rester  >  o  tant  cjue  l'on  n'a  pas  à  la  fois 
du  :=  oeX  dv  =  o,  est  le  produit  des  deux  expressions  esssentiellement 
imaginaires 

du  s/Ë  +  -^  (F  +  vlG -~F*  V -^  ) 


et 


du\/E  -h^  (F  -  vEG  -F*  V-  I  )• 
y/E 


Soit  |JL  4-  V  V  —  •  le  facteur  à  l'aide  duquel  la  première  de  ces  expres- 
sions devient  vuie  différentielle  exacte  (on  aurait  aisément  ce  facteur  si 
l'on  savait  intégrer  l'équation  différentielle  qu'on  obtient  en  égalant 
l'expression  citée  à  zéro),  et  désignons  par  <5^(a  -(-  j3  y  —  i  )  la  différen- 
tielle résultant  de  la  multiplication  par  ce  facteur;  la  seconde  expres- 
sion, midtipliée  par  (j.  —  v  \  —  i  ,  donnera  de  même  la  différentielle 
d{a  —  (î  \  —  f  ).  On  aura  donc,  en  multipliant  les  deux  différentielles, 

(,/i.-  -t-  v'^)ds-  —  da'-  +  r/j3% 
d'où 

ds^  ^  lida'  +  f/p='), 
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en  taisant,  pour  abréger, 

Les  deux  variables  a,  fi  constituent  un  genre  remarquable  de  coor- 
données sur  la  surface.  Le  rectangle  dadfi  manquant  dans  l'expression 
r/,«"'  =  X  (<Va"  +  fffi'),  les  équations 

a  ^=  constante,     |3  =  constante 

représentent  deux  familles  de  courbes  qui  se  coupent  à  angle  droit  |  *  J , 
et  chaque  point  JM  de  la  surface  est  déterminé  par  la  rencontre  de  deux 
de  ces  courbes.  On  sait  aussi  que  les  éléments  ds",  ds'  de  ces  deux 


(*]  II  suffit  qu<;  le  rectangle  rfarfp  manque  dans  l'expression  ds"-  =  ).(</a'+  rfp), 
pour  que  les  courbes  déterminées  sur  la  surface  par  les  paramétres  a,  p  se  coupent  à 
angle  droit.  Mais  régalitc  des  coefficients  de  </a'  et  il^-  donne  à  ces  deux  systèmes  de 
courbes  orthogonales  conjuguées  un  caractère  tout  particulier.  En  supposant  les  diffé- 
rentielles dx ,  dp  constantes  ,  on  prouve  aisément  qu'ils  divisent  la  surface  en  rectangles 
semblables,  et  même  en  carrés  si  da=zdp.  Cette  propriété  les  distingue  de  tous  les 
autres.  Je  confonds  avec  eux,  bien  entendu,  ceux  qu'on  en  déduirait  en  remplaçant  a 
par  une  fonction  de  a ,  et  p  par  une  fonction  de  p,  car  les  lignes  (a),  (  p)  resteraient  les 
mêmes . 

Au  reste,  comme  il  y  a  une  infinité  de  facteurs  qui  rendent  le  premier  membre  d'une 
équation  une  différentielle  exacte,  il  y  a  aussi  une  infinité  de  systèmes  de  variables  a,  p  qui 
donnent  ds-  =i  ).  (f/a'  ■+■  f/p').  En  effet ,  au  lieu  du  facteur  ^L-^-v  y/ —  i  qui  |)roduit  la 
différentielle  rf(a4-p  v' — i  ),  on  peut  employer  le  facteur  et  (a  -+-  p  y—  '  '  (f^-*-"  v' — '  '• 
(pii  produira  la  différentielle 

n  (a  -h  p  s/^  )  d(y.  -~  p  \,l~)  =  dn{<x-hp  \/^). 
En  d'autres  termes ,  si  l'on  pose 

a'+  p'  v/^  =  n(a  -+-  p  v/— >  ), 

en  prenant  pour  ot'  la  partie  réelle ,  et  pour  p'  le  coefficient  de  y/ — i  dans  le  second 
membre,  on  aura  encore  r/.ï-  =  >.'(rfa''-(-  dp''),  ce  qu'on  peut  aisément  vérifier.  La 
formule 

a ' -4_  P' yCrr  =  n  (a  d=  P  v/^) 
fournit,  au  surplus,  la  solution  la  plus  générale  du  problème  proposé.  On  peut  le  dé- 
montrer comme  il  suit.  Pour  que  les  deux  systèmes  (a ,  p),  (a',  p')  donnent 

ds  ■'  =  1.  (da  -■  4-  dp  ')  =  ),'  [dy.  "  +  ^8  ") , 
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courbes  (a) ,  (  P)  sont  exprimés  par 

ds"  ^  \lî.<l[-i,     ils'  ^  sjl.da. 

3.    Alaintoiiaiit   je   vais  démontrer    le   théorème  de   M.    (lanss,   en 
prouvant  qu'on  a 

I_   _    _     I     /</MogX         r/'logA\ 

RR'  ~   ■""  al  \~ri^~  "*"    7p~j  ' 
il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  à  la  fois 

et 

71  Ti^  '^TIITîp  ~°' 
La  seconde  équation  exige  que  l'on  ait 

dp'  ,  do,.'  _  _ih/  _  d^  _ 

d^'  d^ ~     lip  '  dp  "'"' 

d'où 

dp'  _      rfa'         ^  _  _  i  ^' 

et  la  première  équation  donne  ensuite 

(de.' y       J'i-^'V'      - 
[dp)="'[d^)' 


rfa'__      rfa' d^ 

dp    —-+-"'  do,    ~-^  dy.' 


ce  (jui ,  à  cause  de  l'équation 

Ja'rfa'         dp' dW 

—  —  H —  -!-  =  o, 

da.    dp         dx  dp  ' 

fournit  encore 

dp'  _  _4_  ^' 

rfp"  da' 

Il  est  aisé  d'en  conclure 

^(^'  +  ^'^/zr7)  _  _^   __  djy  +  P')/^) 

dp  —  V      '  ^^  1 

et ,  par  conséquent , 

a  '  +  P'  V^^  =  n  (a  ±  p  v/^  )  , 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 


•29()  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

les  signes  des  rayons  R,  R'  étant  pris  comme  dans  la  formule  ordi- 


îiaire 

I  rt- 


RR'       (i-t-/^-T-'7'j-' 

où  p.  (j,  r,  s,  l  sont  les  dérivées  dn  premier  et  du  second  ordre  de 
l'ordonnée  z  exprimée  en  jc  et  j",  savoir  : 

dz  dz  _  d'z  d'z  rf  '  z 

'  dx        '         dy  dx  ■  dxdy  dy  '' 

Donnons  aux  axes  des  oc,  y,  z  une  posilion  particidiere.  Mettons 
l'origine  des  coordoiniées  au  point  M  de  la  surface ,  et  faisons  coïncider 
l'axe  des  z  avec  la  normale  en  ]M  ,  et  les  axes  des  x  et  desj'  avec  les  tan- 
gentes aux  deux  lignes  (j3) ,  (a  qui  passent  par  ce  point  M.  En  augmen- 
tant ou  en  diminuant  chaque  quantité  a,  |5  d'une  constante ,  on  pourra 
faire  en  sorte  que  a  et  [r,  soient  nulles  au  point  M  :  c'est  ce  que  nous 
admettrons  désormais.  D'ajirès  la  position  particulière  de  nos  axes, 
quand  on  fera  a  =  o  ,  ,5  =  o ,  on  pourra  confondre  dx  avec  ds',  dj 
avec  ds" . 

Les  valeurs  générales  de  dx  et  dy  étant  représentées  par 

dx  =  kdy.  +  IdÇi, ,     dj  =  nidu  -\-  nd[-j , 

développons  les  coefficients  A,  /,  m,  n  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes des  quantités  a,  /î  tpii  sont  très-petites  dans  les  environs  du 
point  M ,  en  concevant  toutefois  les  séries  complétées  par  des  restes ,  et 
bornées  ainsi  à  un  nombre  limité  de  tefnies,  pour  n'avoir  pas  à  nous 
occuper  de  leur  convergence.  Posons,  par  exemple, 

A  =  ko  -f-  A:,  +  /i2  -4-..., 

A„  étant  une  constante,  A,  un  polynôme  homogène  en  a,  /5,  du  premier 
degré,  A 2  un  polynôme  homogène  du  second  degré,  etc.  En  adoptant 
une  notation  semblable  pour  tous  les  coefficients,  on  aura 

dx  =  (A'o  -+-  A,  +  Ao  -\-...)da  -h  [lo  -+-/,  4-  4  -+-...)  d[i, 
dj  =  [nio  -f-  m,  -{-  m^ -Jr- . . .)  da -^  («o  -i-  "i  -f-  n^  -\-...)dp. 

Pour  a  r=  o.  j5  =  o,  ces  valeurs  deviennent 

dx  =:  k^,d7.  ■+-  lo'fp-     'Ij  =  m^da  -+-  Hgdfi. 
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Mais  alors  011  duil  avoir  r/.r  =  ds'^  dj  =  fis".  Or  fis'  tu-  contient  pas 
dft,  et  fis"  ne  contient  pas  th.;  donc  /„  =  o,  ///,,  =  o,  ce  qui  ré<luit  l<s 
valeurs  générales  de  fljcet  flj  à 

c/x  =  (Ao  -<-  A-,  +  A.j  4-...)^/5:  4-  (/,  -f-  lr,-^...)flfi, 

djr  =  (m,  +  ma  -f-...)  «Ya  -t-  («u  +  «)  +  "2  H-...)^^. 

De  plus,  les  conditions  d'intégrabilité  des  seconds  membres  donnent, 
par  la  comparaison  des  parties  homogènes , 


rfX,  _  dl, 

rfX,        dl, 

rfp  ~  Th.] 

Ip    ~  Ta''"' 

dm,         dn, 

dp    ~~   da 

dm^i        dn, 
'        dp    ~  d,.  ' 

Enfin,  puisqu'on  doit  avoir  z: 

=  0  et  ^z  =r  0  au  point  M,  on 

pour 

écrire 

Z  = 1- 

2 

'          2 

les  termes  qui  viennent  après  les  trois  premiers  étant  d'un  ordre  supé- 
rieur au  second.  De  là 

flz  =  (aa  -+-  b^  -h...)dc/.  -h  {bec  4-  c,3  +...)  r/j3, 

les  termes  à  ajouter  entre  les  parenthèses  étant  au  moins  du  second 
ordre. 

D'après  les  valeurs  précédentes  de  cLr  et  flj,  on  a.  x=  A„  v. ,  )'=  ri„[j, 
aux  termes  près  du  second  ordre  en  a,  jS,  et,  par  conséquent,  x^^^kl  y.', 
xj  =^  /c„7ioa^,  j^=nlfi'^,  aux  termes  près  du  troisième  ordre.  Il 
s'ensuit  qu'en  négligeant  les  puissances  de  a:  et  j-  supérieures  h  la 
seconde,  on  a 

ax-         bxy        cy' 

2/!  /■„«„  2/J,' 


.le  sorte  qu'au  point  M ,  l'expression  de  RIV  est  fournie  par 


RR'     n"i 

Maintenant  j'observe  que  la  valeur  de  ds'  doit  être  de  la  torme 
ds-  =  dx^  +  dj^-^  dz'  =  X(r/a^  -^-  d^'). 

Tome  Xll.  -  Juillet  1847.  38 
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Donc 

X  =  (^„  -t-  k,  +  /.-^  +...)^  4-  {in,  -Jr  m^-{-...Y  +  {an.  4-  h^  +•...? 
=  (/i  +  ^2  +...)-  +  (w„  +  n,  -+-  n^  +...'/  +  (/^a  +  c/3  -(-...)% 
et 

"=  (Ao-t-/f,-t- A-.j4-... '1(7,4-/2+...)  +  ('«)+  //ia-(-...)(//o4-/i,4-«24-...) 

4-  (fla  4-  h^  4-...)  (èa  4-  c/5  4-...). 

En  développant  cette  dernière  équation  ponr-  égaler  séparément  it  zéro 
les  termes  homogènes,  on  a 

^'0/.  4-  n„m^  =  0, 

^d/j  4-  /»,  /,  4-  //o'"2  -+-  '"(  '^  -t-  ('^'t  4-  h^j]  [ho.  4-  f/3)  =  o  ,      etc. 

f>a  comparaison   des   deux   valeurs   de  X  entre  elles  donne  d'autres 
résultats.  On  trouve  d'abord 

Itî  =  ni,     d'oii     //„  =  -T.  A„. 

Il  est  d'ailleiu's  évident  ([u'on  peut  toujours  prendre  le  signe  supérieur, 
sauf  à  changer,  s'il  le  faut,  a  en  —  a;  nous  ferons  donc 

Ou  trouve  ensuite 

2/i„/t,  =  o-Ti^n,  ,     d'où      //,  =  /i,  ; 
et 

A-J  4-  ikj:,  4-  ml  4-  V/a  4-  h^f  =  /J  4-  «?  4-  mo/h  +  {h^L  -+-  cff. 

.Mais  cette  dernière  équation  et  les  deux  premières  qu'on  avait  obtenue» 
peuvent  être  simplifiées.  A  cause  de  n^  =  A„,  l'équation 

kol,  4-  tigm,  =  o 
devient ,  en  effet , 

m,  =  —  /,  ; 

les  deux  autres  se  réduisent  ensuite  à 

A"o  I2  -+-  /'»  l'h  4-  [Cirx  -(-  è]3  )  {f)a  4-  6-/5  /  =  o, 
■>.ko  Aj  4-  {ace  4-  /;/3?  =  2  A-,,//.^  4-  {ha.  4-  cj3)*. 


PUHIS  HT  APl'IJQUIŒS. 
Nous  avons  besoin  «iicorc  des  valeurs  de 


'^99 


A, 


i/l        (fi.        tin.        d'I 

di'    rf^'    7/7^'     rfp"'' 


au  point  M,  c'est-à-dire  pour  a  =  o,  /5  =  o.  I"n  les  dZ-diiisanl  de   la 
loiinule 

>.  =  (A-o  +  k,  -(-  /.-^  -\-...Y  -f-  (/,  -H  /.,  -(-...)"  +  («a  +  A/5  -*-...)', 
on  trouve  aisément ,  pour  les  valeurs  citées  a  :=  o,  /3  =  o  : 

On  en  conclut  sans  peine  l'expression  de  la  ((uantité 

qui  figure  dans  la  lormule  que  nous  voulons  démontrer.  Vax  observant 
que,  par  ce  qui  précède, 


dm^ 
d^ 


dl^ 


cette  expression  devient 


I    /,    rf'X-, 


dki         dm^  dn,         dk, 

'dp'       df  ~    da    ~  ~di 


d-k. 


Mais  l'équation 

■>.k„k^  +  (aa.  ■+-  b^Y  ^=  ik^  «j  -{-   ba  -\-  6'jS)*, 
différentiée  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  a,  donne 


dH-, 


^o-T-f  -  ^0 


rfa 


d'n 
da' 


h'- 


a' 


D'un  autre  côté,  on  a 


f//,         ,,     .        d'-k-,  du, 

—  .       d  ou       -T—  =r   — —  ; 
dot.  dp  ■  dadp 


38.. 
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t't  l'i-quation 

kj^  4-  k„in.,  +  {av.  +  */3)  (6a  +  c/3)  =  o, 

ilifïï'rentiée  par  rapport  à  a,  puis  par  rapporta  ,S ,  donne 
Donc 


V.u  substituant  ces  valeurs  de 


vient  enfin 


log>  f/'log)i\    6' — ÛC 


Mais 


Donc 


I  ac  —  i  ' 


RR'  kln 


«"0 


1      I    /rf' log>.  f/=log> 


=log>\ 


RR'  2X  \    rfa»  ^/p' 

comme  nous  l'avions  annoncé.  T,es  valeurs  de  X  et  des  dérivées  de  ). 
sont  relatives  au  point  M;  mais  on  peut  d'ailleurs  se  débarrasser  de  la 
condition  que  aet  /3  soient  nulles,  en  rétablissant  ou  supprimant  les 
constantes  dont  on  avait  diminué  ou  augmenté  d'abord  ces  variables 
pouren  mettre  l'origine  au  pointM.  Cela  ne  changera  rien  à  la  formule, 
qui  est,  par  conséquent,  tout  à  fait  générale  [*]. 

Quand  une  surface  est  applicable  sur  une  autre  surface,  l'élément 


[*1  Peut-('tie  aiirait-on  rendu  l'analyse  précédente  un  peu  plus  simple  en  dévelop- 
pant d'abord  .r  et  y  suivant  les  groupes  homogènes  des  divers  ordres  en  a ,  p ,  pour  en 
déduire  ensuite  dx  et  tly,  tandis  que  nous  avons  pris  pour  point  de  départ  les  valeurs  de 
ces  différentielles  mises  sous  la  forme  d.r  =  lnl-x  ■+■  Idp ,  dy  =  nidy.  -H  nd^ ,  puis  déve- 
loppé t, ,  t,  m ,  n .  Les  conditions  d'intégrabilité  des  seconds  membres  ,  que  nous  avons 
dû  introduire,  auraient  été  alors  satisfaites  d'elies-mémos  C'est  au  lecteur  à  choisir 
celui  des  deux  procédés  qui  lui  paraîtra  le  plus  facile  ;  la  marche  générale  des  calculs  est 
d'ailleurs  la  même  dans  les  deux  cas. 
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linéaire  ds  peut  s'exprimer  par  nos  variables  a,  ^i  de  la  nuinc;  ma- 
nière pour  les  deux  surfaces;  la  valeur  de  X  élaiit  identique  de  |)arl 
et  d'autre,  le  produit  Rl{'  devra  doiu:  être  aussi  le  même,  ce  (pi'il  fallait 
démontrer. 

4.  Si,  par  exemple,  inie  surface  est  apjdicalde  sui  ini  plan,  auquel 
cas  elle  rentre  dans  la  classe  des  surfaces  (pi'on  nomme  (l('-vilni)f)nlilc.'>, 
il  faudra  qu'on  ait   pour  cette  surface,  comme  pour  le  plan. 

C'est  de  là  ipie  M.  Gauss  tit^e  l'équation  aux  différences  partielles 
connues 

r/-.»  =  o,      ou     —  __(^-^j   =o, 

(jui  a  lieu  pour  ce  genre  de  surfaces.  Mais  j'ajoute  que,  réciproque- 
ment, si  l'on  a 

/•<  —  ,ç  ^  =  o , 

la  surface  sera  développable  ou  applicable  sur  un  plan. 
Il  s'ensuivra,  en  effet, 

et ,  par  suite, 

d'où 


log  X  =  9  (a  +  j3  V  —  I  )  -h  '\>{a.  —  ^\—  i) 

=  CD  (a  -  p  v^:7)  +  ^z  (a  -h  /S  v''^^) , 

en  désignant  par  des  lettres  majuscules  ce  que  deviennent  les  fonc- 
tions (p  et  ^  lorsqu'on  y  change  le  signe  de  V—  '  • 
En  posant  donc 

9  (a  +  /3  V^^)  -hW{a+  fi  V^  )  =  2_/(a  +  |S  y -^) ,       , 
<J^  («  -  i3  V -1)  +  *  (a  -  p  V-1)  =  2F(a  -  ^  y- î^)- 
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on  aura    ,  ,   I   ,    -  \     .  1       . 

log  >  =/(a  + /3  V  -  >  )  +  F  (a  - /î  V  =n^) , 

expiTssioîi  dans  laquelle  les  deux  fonctions  se  changent    l'une  dans 
l'autre  lorsqu'on  eliange  le  signe  de  y—  i. 
Ayant  ainsi 

X  =  e/(=<-*-'->'^).er(''-/2\/^),  ,     , 

lais<jns 

j  e./ 1« -1-  fi^~<)  d  (a  +  /3  y' —H' )  =  x  -f-  y  \-^i  , 
^      ,_        /ei'H'''-/5v^-^)  (-/(a  — ps'"^)  =  X  —  Y  \/^^, 

et  il  MOUS  viendra 

l  {ârj?  +  d^?)  =  d%^  +  ^yS 

quantité  qui  peut  se  construire  sur  un  plan  par  des  coordonnées  rec- 
tangulaires X ,  Y  ;  d'où  l'on  conclut  que  la  surface  est  réellement 
applicable  sur  ce  ])lan  ,  les  divers  éléments  ds  venant  se  placer  chacun 
A  chacun  siu-  leurs  correspondants. 

5.  Si  l'on  \oidait  retrouver  cette  autre  propriété  des  surfaces  dé- 
veloppables  d'être  engendrées  par  un  plan  mobile  dont  l'équation 
contient  un  seul  paramètre  variable,  il  faudrait  intégrer  l'équation 

rt  —  i^  =  o. 

Mise  sous  la  forme  ^ 

(Ix  fly         dy  dx  ' 

cette  équation  donne 

dtj       tlp  ilij   _   dp 

dx  '   dx  dy  '  dy  ' 

d'où 

•         dq  =  tjuip  , 

et ,  par  conséquent , 

^  =  f(^j,     dii^V{p)dp. 
Maintenant  posons 

pX  -Jr  CjJ  —   Z  =^   Ç -,  ,  , 


pijiU'S  i:r  Ai'i'i.igiiÉiis.  .^o^ 

nous  ;iur()iis,  en  diflérentiant, 

i/<^  =  xdj)  +  j<l<i  =  [x  ■\-  y  V  (  i)\\  dp, 

et  nous  en  conclurons  (|uc  t'  -h  y^'  [p)  <'t  ?  sont  des  fonctions  de  />. 
Soil  ,  d'après  cela  , 

■<;  =  ^{P),    x+ji'{p)^.f'{p). 

Ij'inlégrale  demandée  résultera  de  l'élimination  de  /;  entre  les  deux 
équations 

z  =  p.v  +  jï  ip)-^  {p), 

o=    x'-hji'{p)-:('(p).  '  .  ' 

Ces  équations  appartiennent  toutes  deux  à  des  plans,  quand  un  re- 
garde p  comme  un  paramètre;  et  cela  indique  déjà  que  la  surlace  est 
formée  par  des  lignes  droites.  Mais,  de  plus,  la  seconde  équation  est 
la  dérivée  de  la  première  par  rapport  à  p  :  donc  la  surface  est  l'enve- 
loppe du  plan  mobile  représenté  par  la  première  équation. 

(V  On  pourrait  encore  obtenir  une  expression  sinqîle  du  produit  Kli' 
et  démontrer,  sans  de  trop  longs  calculs,  le  théorème  de  M.  Gauss,  en 
employant  de  nouvelles  variables  dont  je  vais  dire  un  mot. 

La  formule  générale 

(Is^  =  Ef/n^  -+-  îVdudv  +  Culv- 

se  réduit  à 

ds-=^  Edu'  -h  Gdv\ 

cpiand  les  équations  u  =:  constante,  v  =:  constante  sont  celles  de  deux 
groupes  de  lignes  se  coupant  à  angle  droit.  Supposons,  de  plus,  que 
la  seconde  équation ,  v  ^=  constante,  représente  toujours  des  lignes 
géodésiques,  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  dans  le  second  des  deux 
systèmes  particuliers  de  coordonnées  que  nous  avons  cités  au  n"  1 .  et . 
par  conséquent,  est  applicable  à  une  surface  quelconque.  Je  dis 
qu'alors  le  coefficient  E  est  une  simple  fonction  de  m,  en  sorte  qu'on 
peut  remplacer  J  du  y  E  par  une  simple  lettre  u  et  écrire 

ds^-  =  du'  +  Gdv''. 

En  effet,  les  lignes  géodésiques  sont  celles  que  parcourt  un   mobde 
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assujetti  à  rester  sur  la  surface  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force 
accélératrice.  Il  faut  donc  que  les  équations 

dv'- 
'     dt         I  dE  (du\  2        I  dG  /dv\  2 


i_  dE  /du\ 
2  du  \de  ) 

fdiiy       I  dG  fdiA 
\dt)   "^  2  rf7  \dt) 


dt  2  du    \dt  I  2  du   \dt 

'^'     dt  I  f/E  iduY        I  dG  /rf('\» 


dt  1  dv 

dY 

soient  satisfaites  par  v  =  constante.  Or  cela  donne  y^  =  o,  et,  par 

conséquent,  E  =  Jonction  de  u,  puisque  la  valeur  constante  de  t»  peut 
d'ailleurs  être  quelconque.  On  remarquera  en  passant,  que  si  l'équa- 
tion IL  =  constante  représentait  aussi  des  lignes  géodésiques,  on  pour- 
rait prendre  de  même  G  =  i  ;  l'expression  de^^-  se  réduirait  donc  à 

ds"^  =  du"^  -)-  dv"^., 

ce  qui  ne  peut  arriver  que  pour  une  surface  développable.  C'est  donc 
un  caractère  spécial  de  ces  surfaces  que  deux  groupes  rectangulaires 
de  lignes  puissent  y  être  a  la  fois  géodésiques. 
Au  contraire,  l'équation 

ds""  =  du"-  -f-  Ç.dv- 


peut  être  admise  pour  une  surface  quelconque,  et,  eu  l'employant, 
on  trouve 

RR'~4G  ['//«/  'd^'\~       {G     du' 


Cette  dernière  formule  (dont  M.  Gauss  s'est  beaucoup  servi  dans  son 
Mémoire)  est  élégante  et  commode.  Mais  c'est  assez  d'avoir  développé 
ici  le  calcul  de  la  formule  du  n"  5,  qui  a  aussi  ses  avantages,  et  dont 
M.  Gauss  n'a  point  parlé.  Voyez,  au  surplus,  dans  le  Mémoire  de 
M.  Gauss,  la  démonstration  de  la  fornude  générale  applicable  à  un 
système  quelconque  de  variables. 
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NOTE 

iSi/r    kl    contirmitc    considcrcc    dans    ses    rapports    avec    Ui 
convergence  des  séries  de   Taylor  et  de   Maclaiinn  : 

Pau  m.  Ernest  LAMARLE, 

Ingcnieur  des  PonU  et  riiausséi'S,  Pro'i'sseiir  ;i  PCnivenite  di'.  Gund. 


En  publiant  la  Note  insérée  dans  ce  Journal  (tome  XI ,  paees  i  x<r\  et 
suivantes^,  j'ai  eu  pour  objet  de  préciser  les  caractères  distinctils  que 
toute  fonction  présente  selon  qu'elle  est  ou  qu'elle  n'est  pas  dévelop- 
pable  en  série  convergente,  d'après  un  des  types  réductibles  aux  for- 
mules de  Taylor  ou  de  Maclaurin.  M.  Aug.  Cauchy  ayant  liémontré 
antérieurement  que  la  série  de  Maclaurin  est  convergente  .  tant  que  le 
module  de  la  variable  reste  moindre  que  la  plus  petite  des  valeurs 
pour  lesquelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d'être  continue,  j'avais 
remarqué  que  les  termes  de  cette  proposition,  souvent  mal  comprise, 
se  prêtaient  à  de  fausses  interprétations.  Pour  |)lus  de  rigueiu-  et  de 
clarté,  il  me  parut  utile  d'établir  nettement  que  la  condition  de  con- 
tinuité pouvait  toujours  être  omise  en  ce  qui  concerne  la  dérivée,  et 
qu'elle  était ,  d'ailleurs,  insuffisante,  à  moins  qu'elle  n'impliquât  une 
certaine  périodicité  de  la  fon.ction. 

Selon  moi,  la  continuité  proprement  dite  peut  subsister  imiépen- 
dammentde  toute  périodicité,  et  il  y  a  avantage  à  ne  point  confondre 
ces  deux  caractères.  Cela  posé,  j'ai  cru  devoir  énoncer,  connue  il  suit. 
le  théorème  en  question  : 

«  Toute  fonction  est  développable  en  série  convergente,  .suivant 
»  la  formule  de  Maclaïu-in,  tant  que  le  module  de  la  variable  reste 
»   moindre  que  la  plus  petite  des  valeurs  pour  lesquelles  la  fonction 

Tome  XII.  -  AOUT  1847.  ^9 
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»   cesse  d'être  conlinue,  ou  de  prendre  même  valeur  aux  deux  limites 
>•   9  =  o,  5  =  27r.  Hors  de  là ,  la  série  devient  divergente.   » 

Dans  une  Note,  que  renferme  le  volume  déjà  cité  (pages  3i3  et  sui- 
vantes), M.  Cauchy  conteste  la  dernière  partie  de  l'énoncé  que  je 
viens  de  reproduire.  H  rappelle,  en  outre,  que,  dès  i8'i45  '^  ^  fourni 
lui-même  des  explications  catégoriques  sur  le  sens  et  les  restrictions 
que  comporte  l'énoncé  qui  lui  appartient.  Ces  explications,  je  me 
hâte  de  le  dire,  m'avaient  échappé  jusqu'ici.  Conformes,  en  partie,  à 
mes  propres  reuiarques,  elles  ont  sur  elles  l'avantage  de  la  priorité. 
Toutefois,  je  ne  puis  les  admettre  sans  réserve,  pas  plus  que  l'exemple 
choisi  par  l'illustre  géomètre  pour  démontrer  l'inexactitude  de  l'énoncé 
rappelé  ci-dessus.  Les  points  sur  lesquels  nous  restons  divergents, 
n'étant  dépourvus  à  mes  jeux  ni  d'intérêt  ni  d'importance,  il  convient 
que  je  cherche  à  les  élucider  par  de  nouveaux  développements. 

Tel  est  l'ohjet  de  la  présente  Note. 

§  I" 
Théorie  de  la  continuité. 

Considérant  les  caractères  distinctifs  que  doit  offrir  une  (onction 
pour  être  développable  en  série  convergente  suivant  la  formule  de  Ma- 
claurin,  j'ai  dit,  relativement  à  la  condition  de  continuité,  qu'elle  était 
insuffisr^nte  à  moins  qu'elle  n'impliquât  une  certaine  j)ériodicité  de  la 
fonction. 

M.  Cauchy  fait  observer  que  si  j'avais  eu  sous  les  yeux  le  Mémoire 
qu'il  a  publié  sur  les  fonctions  continues,  et  que  j'eusse  rapproché  cer- 
tain passage  de  ce  Mémoire  des  principes  exposés  dans  son  Analjs,e. 
nlgf'hritjue,  je  me  serais  certainement  borné  à  dire  que,  dans  le  théo- 
rème en  question,  la  condition  de  continuité  est  la  seide  qu'on  doive 
mentirmner,  vu  que  cette  condition  implique  ime  certaine  périodicité 
de  la  fonction. 

H  est  incontestable  qu'en  définissant,  ainsi  qu'il  l'a  fait  dans  le  pas- 
sage qu'il  cite,  ce  qu'il  entend  par  fonction  continue,  M.  Cauchy  a 
voulu  comprendre  la  condition  d'une  certaine  périodicité  au  nombre 
de  celles  que  toute  fonction  doit  remplir  pour  être  développable  en 
série  convergente  suivant  la  formule  de  Maclaurin.   Quant  aux  prin- 
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cipes  exposés  par  l'auteur  dans  son  y4naljsc  al^ébi  ique,  je  ne  pense  j»iis 
qu'ils  soient  généralement  interprétés  clans  le  sens  qu'il  leur  attribua. 
C'est,  du  moins,  ce  que  j'ai  cru  remarquer  on  lisant  plusieurs  passages 
de  divers  écrits,  et  notamment  ce  |)aragraj)lie  que  j'extrais  textuel- 
lement des  Leçons  de  Calcul  diJjeretUiel  et  intc^rnl,  publiées  par 
M.  l'abbé  Moigno  (tome  11 ,  pages  327  et  39.8)  : 

«  //  est  enfin  une  autre  formule  très-générale  drinontrée  aussi  pai 
«  M.  Cauchy,  et  c/uil  importe  de  rappeler  en  finissant.  Désignons  par  z 
»  une  variable  imaginaire  dont  r  soit  le  module  et  t  l'argument,  par  ¥z 
»  une  fonction  ijui  reste  finie  et  continue  ainsi  que  sa  dérivée  F'  (  z  ) , 
»  pour  tonte  valeur  du  module  R,  inférieure  à  une  certaine  limite 
»  donnée  R.  Supposons,  de  plus,  que,  r  restant  constant,  la  fine - 
»  tion  F  (r)  soit  une  fonction  périodique  qui  reprenne  pour  t  ^=  a  -)-  j"  , 
»   la  valeur  qu'elle  avait  pour  t  ^  a.   » 

Sans  insister  sur  ce  point,  voyons  comment  M.  Cauchy  procède  poui 
établir  directement  que  toute  fonction  d'une  variable  imaginaire  ne 
peut  être  continue,  sans  être  en  même  temps  périodique. 

La  variable  étant  d'abord  réelle,  M.  Caucliy  donne  la  définition 
suivante  [*]  : 

«  Supposons  que,  dans  la  fonction^ (,t),  on  fasse  varier  .x  par  de- 
»  grés  insensibles  en  attribuant  à  cette  variable  une  série  de  valeurs 
»  infiniment  rapprochées  les  unes  des  autres.  La  fonction  y  (.r)  lestera 
"  continue  pour  toutes  ces  valeurs  de  jc  ,  si  pour  chacune  d'elles  elle 
»  acquiert  constamment  une  valeur  unique  et  finie,  et  si  d'ailleurs  un 
>'  accroissement  infiniment  petit ,  attribué  à  l'une  quelcoiîque  de  ces 
)>  valeurs  de  jc  ,  produit  toujours  un  accroissement  infiniment  petit  de 
»   la  fonction  elle-même.   » 

Il  ajoute  ensuite  : 

(I  Énoncée  en  ces  termes,  la  définition  des  fonctions  continues  n'est 
»  pas  seulement  applicable  au  cas  où.  x  reste  réel;  ou  pourra  l'appli- 
»   quer  encore,  sans  difficulté,  au  cas  même  où  x  devient  imaginaire. 

Puis,  vient  une  démonstration  dont  je  vais  reproduire  les  points 
principaux. 


1*1  Foir  la  Note  insérée  dans  ce  .tournai    tome  XI ,  pase  3i5^. 

3().. 
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î  ilésigiianf  une  qiiantiti^  positive  infiniment  petite,  et  la  variable 
imaginaire  x  ayant  pour  expression 

r{cos6  ■+-  \—  I  sinô)  =  re*^~', 

!M.  Cauchy  remarque  que  si  l'on  pose  successivement  5  =  -  —  £,  puis 
9  =  —  (tt  —  e),  on  trouve,  dans  la  première  hypothèse, 

a:  =  —  re-«v'-', 
et,  dans  la  seconde  , 

On  voit  donc  qu'en  passant  de  l'une  de  ces  hypothèses  à  l'autre,  |a 
variable  imaginaire  jc ,  qui  reste  toujours  très-peu  différente  de  —  /', 
ne  varie  qu'infiniment  peu. 

Cela  posé,  M.  Cauchy  conclut  que  la  fonction /(x)  ne  peut  rester 
fonction  continue  de  jc  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière 
a.—  —  /•,  qu'autant  qu'elle  varie  elle-même  infiniment  peu,  quand  on 
passe  de  la  supposition  9^r,  —  i  à  la  supposition  5==  —  (tt —  s),  ce  qu'on 
peut  exprimer  encore,  ajoute-t-il,  en  disant  que  la  fonction  y  (a*)  ne 
pourra  rester  fonction  continue  de  X'  dans  le  voisinage  de  la  valeur 
particulière  jc  r=  —  /  ,  si  elle  ne  reprend  |)as  la  même  valeur,  quand 
l'argument  6  passe  de  la  valeur  4-  tt  à  la  valeur  —  n. 

Ici  se  présentent  plusieurs  observations. 

S'agit-i!  d'abord  de  la  définition  considérée  eu  elle-même  ;  je 
remar(|uerai  que,  prise  en  toute  rigueur,  elle  rendrait  inutile  la 
déiuonsfratioii  qui  la  smt.  En  effet,  la  Variable  imaginaire 


.r  =  p  (cos  6  -h  \'  —  \  sin  5) , 

étant  périodique  .  il  est  évitlent  que  la  fonction  devrait  subir  la  même  loi 
de  périodicité,  par  cela  seul  qu'elleserait  assujettie  à  n'admettre  qu'une 
valeur  unique  pour  chaque  valeur  de  la  variable.  Une  interprétation 
aussi  étroite  conduirait  à  des  résultats ,  qui  déjà  sont  inadmissibles  [*] . 

[*)  Dira-t-on,  par  exemple ,  que  la  fonclion 

/'(■x)  =  .r  H-  arc  cos  x 
est  discontinue  parce  (|u'à  la  valeur  unique  x  =  o  répondent  les  deux  valeurs 

/(x)  =  ^,      /W  =  -^. 
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alors  luciiic  (lu'oii  s'en  tient  exclusiveinerit  au  système  de»  valeurs 
réelles.  Je  ne  puis  donc  m'y  arrêter.  Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  M.  Cau- 
chy  lui-même  la  repousse,  puis((u'il  a  jugé  une  démonstration  néces- 
saire. 

.S'agit-d  ensuite  de  cette  dénionslralion  ;  je  dois  déclarer  qu'elle  ne 
me  paraît  pas  concluante. 

En  effet,  ou  bien  l'argument  Q  est  pris  pour  variable  indépendante, 
les  variables  imaginaires  jc  etj'{jc)  en  étant  toutes  deux  fonction;  ou 
bien  la  variable  jc,  quoique  imaginaire,  reste  variable  indépendante. 

Dans  le  premier  cas,  et  c'est  le  seul  que  nous  admettions  connut- 
offrant  un  sens  précis,  on  ne  peut  rien  conclure  de  ce  cpie  les  fonc 
tions  X  e.tj[x)  subissent  ou  non  un  changement  bruscpu-,  lorsque  ia 
variable  indépendante  5,  passant  de  la  valeur  -+- t:  à  la  valeur  —t.. 
change  elle-même  brusquement  degraudeui'  niunérique. 

Dans  le  second  cas,  la  suite  continue  des  \aleurs  —  /•-<-'»-'  ,;(a,it 
donnée  à  priori,  c'est  faire  une  supposition  toute  gratuite  que  de  con- 
sidérer ces  valeurs  de  la  variable  imaginaire  comme  impliquant,  par 
rapport  à  celles  de  l'argument  0  qui  leur  correspondent,  les  deux 
suites  exprunées  respectivement  l'une  par-  —  £,  l'autre  par  —  (tt  —  e). 
Pourquoi  ces  deux  suites,  entre  lesquelles  il  y  a  solution  de  continuité, 
plutôt  que  la  suite  continue  tt  qi  c?  Je  vois  bien  que  le  procédé  suivi 
rend  possible  une  démonstration  qui  ne  le  serait  pas  autrement.  Mais 
comment  justifier  ce  procédé,  alors  même  qu'il  serait  permis  de  prendre 
pour  variable  indépendante  l'expression  imaginaire 

JC  =  re  ^ 

Dans  le  système  des  valeurs  réelles,  la  variable  indépendante  crois- 
sant ou  décroissant  avec  continuité,  chacune  des  valeurs  quelle  affecte 
se  résout  en  un  ensemble  où  les  parties  intégrantes  se  confondent , 
sans  qu'il  y  ait  lieu  d'établir  entre  elles  aucune  distinction.  Peu 
importe  d'ailleurs  qu'il  s'agisse  du  tout  ou  d'une  partie.  L'un  comme 
l'autre  devant  être  conçu  de  toutes  pièces ,  il  y  a  toujours  unité  de 
conception,  et  nulle  difficulté  ne  surgit.  Pour  passer  de  là  au  système 
des  valeurs  imaginaires,  d  suffit  d'observer  que  celles-ci  se  composent 
de  deux  parties  réelles  que  le  signe  y  —  i   permet  de  réunir  symboli- 
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qiiemeiit,  sans  qu'elles  ressent  pour  cela  de  rester  essentiellement  dis- 
tinctes. Dès  lors  tout  se  réduit  à  la  considération  des  quantités  réelles, 
seules  saisissables  et  intelligibles.  Que  deux  de  ces  quantités  soient 
réiniies  clans  une  nièinc  expression,  où  la  présence  d'un  symbole 
|)arliculier  élève  entre  elles  une  barrière  qui  les  isole  complètement, 
la  nécessité  de  ne  les  point  confondre,  et  de  maintenir  pour  cha- 
cune délies  les  règles  et  conventions  généralement  établies,  n'en 
subsiste  pas  tnoins  que  si,  figurant  dans  des  équations  distinctes, 
elles  étaient  effectivement  séparées. 

Essayons  d'exposer,  à  ce  point  de  vue,  la  théorie  de  la  continuité. 

L'idée  de  fonction  est  complexe.  Elle  implique,  avant  tout,  la 
conception  d'iuie  variable  qui  subsiste  par  elle  seule  ou  dont  on 
dispo.se  arbitrairement.  Cette  variable,  dite  indépendante ,  ne  peut 
qu'être  réelle. 

On  distingue,  par  rapport  à  la  variable  i:idépendante,  deux  modes 
(le  variations.  Lorsqu'on  se  donne  une  suite  de  valeurs  numériques, 
telles  que  a,  b,  c,  d,  etc.,  et  que,  passant  hrusquement  de  l'une 
à  l'autre,  l'on  assujettit  la  variable  à  les  prendre  toutes  successive- 
n)ent,  le  mode  de  variation  est  discontinu.  Il  est  continu  lorsque  la 
variable  est  supposée  croissante  ou  décroissante,  de  la  même  manière 
que  croît  ou  décroît  la  distance  comprise  entre  deux  plans  parallèles, 
l'un  fixe,  l'autre  mobile.  Une  condition  facile  à  saisir  caractérise  ce 
mode.  Elle  consiste  en  ce  que  nul  changement  ne  s'accomplit  entre 
deux  limites  quelconques,  sans  que  la  variable  ait  passé  préalable- 
nii'iil  par  fous  les  degrés  de  grandeiu-  intermédiaires. 

Il  est  visible  que  chacun  de  ces  modes  a  son  essence  propre.  On 
s  est  efforcé  néanmoins  de  ménager  entre  eux  une  sorte  de  transition , 
qui  permît  de  les  résoudre  l'un  dans  l'autre.  Des  efforts,  dirigés  vers 
ci^  but,  ne  pouvaient  aboutira  rien  de  rationnel  :  il  a  fallu  d'ailleurs, 
pour  qu'on  les  poursuivît,  céder  à  une  étrange  illusion.  Au  lieu  de  la 
quantité,  telle  qu'elle  est  et  qu'il  faut  la  concevoir,  c'est-à-dire  avec 
les  propriétés  qui  subsistent  en  elle,  indépendamment  de  tout  degré  de 
grandeur,  on  n'a  vu  que  ce  qu'elle  offre  de  saisissable  aux  sens,  et  là 
où  elle  leur  échappait,  on  s'est  figuré  qu'elle  changeait  de  nature,  et 
que ,  suspendnci  entre  l'être  et  le  néant,  elle  participait  à  la  fois  de  ces 
deux  extrêmes.   Il  semblerait  que  de  telles  aberrations  n  ont  pas  he- 
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soin  (Tt-tro  réfiilées  et  qu'il  suffit  d'.;  les  signaler  pour  on  faire  justice. 
Remarquons,  toutefois,  qu'elles  uMt|)Otu'  elles  ra|)|)ui  tdcite.  de  |)res(jiie 
tous  les  géomètres. 

Par  eela  seul  qu'elle  varie,  la  \arialjle  écbappe  à  toute  mesure  di- 
recte. Elle  est,  mais  croissant  toujours  ou  toujours  décroissant.  On 
peut,  sans  doute,  se  représenter  isolément  chacun  des  degrés  de  gran- 
deur que  comprennent  entie  elles  les  limites  choisies  pour  origine  et 
fin  de  la  variation;  mais  comme  entre  ces  limites  la  variable  ne  sub- 
siste que  par  la  loi  qui  régit  ses  changements ,  il  serait  évidemment  ab- 
surde et  contradictoire  de  lui  attribuer,  à  titre  de  détermination  effec- 
tive, l'un  quelconque  de  ces  degrésde  grandeur.  Comment  comprendre, 
en  effet,  qu'elle  pût  affecter  une  pareille  détermination  si,  eu  nutnc 
temps,  elle  ne  cessait  pas  d'être  variable? 

On  observera  que  dans  le  cas  le  plus  simple  ,  alors  qu'il  s'agit  d  "une 
grandeur  quelconque  déterminée,  il  ne  suffit  point,  pour  (in  elle  soit  , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  [)nur  (jiioii  puisse  la  concevoir,  de  lui 
assigner  un  certain  degré  qui  la  bmite;  il  faut  ajouter,  en  outre,  ou 
an  moins  sous-entendre  que  ce  degré  se  conserve  en  elle.  N'est-ce  pas 
là,  d'ailleurs,  ce  que  renferme  en  soi  la  dénomination  de  constantes 
afFectée  aux  grandeurs  complètement  définies?  Cette  remarque  s'ap- 
plique aux  diverses  valeius  par  lesquelles  la  variable  passe.  Nulle  n« 
peut  être  isolée,  et  devenir  ainsi  l'objet  d'une  conception  distincte, 
sans  que  la  pensée,  qui  se  fixe  sur  elle,  lui  imprime  forcément  h- 
caractère  de  durée  nécessaire  à  sa  détermination.  De  là  l'extrême  con- 
fusion oii  l'esprit  tombe  inévita})lement,  lorsque,  considérant  la  suite 
infinie  des  degrés  que  la  variable  franchit  entre  deux  limites  détermi- 
nées, il  transporte,  dans  chacune  des  valeurs  intermédiaires,  l'élément 
de  durée  qui  n'appartient  qu'à  l'ensemble  formé  par  leur  succession 
continue.  De  là  ces  difficultés  insolubles,  qu'on  ne  songerait  pas  même 
à  soidever,  si  l'on  prenait  garde  que  la  grandeur  qui  reste  constante,  el 
celle  qui  change  incessamment,  nuisent  toutes  deux  leur  réalité  dans 
la  durée  qui  leur  est  comnume,  et  qui,  divisible  à  l'infini,  offre  tou- 
jours, de  part  et  d'autre,  un  terme  commun  de  comparaison. 

I>a  faculté  d'abstraire  constitue  sans  contredit  une  des  ressources  les 
plus  précieuses  dont  nous  disposions.  Mais  n'est-ce  pas  en  abuser  étran- 
gement que  de  pousser  les  abstractions  au  point  d'obscurcir,  disons 
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plus,  de  rendre  ininlclligibles  les  premières  notions  de  la  science[*]  ? 

Que  l'on  veuille  bien  y  réfléchir,  et  l'on  sera  conduit  à  admettre 
avec  nous  les  j)rincipes  suivants  : 

ILtre  el  diu'er,  c'est  à-dire  continuer  dètre,  sont  poui-  toute  gran- 
deur, constante  ou  variable,  deux  conditions  qui  s'impliquent  mutuel- 
lement. 

(hiel  que  soit  le  mode  suivant  lequel  une  grandeur  quelconque 
subsiste  pendant  une  certaine  durée,  ce  mode  est  toujours  réductible 
à  deux  types  primitifs.  L'un  de  ces  types  répond  aux  parties  de  la  durée 
totale  pendant  lesquelles  la  grandeur  conserve  une  même  détermina- 
lion;  l'autre,  à  celles  où  la  variation  est  incessante. 

Tant  qu'inie  grandeur  varie  de  n;anière  ;'(  ce  que  tout  changement 
qu'elle  subit  exige  pour  s'acconqjlir  une  certaine  durée  de  la  variation  , 
on  dit  de  cette  grandeur  qu'elle  varie  avec  continuité. 

Il  n'est  point  de  variation  incessante  qui  ne  soit  tout  entière  con- 
limie.  ou  qui  ne  se  compose  exclusivement  d'une  suite  de  variations 


[*]  La  <  onsidcration  des  quaiuiti-s  infinitésimales  crée  un  obstacle  invincible  à  la 
notion  de  continuité.  Elle  implique,  d'ailleurs,  deu.x  impossibilités  radicales,  savoir  : 
1°  l'existence  des  |)rétendus  infiniment  petits;  2°  l'existence  des  prétendus  infiniment 
grands.  J'admets  qu'en  dépit  de  leur  commune  absurdité,  l'une  de  ces  conceptions 
puisse,  moyennant  certaines  précautions,  servir,  en  général,  de  correctif  à  l'autre.  Je 
ne  comprends  pas,  néanmoins  ,  qu'on  affecte  de  les  prendre  au  sérieux,  et  que,  sans 
s'inquiéter  de  propager  l'erreur,  on  les  présente  comme  base  d'une  science  oii  la  certi- 
tude des  déductions  repose  essentiellement  sur  la  rigueur  absolue  des  principes  fonda- 
mentaux. Que  dire,  par  exemple,  du  sens  qui  s'attache  naturellement  à  ces  lignes  ex- 
traites du  programme  des  cours  donnes,  en  1846,  à  l'F.role  Polytechnique  : 

"    Du  rapport  entrf  Vaccrnissemeiit  d'une  fonction  et  l'accroissement  d'une  variable. 

"     V.\I.F,UR    QUE    PREND    CK    RAPPORT    QUAND    LES  ACCROISSEMENTS     DEVIENNENT    INFINIMENT 
"     PETITS.     » 

Dans  l'essai  que  j'ai  publié  sur  les  principes  de  l'analyse  transcendante,  j'ai  montri> 
ce  qu'est,  en  réalité,  une  différentielle,  à  savoir,  une  différence  ordinaire  prise  dans 
une  certaine  hypothèse.  J'ai ,  d'ailleurs,  créé  une  méthode  qui ,  sans  cesser  d'être  pure- 
ment algébrique  et  toujours  rigoureuse  ,  offre  au  plus  haut  degré  la  simplicité  désirable. 
En  m'imposant  cette  tâche  ,  je  ne  me  suis  point  dissimule  que,  si  peu  rationnels  que 
soient  certains  procédés  fort  en  vogue,  il  suffit  qu'un  long  usage  les  ait  rendus  fami- 
liers pour  qu'on  trouve  plus  commode  de  s'y  tenir,  .te  poursuivrai  néanmoins,  per- 
suadé que  la  vérité  peut  plus  que  l'erreur,  et  qu'à  elle  seule  l'avenir  appartient. 


continues,  ayanl  Imites  une  ccrtaiiic  (iiiitc.   l/liypotliese  inverse  serait 
un  non-sens  d'une  absurdité  en  quelque  sorte  palpable. 

Concluons  que  toute  durée  d'une  grandeur  se  compose  nécessaire- 
ment d'une  suite  de  parties  (|ui  se  succèdent  sans  intervalle,  et  pendant 
chacune  ilesquelies  la  grandeur  reste  continue,  suit  qu  l'ili;  varie,  s<jil 
qu'elle  persiste  dans  une  même  détermination.  Lorsqu'à  la  lijnite 
commune  à  deux  de  ces  parties,  la  grandeur  subit  un  changement 
brusque,  on  dit  qu'il  y  a  solution  do  continuité.  Plusieurs  solutions 
de  continuité  sont  possibles  entre  deux  limites  aussi  rap|)r<)chées  qu'on 
voudra.  Dans  tous  les  cas,  et  quel  qu'en  soit  le  nombre,  comme  elles 
ne  constituent  jamais  que  des  accidents  transitoires,  esseiitieUeiiK m 
(iépouivus  de  durée,  il  reste  démontré  qu'on  peut  dire  avec  une  entière 
rigueur  : 

Tout  nwde  d'existence  d'une  grandeur  quelconque  est  constamment 
régi  par  une  même  loi  générale,  la  loi  de  continuité. 

Avant  d'aller  plus  loin,  je  crois  utile  de  présenter  plusieurs  obser- 
vations. 

Les  grandeurs,  soumises  au  calcul  ,  ny  figurent  point  comme  quan- 
tités concrètes.  C'est  par  le  nombre  abstrait,  exprimant  pour  chacune  le 
rapport  existant  entre  elle  et  son  unité  propre,  qu  elles  ^  sont  intro- 
duites. Ce  mode  de  représentation  n'eniraine  aucune  dirticiilté  poui'  les 
grandeurs  constantes.  Quant  à  la  grandeur  variable,  comme  elle  n'est 
définie  que  par  la  loi  particulière  qui  régit  sa  variation,  c'est  cette  loi 
qu'il  faut  traduire  numériquement.  On  y  parvient  en  fixant  d'une  ma- 
nière générale  le  changement  qui  s'accomplit  durant  une  partie  quel- 
conque delà  variation.  Veut-on,  d'ailleurs,  abstraire  l'élément  de 
durée,  ainsi  qu'on  le  lait  habituellement;  cette  abstraciion  devient 
possible  dès  qu'il  y  a  deux  grandeurs  subsistant  et  variant  ensemble  :i 
partir  d'une  même  origine.  Kn  effet,  à  chaque  partie  de  la  durée  qui 
leur  est  commune,  répond  de  part  et  d'autre  un  changement  déter- 
miné. De  là  donc ,  relation  nécessaire  entre  deux  quelconques  des 
changements  qui  s'accomplissent  simultanément  dans  l'une  et  l'autre 
grand«Mir  ;  de  là,  possibilité  évidente  de  former  deux  suites  toujours 
comparables  entre  elles  et  susceptibles  de  s'exprimer  tlirectement  lune 
par  l'autre.  On  atteint  le  même  résultat  lorsque,  au  lien  des  change- 
Tome  \Il.  -  AoiT  ,84;.  4° 
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riunts  qui  se  correspondent  pour  une  même  durée  quelconque  de  la 
variation,  l'on  fixe  les  valeurs  qui  subsisteraient  enseni"ble.  si,  à  l'ex- 
piration de  cette  durée,  la  variation  cessant  tout  à  coup ,  les  grandeurs 
que  l'on  considère  demeuraient  constantes. 

En  général,  l'élément  de  durée  n'apparaît  point  explicitement  dans 
!es  relations  où  se  trouve  exprimée  la  loi  qui  régit  la  génération  sinnd- 
lanée  de  plusieurs  variables:  il  convient,  en  outre,  d'observer  que 
presque  toujours  il  s'élimine  de  lui-même.  Que  cette  abstraction  se 
fasse  spontanément .  ou  bien  qu'elle  résulte  de  l'application  des  pro- 
cédés que  je  viens  de  décrire,  elle  offre  dans  tous  les  cas  un  avantage 
précieux,  c'est  de  ne  laisser  en  présence  que  les  grandeurs  sur  lesquelles 
on  veut  opérer,  et  de  faciliter  le  cours  des  déductions,  rendues  ainsi 
plus  directes  et  plus  simples.  Toutefois,  il  ne  faut  point  perdre  de  vue 
que  dans  l'idée  de  variation  est  implicitement  comprise  l'idée  de  durée, 
ba.se  fondamentale  de  toute  conception  intellectuelle. 

Cela  posé,  occupons-nous  des  fonctions  proprement  dites,  et,  les 
|irenant  d'une  manière  absolue,  ne  voyons  en  elles  que  la  suite  des 
valeurs  ([u'elles  exjiriment  numériquement. 

r.onsitlérous  d'abord  la  variable  indépendante. 

Déterminée  par  elle  seule,  c'est-à-dire  toujours  une  et  non  com- 
plexe, la  variable  indépendante  est  conçue  le  plus  simplement  pos- 
sible, lorsqu'on  admet  qu'elle  croit  ou  décroît  proportionnellement  a 
la  durée  pendant  laquelle  elle  varie,  ou,  ce  fjui  revient  au  même, 
qu'elle  ne  subit  aucun  changement  qui  n'exige,  pour  s'accomplir,  une 
durée  proportionnelle  de  la  variation.  Elle  est,  dès  lors,  essentiellement 
continue. 

(Considérons ensuite  la  variable  dépendante,  ou  ,  en  d'autres  termes, 
la  fonction. 

On  entend  par  fonction  une  expression  complexe  qui,  variant  et 
cessant  de  varier  en  même  temps  que  la  variable  dont  elle  dépend  ,  est 
généralement  déterminée  pour  toute  valeur  attribuée  à  cette  variable. 
Lorsque,  pour  une  même  suite  de  valeurs  affectées  par  la  variable,  la 
fonction  comporte  plusieurs  systèmes  de  valeurs  distinctes,  on  isole 
par  la  pensée  ces  différents  .systèmes,  et  l'on  considère  chacun  d'eux 
comme^  constituant  par  lui  seul  luie  fonction  partic(dière.  D'un  sys- 
tème à  l'autre,  la  continuité  et  la  discontiruiité  sont  possibles  de  la 
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int'iiie  manière  que  pour  la  suite  des  valeurs  apparlenanl  a  1  un  trcux 
pris  séparément. 

La  fonction  ne  pouvant  tienieurer  constante  pour  toutes  valeurs  de 
la  variable  conipiises  entre  deux  limites  aussi  rap|)rnthées  qu'on  vou- 
dra, la  variation  qu'elle  subit,  lorsque  cette  variable  eioit  ou  décroil 
avec  continuité,  est  nécessairement  incessante.  Doit-on  en  inférer  qu'elle 
est  constamment  continue,  ou  bien  composée  de  parties  qui  se  suivent 
immédiatement  et  durant  cliacune  desquelles  la  continuité  subsiste 
sans  interruption'  Nul  doute  pour  ime  f(jnction  quelconque  puisant 
sa  réalité  dans  l'existence  effective  ou  idéale  d'une  grnndeiu-  dont  elle 
est  l'expression  numérique.  Pour  tout  antre  fonction  ,  la  (piestion  ])lu^ 
complexe  veut  être  traitée  directement,  .ressayerai  tout  à  l'heure  de 
résoudre  cette  difficulté. 

Tant  qu'il  y  a  continuité,  tout  cliangemcnt  de  la  fonction  exii^e, 
pour  s'accomplir,  une  certaine  durée  de  la  variation,  et,  |;ar  consé- 
quent, un  certain  accroissement  de  la  variable  indépendante  I  tie 
condition  inhérente  à  ce  mode,  tel  qu'il  vient  d'être  défini,  suffit, 
d'ailleurs,  poin-  le  caractériser.  Elle  consiste  en  ce  que  le  passasse  d'une 
valeur  à  une  autre  ne  peut  jamais  avoir  lieu  sans  que  la  fonction  ait 
h'anchi  successivement  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

Lor.sque  la  discontinuité  survient,  c'est  par  lui  changement  brusque 
qui  s'opère  instantanément.  Voyons  en  quoi  consistent,  pour  une 
fonction,  les  changements  brusques  dont  elle  est  susceptible. 

T.es  opérations  à  effectuer  sin-  la  variable  indépendante  pour  con- 
struire la  fonction  sont  réductibles  à  deux  classes  principales  ;  je 
range  dans  la  première,  l'addition,  la  multiplication,  l'élévation  aux 
puissances;  dans  la  seconde,  la  soustraction,  la  division,  l'ixtraction 
des  racines. 

Tant  qu'on  procède  par  voie  d'addition,  de  multiplication,  ou 
d'élévation  aux  puissances,  chaque  valeur  de  la  variable  fournit  pour 
la  fonction  une  valeur  unique,  toujours  réelle  et  déterminée.  La  sous- 
traction donne,  pour  résultat  accidentel,  zéro,  et  plus  généralement 
des  quantités  tantôt  positives,  tantôt  négatives.  En  s'uitroduisanl 
'comme  diviseur,  le  zéro  répond  a  une  impossibilité  fortuite.  Lorsqu'une 
quantité,  soumise  à  un  radical  de  degré  pair,  passe  du  positif  au  né- 
gatif, les  valeurs  fournies  par  ce  radical  perdent  leur  réalité. 

4o.. 
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(^)iie  les  valeurs  de  la  fonction,  supposées  nnniériquenienl  exprl- 
iiinbles,  cessent  tout  à  cou|)  de  l'être,  c'est  1m,  sans  aucun  doute, 
un  oliaiigement  brusque.  On  voit  ainsi  que  les  fonctions  admettent, 
comme  solution  de  continuité,  le  |)assage  du  réel  à  l'imaginaire,  et, 
pour  me  servii"  des  termes  usités,  le  |)assage  du  fini  à  l'infini. 

La  discontinuité  peut  encore  provenir  d'un  accident  fortuit,  qui. 
par  une  cause  quelconque  ,  dépendante  ou  non  de  l'impcssibilité  qu'ex- 
prime le  symbole  -  5  exclurait  transitoirement  toute  détermination  par- 

liculicre  de  la  fonction.  Hors  de  là,  elle  n'est  possible  que  par  un  chan- 
gement brusque  qui  ferait  succéder,  l'une  à  l'autre,  deux  valeurs  mi- 
mériques  tout  à  coup  différentes;  ce  qui  exige  que  ce  changement  ait 
lieu  dans  le  mode  indiqué  pour  construire  la  fonction  .  ou,  si  ce  mode 
reste  le  même,  dans  le  résultat  des  opérations  par  lesquelles  il  se 
réalise. 

.Supposons  d'abord  un  intervalle  où  le  mode  indiqué  pour  construire 
la  fonction  ne  change  point,  et  cherchons  si.  la  fonction  n'affectant 
jamais  (ju'une  seule  détcrunnation  transitoire,  deux  quelconques  de 
ces  déterminations  successives  peuvent  être  toujours  brusquement  dif- 
féientes.  Dans  cette  hypothèse,  c'est  la  variation  continue  attribuée  à 
la  variable  iiulé|)(MHlante  qui  produit  les  changements  brusques  inces- 
sanuneiit  subis  ])ar  la  fonction.  Or.  lorsque  la  variable  cioit  ou  décroit 
continûment,  les  valeurs  qu'elle  franchit  se  succèdent  en  étant  tour  à 
tour  comtuensurables  et  incommensurables.  Dans  le  premier  cas,  elles 

affectent,    en    général,    lune  des   trois  formes    fractionnaires -■, 

^  ^  2'/  -)-  I 

"- ,  -^  —  .   dans  le  second,    elles  n'ont   point  de   représentation 

munérique  :  ou  peut,  toutefois,  en  eiupriuitant  à  volonté  l'une  ou 
l'autre  de  ces  formes,  les  exprimer  avec  tel  degré  d'approximation 
tpion  désire.  Oela  posé,  et  eu  égard  à  la  nature  des  opérations  fonda- 
uientales  par  lesquelles  tme  fonction  se  construit,  je  remarque  que 
c'est  uniquement  ;i  raison  de  leur  forme  et  non  point  de  leur  degré  de 
grandeiu',  que  les  valeurs  successives  de  la  variable  peuvent  introduire 
dans  la  fonction  une  série  non  interrompue  de  déterminations  briis- 
quememt  différentes.  Il  suit  de  là  qu'admettre  des  changements  brus- 
ques incessants,  c'est  faire  dépendre  ces  changements  de  la  diversité 
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des  formes  affectées  |>;ir  les  v.ileiirs  fractionnaires.  <  t  .  par  conséqiM  ni  . 
attribuer  à  cliacuiic  de  ces  Ibriiics  une  inlliieiice  qni  rend  forcément 
im|)ossil)le  loiile  détermination  répondant  aux  valeiu's  inconnnensii- 
rables.  C'est  donc  anssi  admettre  iniplicitenienl  que,  si  peu  différciitts 
que  soient  entre  elles  deux  valeui's  de  la  variable,  elles  compreniienl , 
néanmoins,  une  valeur  intermédiaire  pour  la(juelle  la  (onction  n  est 
pas  déterminée.  Mais  si  pareille  valeiu'  existe  nécessairement  entre  i\t-n\ 
limites  aussi  rapprochées  qu'on  voudra,  il  faut  qu'entre  ces  mêmes 
limites  il  y  en  ait  une  udinité.  Des  lors,  ce  qui  domine,  en  général  , 
c'est  le  défaut  de  détermination,  et,  privée  de  son  caractère  essentiel, 
la  fonction  prétendue  n'est  plus  une  fonction. 

Après  avoir  recoiuiu  que  là  où  le  mode  de  construction  demeure 
invariable,  toute  fonction  proprement  dite  subit  la  loi  de  continuité. 
il  est  aisé  de  voir  que,  si  des  changements  brusques  surviennent  dans 
ce  mode,  et,  par  suite,  dans  la  fonction,  ils  sont  toujours  en  riombn 
limité.  En  effet,  pour  qu'il  y  ait  fonction,  il  faut  d'abord  que  le 
mode  de  construction  soit  généralement  déterminé.  Veut-on,  d'ail- 
leurs, que  ce  mode  ne  cesse  pas  de  changer  brusquement;  il  faut, 
pour  l'exprimer,  une  fonction  particulière  qui  remplisse  elle-mèmi 
cette  condition  :  or  c'est  là  précisément  ce  qui  vient  deire  démontre 
iujpossible. 

Ces  considérations  permettent  d'étendre  aux  fonctions  propre-meiit 
dites  la  loi  de  continuité  précédemment  établie  pour  tout  mode  d'exis- 
tence d'une  grandeur  quelconque. 

Nous  n'avons  point  entrevu  jusqu'ici  conunent  il  est  possible  de 
réaliser  une  fonction  qui  subisse  instantanément  un  changement  brus- 
que de  détermination  tuunérique.  Le  rôle  que  les  radicaux,  les  fonc- 
tions circulaires  et  les  valeurs  limites  sont  appelés  à  rempli»-  en  certains 
cas.  est  très-propre  à  jeter  quelque  jour  sur  cette  question  délicate. 

En  ce  qui  concerne  les  radicaux,  je  ferai  d'abord  observer  ipie.  si 
l'on  convenait,  avec  M.  Caucfiy,  de  désigner  toujours  par  la  nota- 
tion v''^  'a  racine  positive,   c'est-à-dire  -+-  «  ou  —  n,    suivant  que  (i 

est  positif  ou  négatif,  l'expression  —^77,     deviendrait  égale  à  —  1  ou 

-\-  I  ,  selon  que  x  serait  moindre  ou  plus  grand  que  h.  Il  suffirait  donc 
que  cette  expression,  ou  toute  autre  analogue,  entrât  dans  une  f«)nc 
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fioii  pr)m(|irplle  \  produisît,  en  général,  un  changement  brusque  de 
détermination  numérique. 

!, 'exemple  que  |e  viens  de  choisir  soulève  ime  difficulté.  La  quantité 
soumise  au  radical  est  variable,  et  à  chacune  des  valeurs  qu'elle  re^;oit 
répondent  deux  racines  numériquement  égales,  mais  affectées  de  signes 
contraires.  De  là  résidtent  deux  systèmes  distincts,  susceptibles  d'être 
|)ris  isolément  et  comprenant,  en  général,  l'un  les  racines  positives, 
l'autre  les  racines  négatives.  Toutefois  ,  comme  zéro  est  une  des  valeurs 
aliéctées  par  le  radical ,  il  y  a  lieu  de  se  demander  si  le  passage  par  cette 
valeur  ne  doit  pas  être  considéré  connne  accompagné  d'un  changement 
désigne,  lune  des  suites  se  substituant  à  l'autre,  et  réciproquement. 

Quelques  détails  éclairciront  ce  point. 

.le  prends  pour  accordé  qu'on  n'est  point  maitre  d'établii'  arbitraire- 
ment toute  espèce  de  convention.  Celles-là  seules  me  paraissent  admis- 
sibles, qui  sont  conformes  aux  principes  fondamentaux  du  calcul,  e( 
je  regarde  comme  un  de  ces  principes  celui  qui  permet  de  substituer 
l'une  à  l'autre  deux  expressions  numériques  ayant  identiquement  même 
\aleui-. 

Cela  po.sé,  je  remarque,  relativement  h  la  notation  exponentielle: 

t".  Que,  dans  le  cas  où  l'exposant  est  «ne  fraction,  deux  opéra- 
tions sont  iiidiquées,  l'une  par  le  luunérateur,  l'autre  par  le  dénomi- 
nateur; 

■>.".  Que,  sans  altérer  la  valeur  de  l'exposant  entier  ou  fractionnaire, 
on  peut  introduire  haut  et  bas,  connne  facteiu',  un  même  nombre 
quelconque; 

'\".  Que  le  résidtat  à  obtenir  doit  rester  indépendant  de  l'introduc- 
tion de  ce  factein-: 

V'.  Que,  pour  remplir  cette  condition,  il  faut  observer  la  règle  sui- 
vante : 

Dans  les  deiur  opérations  àjaire,  commencer  toujours  par  celle  qui 
dépend  du  dénominateur. 

Kn  appliquant  cette  règle,  on  trouve 

v(i"^^  =  (X  -  h)i  =  \±  V(x  -  b)Y  =  -x  -  h  ; 
il  V  a  donc  changement  de  signe  à  partir  dex  =;  A,  et  l'on  a  constam- 
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ment 

X  —  h 

Cette  expression  cessant,  ainsi  tiii'on  le  voit,  de  présenter  un  cti.in- 
geinent  biiisque  de  détermination  nuinéii(iiie,  prenons  la  fonction  7. 
liée  a  la  variable  indépendante  0  par  les  deux  équations  sunidlame^ 

p  ces  a  =  I  +  r  cos  0  , 
p  sin  a  =  r  sin  Ô  , 

et  posons  en  même  temps 


|0  =;  y  r  +  /•-  4-  arcosô  =  v('  ~  'Y  +  "•'-^(i  +  cos  5), 

r  affectant  une  valeur  (juelconque  positive  et  9  variant  de  zéro  à  -i-. 

Tant  que  la  valeur  attribuée  à  r  est  différente  de  Tunité,  6  varie 
sans  jalnai^s  ainiuler  la  quantité  soumise  au  radical  Si  donc  on  dis- 
tingue, ainsi  qu'il  convient,  les  deux  systèmes  de  valeurs  fournies  par 
le  radical,  on  peut  prendre  l'un  ou  l'autre  à  volonté  et  s'y  tenir  ex- 
clusivement. Or,  en  adoptant  le  système  des  racines  positives,  il  esi 
aisé  de  voir  que,  pour  toute  valeur  de  r  moindre  que  l'unité  ,  la  fonc- 
tion a  s'annide  aux  deux  limites  5  =  o,  6  —  -in ,  tandis  (juc.  pour 
toute  valeur  de  r  supérieure  à  l'unité ,  elle  passe  en  même  temps  que  5 
par  les  mêmes  multiples  de  la  circonférence.  On  ne  peut  donc  francliii 
la  limite  r  =^  i  sans  que  la  valeur  de  a,  qui  répond  à  9  —  2  r  ,  toujours 
égale  à  zéro,  pour  /<  1,  et  à  'm  pour  /■  >  i ,  ne  change  brusquemeni 
de  grandeur. 

Dans  la  Note  que  renferme  ce  Journal  (tome  XI,  page  140),  j'ai 
dit  que  pour  r—i  et  5  =  ;:,  il  y  avait  changement  brusque,  a  passant 

tout  à   coup   de   +  -  à   —  ^-   C'est  une  erretir  que  je  dois   rectifier. 

Lorsque  /'  =  1  ,  on  a 


p  =  V  2  (  1  +  cos  9)  =  V  4  sin'  -^  (ô  +  7r)  =  a  sin  I  i^Ô  -H  n). 

Tl  faut  donc  admettre,  en  même  temps,  que  les  valeurs  de  p ,  constam- 
ment positives  pour  toutes  valeurs  de  6  moindres  que  ;:,  sont  constam- 
ment négatives  pour  toutes  valeurs  de  0  supérieures  à  -. 
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Il  Mul  (le  la  que,  tant  (lu'il  s'aj^il  uniqiKMiient  de  la  valeur  /'  =  i  , 
rj.  reste  lonctioii  conliime  de  5,  et  que  pour  6  =  271  Ton  na  point  , 
ainsi  que  je  l'ai  supposé,  a  —  o,  mais  bien  a  =  tt. 

Quant  aux  i'onctions  que  je  considérais  alors  ,  si  Toi)  observe  que, 
ilans  rhy|)Othese  /•  =  i ,  elles  dviennent 

(j)  (/•,  e)  =  [2  sin  i  (9  -+-  7:)]  '"  cos  ma. , 
(iy(/-,  5)  =  [2  sin  i  (6  +  ?:)]'"  sin  /«a, 

on  voit  aisément  que.  pour  foute  valeur  de  m  entière  et  positive,  elleS 
ne  cessent  pas  d'être  continues  et  de  prendre  respectivement  mêmes 
valeurs  aux  deux  limites  S  =  0,6=  271. 

Cette  erreur  rectifiée  ,  je  passe  à  la  considération  des  valeurs  limites. 
Un  exemple  suffira. 

.Soit  l'intégrale  définie 

'     sin  pz  j 

«z. 


«/o 


.Si  Ion  sup|)os('  que  l'indice  //  croi.sse  indétlniment .  cette  intégrale  con- 
verge vers  iHie  limite  iixe  exprmiée  par  -)-  -  ou  par  —  -  »  suivant  que  p 
est  positif  011  négatif.  Il  vient  donc  ,  dans  cette  hypothèse  , 

,.       r'sin(6  —  x\z    ,  /'     sin  (A  —  x)z    ,  ,    ir 

le  signe  +  subsistant  pour  toute  valeur  de  x  moindre  que  /',  le 
signe  —  pour  t(jute  valeur  plus  grande. 

Pour  jt=  Z» ,  il  y  a  changement  brusque  du  mode  de  constnic- 
iion.  En  effet,  quelle  que  soit  alors  la  valeur  affectée  par  h,  on  n'a 
plus  de  limite  à  considérer,  et.  il  vient  constamment  zéro  pour  résultat. 

On   voit,    |)ar  cet   exemple,    comment,    en   introduisant   dans    une 

ioiiclion  une  expression  symbolique  de  la  forme  /      — ^ —  dz,  il 

est  possible  dy  réaliser  un  changement  brusque  de  détermination 
nnmériijue. 

Dans  ce  qui  précède,  j'ai  eu  pour  objet  principal  l'étude  des  fonc- 
tions réelles,  et  de  leur  variation  considérée  dans  ses  rapports  directs 
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aver  celle  de  la  variable  in(lé|)eiKlaiite.  La  (jiiesfioii  (|iie  |c  me  suis 
proposé  de  résoudre  était  là  loin  ciilicre  :  il  ne  me  reste  plus  (|ii'.i 
montrer  cotunieul  les  principes  établis  ci-dessus  s'applicpient  d'eux- 
mêmes  et  iiiuuédiatement  au  cas  {,'énéral  des  valeurs  iinapinaires. 

On  sait  que  toute  expression  imaginaire  est  réductible  au  type  fon- 
dameutal 

P  +  Qv^^, 

les  (piantités  que  P  et  Q  représentent,  étant  toujours  réelles. 

On  sait  également  que,  pour  opérer  sur  inie  expression  imaginaire, 
il  faut  d'abord  la  réduire  à  ce  type,  ou,  du  moins,  l'y  supposer  ré- 
duite. 

Soit,    par    exemple,    la    fonction    1  \re  ).   Elle  n'est  que   par 

l'identité 

l(r/^^)  =  lr+es-^. 

Si  donc  on  fait  varier  6,  c'est  dans  le  second  membre  et  non  dans 
le  premier  qu'il  faut  étudier  les  modifications  subies  par  la  fonction. 
11  est  visible,  en  effet,  que  si  l'on  opérait  directement  sur  le  premier 
membre,  il  y  aurait  absurdité  et  contradiction  lorsque,  donnant  à  6 
les  deux  valeurs  o  et  an,  l'on  obtiendrait  pour  résultat  unique, 

lU^^)=l(r). 
Considérons  une  fonction  imaginaire  ramenée  à  la  forme 


P  +  Qv- I  ; 

P  et  Q  seront  des  fonctions  réelles  de  la  variable  indépendante,  sub- 
sistant chacune  isolément  et  non  réductibles  entre  elles. 

La  fonction  donnée  étant  représentée  parjy,  il  vient  identiquement 

et  ce  qu'il  faut  voir  dans  j".  ce  sont  deux  grandeurs,  l'une  éa;ale  à  P, 
l'autre  h  Q,  toutes  deux  réunies  symboliqueuîent,  mais  toujours  dis- 
tinctes et  toujours  séparables. 

Tome  Xll.  —  AoiT  1847.  4  I 
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Il  suit  pvidciumpnt  de  là  que  la  variation  de  l'imaginaire j'  doit  tire 
considérée  comme  s'identifiant  avec  celle  des  fonctions  V  et  Q,  prises  à 
part  et  simultané'uent. 

Poiu"  éviter  toute  méprise,  je  ferai  remarquer  que  l'on  peut  avoir, 
entre  certaines  limites. 

puis,  (Mitre  daiitres  limites, 


y  =  ç(jr)+ v_  i.a;(j?), 

les  lonclioiis  exprm\ées  par  1*  et  Q  chaufreant  en  même  temps  qu'on 
passe  du  premier  intervalle  au  second,  et,  par  conséquent,  restant 
toujours  réelles. 

J'observerai  aussi  que  l'on  doit  distinguer  le  cas  où  la  quantité  Q 
s'évanouit  par  snite  d'une  valeur  particulière  attribuée  à  la  variable 
indépendante,  et  celui  ou  elle  disj)araît  d'elle-même  pour  toute  l'éten- 
dne  d'iui  certain  intervalle.  Dans  le  premier  cas,  la  valeiu-  affectée 
par  j,  quoique  réelle  en  apparence  |*],  ne  cesse  point  d'appartenir  au 
système  général  des  valeurs  imaginaires.  Dans  le  second ,  il  y  a  tran- 
sition d'un  .système  à  l'autre,  et,  par  suite,  solution  relative  de  con- 
tinuité. 

Une  fonction  peut  être  tantôt  réelle,  tantôt  imaginaire,  la  variable 
dont  elle  dépend  rvstant  toujours  réelle.  Néanmoins  elle  n'affecte  ainsi 
qu'une  partie  des  déterminations  comp;rtibles  avec  son  mode  de  con- 
struction. Si  donc  on  veut  lélndier  dans  toutes  les  modifications 
qu'elle  comporte,  il  faut  substituer  aux  valeurs  réelles  de  la  variable 
un  système  (|ui,  sans  excbu-e  aucune  de  ces  valeurs,  comprenne  en 


[*]  J'appelle  l'attention  <lu  lerteiir  sur  la  fonction  ( —  a]'.  La  variable  x  demeurant 
réelle  ,  on  a 

'  —  ai '  =  n' .  [cos  2 X-  H-  1 1  rix  -1-  \/ —  i  . sin  (?.  A  +  i )  TIj:] , 

ce  qui  montre  que,  contrairement  à  l'idée  qu'on  s'en  forme,  en  général,  la  fonc- 
tion ( — a)' est  essentiellement  imaginaire  et  continue.  A  chaque  valeur  du  nombre 
entier  ^-répond  un  système  distinct  de  déterminations  particulières.  Il  n'y  a  solution  de 
cnntinuito  que  lorsqu'on  passe  d'un  système  h  l'autre. 
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mêiiie  temps  toutes  les  valeurs  imaginaires  |i(jssil)les  [*|.  l'oui  ».ilis- 
faire  à  cette  condition,  .r  étant  la  vaiiahlf.  on  doit  poser 

.V  =  p  +  (f  yj—  i. 

il  laui  admettre,  en  outre,  que  les  quantités /^  et  </  sont  susceptdJlt•^ 
d'acquérir  directement,  et  indépendanunent  l'une  de  l'autre,  toufe>» 
les  valeurs  réelles.  Des  lors  .r  devient  loni  lion  de  ces  deux  variables, 
et  celles-ci  seules  peuvent  être  dites  indépendantes. 

En  assujettissant  la  variable  x-  à  francliir  successivement,  et  avec 
continuité,  toutes  les  valeurs  imaginables,  on  ne  détermine  aucun  des 
modes  particidiers  suivant  lesquels  la  variation  i)eul  s'accomplir  efïcc- 
tivement.  Il  est  permis  de  rester  à  ce  poiiit  de  vue  général,  connue 
aussi  de  considérer  spécialement  l'un  ou  l'autre  de  ces  modes,  le  choix 
à  faire  dépendant  de  la  nature  des  questions  à  résoudre  et  offrant 
ainsi  le  moyen  d'établir,  entre  la  variable  et  la  fonction  données,  Tordre 
de  relation  le  plus  |)roprc  à  remplir  l'objet  qu'on  se  propose.  Dan- 
tous  les  cas,  la  continuité  n'est  possible  poui' x,  qu'autant  qu'elle 
subsiste  poin*  chacune  des  quantités  réelles  p  et  </ ,  prises  à  part  et  si- 
multanément. Nous  admettrons  désormais  que  cette  condition  néces- 
saire est  constamment  satisfaite. 

Si  nous  reprenons  la  fonction 

l(x)  =  l(p  +  Vv'-')  =1^'^"^'), 

il  viendra,  sans  rien  statuer  sur  le  mode  de  variation  des  quan- 
tités /J  et  (jf , 


1  (/>  -(-  ?  V  -  •')  =  P  +  Q  V  -  I  =  i  1  (p'  +  '/')  +  V  -  larc  tang  ?• 

Cette  identité  démontre  la  continuité  absolue  de  la  ionction  I  jc], 
pour  tout  mode  de  variation  qui  exclut  la  simultanéité  des  valeurs 
particulières  ^  =  0,7  =  0. 


[*]  Le  système  des  valeurs  imaginaires  comprend,  comme  cas  paiticuliers ,  toutes 
les  valeurs  réelles.  Des  qu'on  entre  dans  ce  système,  il  n'y  a  plus  lieu  d'établir  entre 
les  unes  et  les  autres  aucune  distinction.  Cette  remarque  est  très-importante  au  point  de 
vue  de  la  continuité. 

41.. 
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Cela  bien  coinpiis ,  et  sans  qu'il  soit  besoin  d'insister  davantage  sur 
la  distinction  qu'il  importe  d'établir  entre  le  système  général  de  tous 
les  modes  possibles  de  variation  continue  et  l'un  quelconque  d'entre 
eux  .  je  vais  passer  à  l'cxaineu  de  celui  de  ces  modes  qu'on  clioisit  ha- 
bituellement pour  l'attribuer  à  la  variable  imaginaire. 

Il  semblerait  naturel  d'opérer  directement  sur  les  quantités  /j  et  q,  en 
faisant  correspondre  successivement  l'une  quelconque  des  valeurs  de  p 
à  toutes  les  valeiu's  de  (/ ,  ou  réciproquement.  Dans  l'un  et  l'autre  de 
ces  modes,  p  et  (f  seraient  les  variables  indépendantes.  11  est  d'ailleurs 
visible  qu'on  y  réaliserait  pour  j?  toutes  les  valeurs  imaginables.  Tel 
n'est  point  le  procédé  généralement  suivi.  Moins  simple  en  apparence, 
il  offre,  en  réalité,  certains  avantages  (|iii  le  font  préférer.  Voici  en 
quoi  il  consiste  : 

Fai-sant 

(0 

(-) 

on  en  déduit 


$  =  arc  tang -• 

Cela  posé,  l'on  remarque  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  res- 
pectives attribuées  séparément  aux  quantités  p  et  </,  on  peut  toujours 
satisfaire  aux  équations  (i)  et  (aj  en  attribuant  à  r  la  valeur  positive 
\/>'  +  y-,  et  à  l'arc  5,  soit  la  valeur  unique  qui,  dans  l'intervalle 
de  o  a  27:,  remplit  les  conditions  voulues,  soit  cette  même  valeur, 
augmentée  d'un  multiple  (pielcoiique  de  la  circonférence. 

Au  lieu  de  l'équation 

X  =  /;  +  cy  V  —  I  , 
il  est  donc  permis  d'écrire 

.r  =  /-  (cos  6  -h  \/  —  I  .sin  ô) , 

et.  changeant  le  mode  de  variation,  de  prendre  /et  $  pour  variables 
indépendantes. 


/ 

COSÔ 

= 

P^ 

/■ 

sin  5 

-— 

7' 

=  ,p^ 

+ 

r 
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Vciil-oii  n'attribuer  à  /•  (|iic  des  valouis  |»osilives,  «'t  iTstrcindr.  cnlie 
Ics  limites  o  et  ■m  la  variation  de  0\  eela  sultit  pour  réaliser  un  mode 
de  variation  continue  où  la  variable  x  passe  successivement  par  loules 
les  valeurs  imaj^inabies.  Cela  ne  suflit  point,  en  général,  si  l'on  veut 
que  la  fonction  accpiière  elle-même  toutes  les  déterminations  (prdli- 
comporte. 

En  principe,  et  par  eela  seul  qu'elles  sont  uidépendantes,  les  \a- 
riables  r  et  Q  doivent  être  considérées  comme  susceptibles  de  |)rendre 
ensend)le  et  séparément  toutes  les  valeurs  réelles.  On  remplit  cette 
condition  le  plus  simplement  possdjle ,  et  sans  que  la  discontinuité 
puisse  jamais  survenir  dans  lé  mode  de  variation  attribuée  à  la  va- 
riable jt,  lorsque,  partant  de  zéro,  l'on  fait  correspondre  successive- 
ment l'une  quelconque  des  valeurs  de  /■  à  toutes  les  valeurs  de  5  .  ou 
réciproquement. 

Qu'on  le  remarque  bien,  il  s'agit  de  deux  variations  simultanées, 
subies,  l'une  par  la  variable  x  ,  l'autre  par  une  fonction  de  cette  va- 
riable. On  peut,  sans  doute,  étendre  ou  restreindre  à  volonté  ces  va- 
liations.  Toutefois,  il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  qu'elles  ne  restent 
comparables  qu'entre  les  limites  où  toutes  deux  s'accom|)lissent  à  la 
fois 

Uira-t-on  que,  la  variables  étant  périodique,  il  est  superflu  d'attri- 
buer à  0  aucune  des  valeurs  où  entre  un  multiple  quelconque  de  la 
circonférence;  je  répète  qu'on  est  parfaitement  hbre  d'admettre  telle 
ou  telle  limitation  du  mode  suivant  lequel  /et  B  varient.  Il  faut  seule- 
ment en  tenir  compte  et  se  garder  de  prétendre  que  les  valeur>  dv  la 
fonction  sont  toujours  épuisées  en  même  temps  que  celles  de  la  \. niable 


imaginau'e. 


Soit,  par  exemple,  la  fonction 

Il  II 

j  =  xi  =  ri  (cosô  -f-  V  '^  siii  $)î  =  r'i  fcos-  +  v  — "7  sin-'l  ; 

V       1  'Il 

n'est-il  pas  manifeste  que,  pour  n'exclure  aucune  des  déterminations 
qu'elle  comporte,  et,  en  particulier,  pour  lui  faire  exprimer  les  di- 
verses racines  de  l'unité,  il  est  indispensable  d'assigner,  comme  limites 
à  la  variation  de  5,  des  valeurs  prises  de  plus  en  plus  grandes  à  mesure 
que  (j  augmente  ? 
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Lorsqu'on  entre  dans  le  système  des  valeurs  imaginaires,  il  est  à 
oi)server  que,  sauf  les  cas  d'inqiossihilité  fortuite,  iPn'est,  pour  la 
fonction  (!<■  nii me  que  pour  la  variable,  aucune  détermination  parti- 
culière que  toutes  deux  n'admettent  nécessairement.  La  seule  chose 
(lul  change  d'une  fonction  à  une  autre,  c'est  l'ordre  dans  lequel  ces 
déterminations  se  succèdent,  ou  bien  encore  le  degré  de  périodicité. 
Supposons,  en  effet,  que  la  variable  soit  prise  pour  fonction,  et  réci- 
proquement. La  fonction,  prise  pour  variable,  reçoit  immédiatement 
toutes  les  valeurs  possibles.  D'un  autre  côté,  à  chacune  de  ces  valeurs 
il  en  correspond  luie  que  la  variable,  deveiuie  fonction  acquiert 
forcément.  Si  donc,  agissant  directement  sur  la  variable,  on  lui- fait 
prendre  successivement  toutes  les  valeurs  possibles ,  il  faut  que  la 
fonction  remplisse  elle-mènu'  cette  condition  générale. 

De  là  résulte  un  principe  que  j'énoncerai  connue  il  suit  : 

Toute  variation  Vuuilée  des  quantités  v  et  0.  i/ui  ne  permet  pas  de 
réaliser  dajis  la  jonction  le  système  entier  des  valeurs  imaginaires,  est, 
pa'  cela  seul,  nécessairement  incomplète. 

Appliquant  ce  principe  à  la  fonction  particulière 

1  (x)  —  l  /  (cos  0  +  V  ^^sin  0)  =  1  [re''  ^"'j  =  \{r)  -h  ô  \J^^ , 

on  reconnaît  immédiatement  que  la  variation  de  5  ne  peut  être  com- 
plète par  rapport  à  la  fonction  qu'autant  qu'elle  est  illimitée. 

L'exemple  que  je  viens  de  choisir  est  très-propre  à  montrer  com- 
ment,  en  certains  cas,  le  série  des  valeurs  imaginaires  est  à  peine  en- 
tamée par  la  variation  continue  de  la  fonction,  tandis  qu'elle  est  déjà 
complètement  épuisée  par  celle  de  la  variable.  L'explication  de  ce  fait 
"•si  toute  simple.  Tl  dépend  de  la  nudfiplicité  des  valeurs  cpii  dans  la 
foiu-tion  répondent  à  une  seule  et  même  détermination  de  la  variable 
imaginaire.  L'inverse  est  également  possible^  je  citerai,  pour  exemple, 
la  ff)nction 


.T'"  =  ;■"■  (cos  d  -h  V  -  I  sin  d)'"  —  r'"  (ces  ;nô  -t-  y  —  i  sin  wô). 

Essentiellement  continue  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de 
l'exposant /«  ,  cette  fonction  est  en  même  temps  périodique,  et,  par 
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elle,  la  série  des  valeurs  imaginaires  esl  m  lois  épuisée  iorsuii  «Ile  m- 
l'esl  qu'une  (ois  par  la  variable  x. 

Je  crois  en  avoir  dit  assez,  pour  élal)lir  uetlcment  en  cpioi  la  conli- 
nuité  consiste,  imiépendaininenl  de  toute  convention,  et  i)(>ur  nionirer 
avec  évidence  que  rien  en  elle  n'implique  ni  n'exclul ,  par  rapport  à 
la  fonction,  la  condition  d'une  certaine  périodicité.  Lorsque,  conl'oriné- 
ment  aux  principes,  on  opore  directement  sur  les  quantités  /  et  & ,  en 
leur  conservant  le  caractère  de  variables  indépendantes,  il  n'y  a  i)as 
même  l'apparence  d'iuie  difficidté.  qu'importe,  en  eClet,  à  la  conti- 
nuité relative  de  la  fonction  qu'il  y  ait  ou  non  périodicité  dans  la  suite 
des  valeurs  que  la  variation  continue  de  0  fait  prendre  à  la  variablt 
ainsi  qu'à  la  fonction?  qu'importe  que  cette  variation  soit  plus  ou 
moins  limitée,  pourvu  que,  de  part  et  d'autre,  on  ne  considère  ja- 
mais que  l'intervalle  où  elle  s'accomplit? 

La  variable  x  demeurant  continue,  imaginons  que.  |)()iii  toutes  va 
leurs  de  /■  comprises  entre  deux  limites  déterminées,  la  fonction  varie 
périodiquement  suivant  un  certain  mode,  et  qu'au  delà  de  ces  li- 
mites, le  mode  change  brusquement.  Il  est  clair  que  ces  limites  ne 
pourront  être  franchies  sans  qu'il  y  ait.  en  général,  changement  brus- 
que de  détermination,  et,  par  conséquent,  solution  de  continuité.  .Si 
donc  une  fonction  a  d'abord  un  certain  degré  de  périodicité ,  puis 
qu'elle  le  perde  brusquement,  ou  que,  ne  l'ayant  pas,  elle  l'acquière 
tout  à  coup,  la  discontinuité  surgit  en  même  temps.  Cette  remarqu»' 
explique  peut-être  l'erreur  où  l'on  est  tombé  en  faisant  dépendre  la 
continuité  de  la  périodicité,  et  confondant  ainsi  deux  caractères  essen- 
tiellement distincts. 

Avant  de  terminer  ce  sujet,  je  crois  utile  d'ajouter  quelques  mots 
sui-  la  construction  géométrique  des  valeurs  imaginaires  et  sur  les 
avantages  spéciaux  que  ce  mode  de  représentation  peut  offrir  dans  la 
question  qui  nous  occupe. 

Soient  t  et  u  deux  coordonnées  rectangulaires.  Si  l'on  pose,  en 
général , 

P  +  Q  V  —  i  =  t  -^  u\  —  I , 


toute  valeur  de  l'imaginaire  P  -f-  Q  \J —  i  fixe  la  position  d'un  point  ; 
et  réciproquement,  tout  point  du  plan  des  coordonnées  répond  à  lune 
des  valeurs  de  cette  ùnaginaire. 
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On  voi(  ainsi  que  toute  expression  imaginaire,  considérée  dans  l'en- 
semble des  déterminations  qu'elle  comporte,  et  abstraction  faite  des 
solutions  (le  continuité  qu'elle  peut  offrir  accidentellement,  dans  les 
cas  d'impossibilité  fortuite,  est  exactement  représentée  par  la  suite 
infinie  des  points  que  comprend  une  surface  plane. 

Cherchons  quel  est,  par  rapport  à  la  génération  de  cette  surface, 
le  sens  exprimé  par  les  divers  modes  de  variation  continue,  sur  les- 
quels notre  attention  s'est  portée  plus  particulièrement. 

Soit  d'abord 

si  l'on  fait  correspondre  à  chaque  valeur  de /j  toutes  les  valeurs  de  q, 
on  a  pour  chaque  valeur  de  [>  une  droite  jterpendiculaire  à  l'axe  des 
abscisses,  et  c'est  par  le  déplacement  de  cette  droite,  transportée  pa- 
rallèlement à  elle-même,  que  la  génération  du  plan  s'effectue.  Lors- 
qu'on procède  inversement,  c'est-à-dire  en  faisant  correspondre  à  une 
valeur  de  r/  toutes  les  valeius  de  /;,  puis  en  donnant  successivement 
à  q  toutes  les  valeurs  possibles,  la  génération  a  lieu  par  le  déplace- 
ment d'une  droite  parallèle  à  l'axe  des  abscisses. 
Soit  ensuite 


j?  r=  ;•  cos B  +  \i  —  \  l'ûnQ  ^=  t  -\-  u\  —  \ 

De  \a  résulte 

t  z=  r  cos  0 ,     «  =  r  sin  0 , 

et ,  suivant  qu'on  élimine  r  ou  6  , 

u  =  Mang  Q  , 
ou  bien 


Dans  le  premier  cas,  chaque  valeur  de  6,  se  combinant  avec  toutes  les 
valeurs  de  /•,  fournit  une  droite  qui  passe  par  l'origine  et  fait  avec 
l'axe  des  abscisses  un  angle  égal  à  0.  I>orsque  0  varie,  cette  droite 
tourne,  et  c'est  par  sa  rotation  autour  de  l'origine  que  le  plan  se 
trouve  engendré. 

Dans  le  second  cas,  il  y  a  combinaison  directe  de  chaque  valeiu- 
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de  r  avec  toutes  les  valeurs  de  d.  Chacune  de  ces  combinaisons  donne 
une  circonférence  de  cercle  ayant  son  centre  à  l'orif^'ine,  et  ia  quantité  r 
pour  rajon.  /■  variant  à  son  tour,  la  circonférence  se  développe  progres- 
sivement, et  ia  génération  du  plan  s'effectue. 

Considérons  maintenant  (jiieUpies  fonctions  particulières,  et,  pour 
abréger,  adoptons  exclusivement,  en  ce  qui  concerne  la  variable  .r,  le 
mode  de  variation  conlinue  qui  se  traduit  pai  la  rofntion  dune  droite 
tournant  autour  de  l'origine. 

Soit,  en  premier  lieu,  la  fonction  ,r"';  on  a 

x""  =  (r  ces  Ô  +  v'^^  rsin  0)'"  =.  r'"  (cos  inO  ■+  ^  ~^  sin  me) . 

C'est  donc  aussi  par  la  rotation  d'une  droite  tournant  autour  de  l'ori- 
gine que  se  traduit  la  variation  relative  de  la  fonction  .r'"  ;  dans  ce 
mouvement,  la  vitesse  change  avec  l'exposant  m.  Soit  encore  la  fonc- 
tion \jc;  \\  vient 

\x  =  l(r)  -t-  6  \'^  =  t  -h  t/ v-^- 

Ici  c'est  par  le  déplacement  d'une  droite  parallèle  à  Taxe  des  abscisses 
que  se  réalise  dans  la  génération  du  plan  le  système  complet  des  va- 
leurs imaginaires.  Lorsqu'on  restreint  la  variation  de  0  entre  les  li- 
mites o  et  27r,  les  positions  extrêmes  de  la  génératrice  soiu  données 
par  les  équations 

M  =   o  ,        M   =:   2  71 , 

et  la  surface  engendrée  se  réduit  à  la  bande  que  comprennent  entre 
elles  ces  positions  extrêmes. 

Ces  exemples  suffisent  ;  par  eux  on  saisit  clairement  ce  qu'exprime 
tout  mode  de  variation  continue  susceptible  d'être  attribué  à  la  va- 
riable in)aginaire.  Ils  mettent,  d'ailleurs,  en  évidence  la  relation  qui 
s  établit  entre  l'un  quelconque  de  ces  modes  et  celui  qui  lui  corres 
pond  dans  la  variation  simultanée  de  la  fonction.  De  part  et  d'autre  d 
y  a  d'abord  à  considérer  le  mouvement  d'un  point,  et,  par  suite,  la 
génération  de  deux  lignes,  répondant  l'une  à  la  variable,  l'autre  à  la 
fonction;  puis  vient,  avec  ou  sans  changement  de  forme,  le  déplace- 
ment de  ces  lignes:  de  là  résultent  deux  aires  planes,  qui  s'eiigendreul 
sinudtanément  et  se  correspondent  de  la   même  manière  que   leurs 

Tome  \JI.  —  AoiT  i3.'|7.  '  Ifi 
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gt'uératrices  respectives.  Par  hypothèse,  run  de  ces  deux  systèmes  esl 
essentiellemont  continu,  c'est-à-dire  cpie  dans  le  mouvement  du  point 
décrivant  une  position  quelconque  de  la  génératrice,  comme  dans 
cehn  de  la  génératrice  décrivant  nue  jiortion  d'aire  (jiielconque,  il  n'y 
a  jamais  ni  lacune  ni  saut  brusque.  Tant  cpie  l'autre  syslen)e  remplit 
les  mêmes  conditions,  il  y  a  continuité  relative. 

En  résumé,  soit  une  fonction  quelconque  réelle  ou  imaginaire,  la 
v;u'iable  peut  être  assujettie  à  varier  continûment  entre  certaines  li- 
mites. Quelle  que  soit,  en  ce  cas,  la  détermination  particulière  du 
mode  de  variation ,  il  reste  caractérisé  par  l'absence  de  tout  chan- 
gement brusque,  et  la  fonction  varie,  en  général ,  de  la  même  ma- 
nière. Aussi  longtemps  que  cette  condition,  supposée  remplie  par  la 
variable,  l'est  également  par  la  fonction,  on  dit  de  celle-ci  qu'elle  est 
et  demeure  fonction  continue  de  la  variable  que  l'on  considère. 

D'après  tout  ce  qui  précède,  je  crois  être  en  droit  de  poser  la  con- 
clusion suivante  : 

Dans  le  théorème  de  <V/.  Cauchj ,  relatif  an  développement  des  jonc- 
tions en  série,  la  condition  de  continuité  n'est  pas  la  seule  tju'on  doive 
mentionner.  Elle  est  insujjisante,  vu  quelle  n'implique,  en  aucune  ma- 
nière, une  certaine  pciiodicité  de  la  Jonction,  condition  essentiellement 
distincte  de  la  première  et  non  moins  nécessaire. 

application  de  la  throric  qui  précède  à  la  solution  de  plusieurs  difficultés. 

L'énoncé  que  j'ai  reproduit  dans  la  prenuere  partie  de  cette  Note 
I  Do/r  page '3o6) ,  se  ternuue  par  ces  mots  :  hors  de  là,  la  série  devient 
divergente. 

M.  Cauchy  n'admet  pas  que  la  discontinuité  de  la  fonction  entraîne 
toujours  la  divergence  du  développement.  Loin  de  là,  il  fait  la  re- 
marque suivante  : 

«  J'ai  précisément  émis  l'opinion  contraire  à  celle  qu'énonce  ici 
«  M.  Lamarle,  dans  un  précédent  Mémoire  où  je  me  suis  spécialement 
"  occupé  des  Jonctions  dont  les  développements  restent  convergents , 
•>   tandis  quelles  deviennent  discontinues.  .\L  Lamarle  lui-même   ne 
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»  pourra  révoquer  ou  tloule  l'existence  de  fonctious  tjiii  pnsenleul  ce 
»  double  caractère.  Il  me  suflira  de  prendre  pour  exemple  la  (onc- 
»  tion  même  qu'il  a  choisie  couuno  propre  à  montrer  une  a|)pli(ation 
»   du  théorème  général ,  savoir  : 

(i-f-.r)'", 

»  et  de  considérer  spécialement  le  cas  ou,  le  module  /de  x  étant 
»   inférieur   à   l'unité,    l'exposant   ///   di\i('iil    fractionnaire,   <•!   de  la 

»  forme -5  p,  q  étant  des  nombres  entiers.    » 
q    '      < 

Observons  d'abord  que  je  n'ai  point  entendu  parler  dt -^  loni  tions 

dans  lesquelles  il  surviendrait  tout  à  cotip  un  changement  brusque  du 

mode  de  construction.  Si  l'on  avait,  par  exemple, 


/        sin    -^  —  X  1  z  +  sin  (g  —  x\ 
o,f    \       _Vi 1 \3 1 


z 


^-  =  l'  +  oif   /       —^ '— -^^ '-  dz, 

il  est  clair  que  la  série  resterait  convergente  pour  toute  valeur  de  jr 
inférieure  à  l'unité;  et  cependant  il  v  aurait  changement  brusque  pour 

les  valeurs  particulières  x  ^  j^   o-  =  :5- 

La  restriction  que  je  viens  d'indiquer  résulte  de  la  nature  niénie  de 
la  question.  On  est  naturellement  conduit  à  la  faire,  et  elle  peut 
rester  sous-entendue  sans  crainte  d'aucune  méprise.  Aussi  n'est-ce  pas 
siu'  ce  point  que  porte  l'objection  qui  m'est  opposée. 

Avant  d'aborder  la  discussion  de  chacun  des  exemples  produits  |)ar 
M.  Cauchy  à  l'appui  de  son  opinion,  d  convient  que  je  rap|)elle  en 
(juelques  mots  la  marche  que  j'ai  suivie  pour  fixer  d'une  manière  pré- 
cise le  sens  des  opérations  à  effectuer  dans  les  diverses  applications  du 
théorème  qui  nous  occupe. 

Soity(x)  une  fonction  quelconque,  supposée  réelle:  si  l'on  \  rem- 
place X  par  re^v'-',  il  vient 

(.)  /(/■/^^-')=ç(r,  Ô)  +  ^ir.e)v~, 

s  et  i[i  étant  deux  fonctions  réelles. 

Imaginons  maintenant  qtie,  pour  toute  valeur  de  .r  inférieure  au 

4u. 
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nombre  R,  [[or]  soit  cléveloppablp  en  série  convergente  dapres  la  tor 

mule  de  Maclaurin.  On  aura 

(2)  f \x)  =  a  +  bx  ^  ex-  -)-..., 


et,  par  suite , 


/(' 


[re 
De  là  résulte 


,^— f\        I  a -h  hr cosS -h  cr'^ cosiB  + ...   j 

-  y—  1  {brs\n  9  +  cr''  sin  1O  -h...)] 


(  3)  (p  [r,  Ô)  =  rt  -(-  hr  cos  $  -H  cr"  cos  u6  -(-..., 

(4)  <]>  (r,  6)  —  hr  sin  5  +  ci  -  sin  26  + .  • .  • 

Tant  que  ces  équations  subsistent,  c'est-à-dire  tant  que  le  module  r 
leste  compris  entre  )-  R  et  —  R  ,  les  fonctions  f  '  r,  0),  <^  (r,  6)  se 
trouvent  assujetties  à  remplii-  plusieurs  conditions  importantes  : 

I".   Pour  toute  valeiu'  de  /■,  elles  varient  continûment  avec  6; 

■2°.  Pour  toute  valeur  de  8,  elles  varient  continûment  avec  r: 

3".  Elles  affectent  une  certaine  périodicité,  en  vertu  de  laquelle  on 
a  constamment 

f  ('■'  ^)  =  ?  ('•»  ^  +  2Â-7r),         ^J;  (/■,  d)  =  <],  (r,  6  +  ikn), 

et,  en  outre, 

(p{r,d)  =  Œ  [—/•,$  +  (-aA  4-  i)7r],      '],(r,6)  =  'ij>[—r,e-h  (a/t -H  1)  ttj  , 

ikî:  représentant  ini  multiple  quelconque  de  la  circonférence. 

Bien  que  ces  conditions,  prises  avec  toute  l'extension  qu'elles  com- 
portent ,  doivent  èti'e  considérées  comme  luic  conséquence  nécessaire 
de  la  possibilité  du  dévelojipement ,  on  peut  néanmoins  les  restreindre 
sans  qu'elles  cessent  pour  cela  d'être  suffisantes.  C'est  ainsi  qu'en  les 
réduisaTil  au  plus  petit  nombre  possible,  on  est  conduit  à  faire  abs- 
traction des  valeurs  négatives  du  module,  à  limiter  la  variation  de  l'ar- 
gument 0  par  les  valeurs  extrêmes  o  et  ■.>  tt,  enfin  à  exprimer  la  condi- 
tion de  périodicité  par  les  équations  particulières 

(5)  f  (r,  o)  =^  (f,  [i;  an),     ^  [^1;  o)  =  v); (;•,  -i nj. 
Tel  est  le  sens  que  j'ai  attaché  à  l'énoncé  suivant  : 
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Pour  (juime  fouet  ion  soit  dih'eloppnhlc  en  série  convergente  ,  ef  après 
lajonnule  de  Mdcltinrin,  il  Jaitt  deux  conditions  distinctes,  à  la  Jois 
nécessaires  et  siiffisantes. 

La  première,  c'est  <jue  la  continuité  suhsiste  à  partir  de  r^  o,  pour 
toute  valeur  du  module  égale  on  injerieure  à  celle  cpte  l'on  considère; 

La  seconde,  c'est  que,  dans  cet  intervalle,  chacniic  des  Joru:tions 
<p  {r,  d) ,  ([/  (r,  9)  reprenne,  pour  6  =  in,  la  valeur  qu'elle  prend  pour 

e  =  o. 

Quant  à  la  marche  k  suivre  dans  les  diverses  applications,  elle  est 
toute  tracée  par  les  considérations  qui  précèdent.  On  connnence  pai' 
effectuer  la  séparation  indiquée  par  l'équation  (i);  pins,  prenant  a 
part  les  fonctions  9  [r,  6),  <h{r,  Qj,  on  examine  si,  pour  toute  valeur 
de  /',  moindre  qu'un  certain  nombre  R,  elles  satisfont  à  la  condition 
des  limites  exprimée  par  les  équations  (5).  En  supposant  cette  condi- 
tion remplie,  i\  faut  s'assurer,  en  outre,  que  la  continuité  subsiste  a 
partir  de  r  =  o,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  (^{r,6),  di{i',0)  ne  su- 
bissent aucun  changement  brusque  : 

r*.  Lorsque.  le  modide  r  affectant  une  valeur  quelconque  mouidre 
que  R,  l'argument  0  varie  avec  continuité  entre  les  limites  o  et  •>. -  ; 

i".  Ijorsque  ,  9  demeurant  quelconque  et  constant,  /  varie  conti- 
nûment à  partir  de  o  jusqu'à  la  limite  R. 

Cela  posé,  cherchons  si  les  fonctions  choisies  poiu-  exemple  par 
M.  Cauchy  présentent  effectivement  le  double  caractère  qui  leur  est 
attribué,  c'est-à-dire  s'il  est  vrai  qu'elles  deviennent  discontinues, 
tandis  que  leurs  développements  demeurent  convergents. 

Soit  d'abord  !a  fonction 

p  p  

(I  +  x)i  =  (i  +  rcos  9  -{-  \  —  i  rsmd)i  =  f  [r,  9)  +  \  —  i  >\i  \r,  6). 

Pour  déterminer  chacune  des  fonctions  œ   r,  9),  di  [r.  6],  je  fais 
I  +  r  cos  9  =  p  cos  a ,     r  sin  6  =  p  sin  a. 

De  là  résulte 

p  p 

fp  (r,  9)  =  pi  cos  -  a ,     4*  ('■'  9)  =  p^sm*'  a. 

Il  vient,  d'ailleurs,  en  adoptant  pour  0  la  racine  positive  fournie  pai 
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le  radical. 


j5  =  V  i  -+-  /•■'  +  arcos  &. 
l'jir  livpotlièse,  /est  plus  petit  que  l'unité.  On  a  donc  constamment 

cos  a  >  o. 

ijiiaiit  a  sin  a,  il  change  de  signe  et  s'annule  avec  sin  6. 

Il  suit  de  là  que,   tandis  que  6  varie  entrr  o  et  n,  l'angle  a  part 

(le  o.  croit  continûment  jusqu'à  une  certaine  limite  moindre  que-i 

puis  décroît  de  manière  à  redevenir  nul  pour  0  ^^  n.  Au  delà,  c'est-à- 
dire  lorsque  0  passe  de  la  valeur  n  à  la  valeur  2?:,  la  variation  de  a  se 
reproduit  symétriquement,  avec  cette  seule  différence  que.  de  positil 
qu'il  était  d'abord,  l'angle  a  devient  négatif.  En  d'autres  ternies,  si 
l'on  désigne  par  ê  et  S'  deux  valeurs  de  a  correspondantes,  l'une  à  6 , 
l'autre  à  a::  —  5,  il  est  visible  qu'on  a  généralement 

g'  =  -  g. 

l^es  valeurs  de  a  qui  répondent  à  6  =  o  et  à  ô  =  in,  se  réduisant  à 
une  seule  et  même  valeiu-,  zéro,  la  condition  des  limites  est  évidem- 
lucnl  satisfaite.   11  en  est  de  même  de  la  condition  de  continuité,  les 

variables  p,  cos-  a,  sin-  a  ne  subissant  aucun  changement  brusque. 

Ou  voit  donc  que  si,  pour  toute  valeur  du  module  moindre  que 
l'unité,  la  fonction 

/_^ 

(i  -+-  x)i 

e>l  développable  eu  série  convergente  d'après  la  formule  de  IMaclaurin, 
elle  est  en  même  temps  contiiuie  pour  tout  cet  intervalle. 

D'accord  avec  moi  sur  les  principales  données  de  cette  question, 
M.  Cauchy  y  introduit  une  convention  arbitraire,  et,  par  elle,  il  crée 
une  discontiiHiité  factice.  La  convention  dont  je  parle  consiste  à  n'ad- 
met Ire  pour  l'angle  a  que  (les  valeurs  positives ,  oinprises  entre  les  limites 
o  l't  9. TT.  Dans  ce  système,  l'angle  a.  prend  tout  à  coup  deux  valeurs, 
lorsqu.'on  fait  0  =  t:  :  l'une  est  o,  l'autre  o.n.  Ea  première  subsiste 
comnie  limite  de  la  suite  qui  commence  à  5  =  o  et  fuiit  à  5  =  tt;  la  se- 
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coude,  comme  origine  îles  valeurs  qui  se  succécleiit  a  partir  de  5  =r:  7: 
jiis(|u'à  5  :=  2;r.  De  là  vient  la  discouliruiité.  l>lle  dépend,  ainsi  (pion 
le  voit,  d'iuie  condition  particulière,  aihilrairenient  intioduite  dans  un 
mode  de  variation  qui  déjà  se  trouve  coniplélcmeiitdéternnné.  l/angU-  y. 
n'est  point  une  variable  dont  on  dispose,  c'est  une  fonction  de  la  va- 
riable indépendante  Q.  Dira-t-on  que,  Q  variant  entre  les  limites  <> 
et  in,  la  l'onction  a  doit  être  assujettie  à  varier  entre  ces  mêmes  limites.' 
Une  pareille  prétention  serait  insoutenable.  Comment,  dailleuis,  jus- 
tifier la  bizarre  anomalie  que  présenterait  la  fonction  a,  si ,  n'alfeetani 
jamais  qu'une  valeur  unique,  elle  en  acquérait  deux  pour  5  =  tt? 

Ce  premier  point  étant  éclairci,  passons  aux  exenq)ies  cités  par 
M.  Cauchy,  dans  le  Mémoire  qu'il  a  publié  sur  les  fonctions  dont  les 
dévelo|)pements  restent  convergents ,  tandis  qu'elles  deviennent  dis- 
continues (voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences, 
tome  XIX,  page  142)- 

Ces  exemples  sont  au  nombre  de  deux  ;  je  les  examinerai  successi- 
vement. 

Considérons  d'abord  la  fonction 

,       JL  , L 

jr  ^\i  —  x-  -^  X  {1  —  x^)  -  V  —  '  ]  '  -^\^\  —  x"^  —  X  {■>.  —  .r'  j  -  \  —  i  |  ' . 

M.  Cauchy  fait  observer  que,  pour  des  valeurs  réelles  de  la  variable  x. 
la  fonction  y  cesse  d'être  continue  à  partir  de  .r'  =  i .  Il  démontre, 
d'ailleurs,  que  le  développement  de  cette  fonction,  ordonné  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  j:,  ne  cesse  pas  d'être  convergent,  tant  que 
l'on  a 


x'  <,  1. 


Posons 


I  —  ar^  =  cos  a ,     r  \l  •>.  —  x* 

Nous  aurons,  en  substituant, 

X                    arc  cos  (  i  —  j") 
J  =^'i-  cos  5  =  2  cos 2 

La  forme  sous  laquelle  je  viens  d'écrire  la  fonction  j>-  montre  évi- 
demment que ,  pour  des  valeurs  réelles  de  la  variable  x,  cette  fonction 
ne  cesse  pas  d'être  continue,  à  partir  de  x=  i,  comme  le  siqipose 
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M.  Caucli\  ,  mais  seulement  à  partir  de  x'^  =  i.  il  ii  y  a  donc  nen 
d'extraordinaire  à  ce  que  son  développement  demeure  Convergent  jus- 
qu'à cette  dernière  limite.  Ici  encore  la  discontinuité  prétendue  n'existe 
que  comme  résultat  d'une  convention  purement  arbitraire.  Cette  con- 
vention, reproduite  dans  l'ouvrage  déjà  cité  de  M.  l'abbé  Moigno , 
consiste  en  ce  que  le  changement  de  signe  de  la  partie  réelle  i  —  x^  est 
regardé  comme  impliquant  une  solution  de  continuité. 
Prenant,  eu  second  lieu,  la  fonction 


_/  =  V'2  —  3j:  -\-  x'^  ■=  \/{x  —  x){^  —  x), 

et  posant 

X  —  re*V^, 
doù  réstdte 


y  =  y  2  —  SrcosÔ  +  r^  cos  aô  —  (3rsin  $  —  r-  sin  2  $)  \J—  i, 

M    (.audiv  remarque  que  la  partie  réelle  de  l'expression  placée  sous  le 
radical,  savoir, 

2  —  3 /cos  6  -t-  /'^  cos  i9  =  ii  j —  rcos  5  )  +  5  —  r^i 

s'évanouit  quand  on  pose 


r  =  i/  Z  '     cos  b 


3  2 
47 


et,  par  conséquent,  devient  négative  pour  certaines  valeurs  de  6,  alors 
que  /  est  com|)ris  entre  l/^  et  1.  11  conclut  de  là  que  la  fonction  y,  qui 
reste  continue  par  rapport  à  r  et  6  pour  toute  valeur  du  module  infé- 
rieure à  i/L  devient  discontinue  à  jjartir  de  celte  limite. 

D'un  autre  côté,  M.  Cauchy  constate  que  si  l'on  développe  la  fonc- 
tion j^^\\  —  x\-x  —  X  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  a:,  la  série  ainsi  obteiuie  ne  cesse  pas  d'être  convergente 

pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  \/Z'  mais  inférieures  à  l'unité. 
Apres  avoir  produit  ce  dernier  exemple  d'une  lonclion  dont  le  déve- 


PITRES  ET  ATMM.IQrÉES.  ^?>'J 

loppement  reste  convergent,  landi^  (ni'elle  devient  (lisronlinnr , 
M.  Cauchy  ajoute  : 

«    Ail  reste,  il  est  important  d'ohserver  que  les  deux  expressions 

(■.i  -  3:r  +  x')  2,     (i  —  .r)'^  (a  -  x\^, 
»   sont   deux  formes   différentes  d'une  seule  et  interne  fonelion.  Idnl 
»   (jiir  le.   module  de  x  reste  injerieiir  a  la  liinile  \/ L-  .Mais  quand   le 

»  module  de  x  devient  supérieur  à  cette  limite,  les  deux  expressions 
»  dont  il  s'agit  repréientent  deux  fonctions  distinctes,  qui  ne  sont 
»  plus  identiquement  égales  entre  elles  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
»   de  l'angle  6.  De  ces  deux  fonctions,  la  seconde  seule  reste  continue 

»   pour  un  module  de  X  supérieur  à  i/iî  mais  inférieur  à  l'imité,  ei 

»  représente  constamment  dans  cet  intervalle  la  sonune  de  la  série 
»  qu'on  avait  obtenue  en  développant  la  première  fonction.   » 

En  reproduisant  ce  passage,  où  les  règles  fondamentales  du  calcul 
semblent  être  en  défaut,  j'ai  voulu  montrer  le  danger  des  conventions 
sur  lesquelles  repose  le  paradoxe  énoncé  par  M.  Cauchy.  Comment 
concevoir,  en  effet,  qu'il  ne  soit  pas  permis  d'écrire  identiquement 


slii  —  "ix  +  X*  =^  \  i  —  X  v'a  —  -r. 

\a  difficulté,  qui  se  présente  ici,  disparaît  d'elle-même,  lorsque, 
laissant  de  côté  toute  convention  arbitraire,  on  procède  suivant  la 
marche  que  nous  avons  tracée. 

L'expression  à  transformer  étant 


y  =  Y  2  —  3/'COs6  -+-  i'  cos  1$  —  ('^/-sinô  —  r"  sin  aSj  y  —  i 

je  pose 
■2  _  3 /cos  ô  4-  /  ^  cos  'lO  ^  p  cos  a,     3rsin  5  —  /■  sin  26  =  6  sm  a. 

De  là  résulte 

(p  (r,  Q)  =  p^  cos  ^,     >i^  (/•,  Ô)  =  -  p^  sin  ^• 

TomeXIl  -Août  1847.  4^ 
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On  a,  d'ailleurs,  en  adoptant  la  valeur  positive  fournie  par  le  radical  > 


(,  —  \l[\—  -îr  cos  0  ■+- 1")  (4  —  4  r  cos  9  -I-  r*). 

Si   loM    i-emarque  ipie  la   valeiu-  de  p  sin  k  peut  se  nietlir  sous  la 
iormv 

(j  sin  a  =  rm\  8  (i  —  i  rcos  Ô) , 

et  que  p  n'est  jamais  nul,  si  ce  n'est  pour  les  valeurs  particulières 
/■=i,  /•=::>,  combinées  avec  9  =:  o  ou  5  =  arr ,   on  voit   immcdiale- 

menl  que,  jjour  toute  valeur  de  /moindre  que      et  autre  que  1  luiité, 

sin  a  change  de  signe  et  s'annule  avec  sin  9. 
Ola  posé ,  soit  d'abord 


comme  on  a 

3 


S/I' 


p  cos  a  =  a  (  -7  —  /•  cos  9  )   -I-  ^ 


il  est  visible  que  cos  a  reste  constanuuent  |)ositil. 

Il  suit  <!('  la  que,  tandis  que  5  varie  entre  o  et  -,  l'angle  a  part  de 

zéro,  croît  continûment  jusqu'à  une  certaine  limite  moindre  que  -> 

|)uis  décroit  de  manieie  à  redevenir  md  pour  5  =^ -.  Au  delà,  c'est-à- 
dire  lorsque  5  passe  de  la  valeur-  à  la  valeur  >. ti,  la  variation  de  a  se 
reproduit  symétriquement,  avec  celte  seule  différence  que,  de  positif 
qu'il  était  d'abord ,  l'angle  a  devient  négatif. 

Ea  condition  des  limites  est  évidenunent  satisfaite,  (^n  voit  égalcmerif 
qu(>  la  continuité  n'est  pas  interronqjue. 

Soit  ensuite 


s/l- 


KieTi  ne  change,  si  ce  n'est  que  la  variation  de  y.  s'étend,  sans  la  dé 
passer,  jusqu'à  la  limite -• 
Soif  maintenant 

v1 


'•>  V/s<  ' 
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En  écrivant  la  valeur  de  ocosa,  sons  la  lonnc  suivante  ; 

|5COsa  =  2  I  rcose  — ~r~  "    j  \  l'cos^ ^ )•. 

il  est  ais('  de  voir  (nic  l'icii  ni'  tli;in^r  cmoit',  si  ce  nCsl  (|ii<'  l:i  va- 
leur -  est  dépassée  ci  (|u"elle  ré|jon(l  .1  une  vaiciii  de  5  <|iii  se  rap- 
proche indéfiniment  de  zéro,  à  niesuie  cpie  le  module  /  eonserge  vers 
l'unité. 

En  ce  cas,  a  part  de  zéro,  croît  jusqu'à  une  certaine  limite  moindif 
que  71,  puis  décroil  et  redevient  nul.  Celte  variation,  toujours coutiruie, 
s'accomplit  en  même  tenq)s  que  5  croit  de  o  à  7:.  Au  delà,  c'est-a- 
dire  quami  5  croît  à  partir  de  ;:  jusqu'à  arr,  la  variation  de  v.  se  re- 
produit symétriquement,  avec  cette  seule  différence  que.  de  positil 
qu'il  était  d'abord  ,  l'angle  a  devient  négatif. 

Cette  discussion  montre,  que  la  condition  des  limites  ne  civsse  pas 
d'être  satisfaite  et  qu'il  y  a  toujours  continuité. 

Soit  encore 


il  vient  alors 

I  —  2  cos  9.0  3^2  cos  6           6 

cos  «  ^ -^sui-;  sin  a.  =                =cos-- 

\5  —  4<^<">'^      ^  v5 — 4'"''*''       "*■ 


On  a,  d'ailleurs, 


p  =  a  sin  -  \  5  —  4  cos  5. 


l.eseul  changement  qui  s'introduise,  relativement  au  mode  de  variation 
qui  précède,  consiste  en  ce  que  l'angle  a  ne  part  plus  dr  zéro,  mais 

bien  de--  Cette  circonstance  empêcherait  que  la  condition  des  limite.- 

fût  remplie,  si  p  ne  s'annulait  point  aux  i\ev\  limites  ô  =  u,  5  =  :.>r. 
Quant  à  la  continuité,  il  est  visible  qu'elle  subsiste  sans  interruption. 
Il  est  vrai  que,  pour  toute  valeur  de  /•  moindre  que  lunilé.  l'angle  a 

part  de  zéro,  tandis  que  pour  r=  t  ,  sa  valeur  initiale  est  -  Toute- 
fois, il  n'y  a  pas  de  changement  brusque  dans  les  fonctions  f  [r,  ô) , 

43.. 
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t\iyr,  9).  Poui  s'en  cuiiviiiiitre,  il  siiiUt  d'observer  que,  taiiilis  que  le 
module  converge  vers  l'unité,  les  valeurs  de  p  et  de  a, "qui  répondent 
à  des  valeurs  de  6  très-voisines  des  limites  o  et  ut:  ,  se  rapprochent  in- 
déllnimenl  <!<■  i-elles  (pii ,  dans  l'Iiypothese  /  =  i .  répondent  à  ces 
iinules. 

Supposons,  en  dcrniei-  lieu,  (jue  la  valeur  du  module  soit  comprise 


3 

entre  i  et  -• 

•2 


Kn  ce  cas,  les  valeius  extrêmes  de  l'angle  a  sont  respectivement 
H-  n  et  —  n.  D'un  autre  côté,  p  ne  s'aimule  point.  La  condition  des 
limites  n'est  donc  plus  satisfaite  pour  la  fonction  i]>  (r,  d),  et,  par  con- 
séquent, la  série  cesse  d'être  convergente.  Néanmoins,  et  c'est  là  une 
circonstance  qu'il  importe  de  signaler,  il  suffit  que  la  valeur  attribuée 
à  f,  reste  constamment  positive,  pour  i\\\v  la  continuité  ne  soit  pas 
interrompue. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que,  contrairement  à  l'opinion  de 
M.  Clauchy,  et  eu  égard  a  ce  qu'd  n'est  pas  permis  de  considérer  le 
changement  de  signe  de  la  partie  réelle 

■j.  —  i  r  cos  5  -f-  r'^  eus  x  5  , 

comme  impliquant,  par  lui  seul,  une  solution  de  continuité,  la  fonc- 
tion 

j  —  y^,2  —  3x  -I-  x^ 

est  constamment  continue,  non-seidernenl'pour  des  valeurs  du  module 
inférieures  a  l'unité,  mais,  en  outre,  pour  des  valeurs  plus  grandes, 
les  quantités  /•  et  p  conservant,  par  hypothèse,  tui  seul  et  même  signe. 

On  observera  qu'en  détruisant  l'objection  qui  mêlait  opposée,  j'ai 
fait  aussi  disparaître  le  paradoxe  énoncé  dans  le  passage  reproduit  ci- 
dessus  '^page  'V.i'jV 

Dans  la  Note  à  laquelle  je  réponds,  .M.  (auchy  exprime  l'<>|)inion 
suivante  : 

■  La  nature  des  conventions  a  ime  influence  marquée  sur  le  carac- 
•  tere  des  fonctions  considérées  comme  continues;  de  sorte  (pi'en 
"   passant  d  un  système  de  convention  a   un  autre,  on   peut   rendre 

discorttinues  des  fonctions  qui  étaieni  continues,  et  réciproquement. 
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)'  D'après  cette  remarque,  il  n'y  pas  lieu  de  s'étonner  que  les  dévelop- 
r  pements  de  rcrl.iiiies  (oiutions  rcstcnl  cnnvergenls.  dans  le  cas  on 
')  ces  fonctions  deviennent  discontinues,  puis(iu'en  inodilianf  les  con- 
»  ventions  admises,  on  peut  quelquefois  enlever  à  une  (onction  dont 
»  le  développement  était  convergent  le  caractère  de  continuité.  Pour 
"  rendre  plus  soiivenl  applicaldc  le  tliéoiéuie  sur  la  coiivcrf^i'ncc  des 
»  développements,  il  est  évidemment  utile  d'adoptei'  les  conventions 
»  qui  conservent  ce  caractère  le  plus  longtemps  possible  aux  fonctions 
»  employées  dans  le  calcul.   » 

Selon  moi,  le  caractère  d'où  dépend  la  continuité  est  un  caractère 
absolu  qu'on  n'est  point  maitre  de  modilier,  et  qui  se  conserve  intact 
dans  tout  système  de  convention  susceptible  d  être  introduit  dans  le  cal- 
cul, sans  porter  atteinte  aux  principes  fondamentaux.  Quoi  qu'il  en 
soit,  M.  Cauchy  reconnaîtra,  sans  doute,  qu'en  adoptant  ma  manière  de 
voir,  l'on  restitue  aux  fonctions  qu'il  a  clioisies  |)our  exemple  la  con- 
tinuité dont  elles  se  trouvent  dépouillées  dans  le  système  de  conven- 
tions qui  lui  appartient.  .Sous  ce  rapport,  et  alors  même  qu'on  serait 
libre  d'opérer  autrement,  il  y  aurait  donc  avantage  à  se  conformer  aux 
principes  que  j'ai  développés  ci-dessus.  Ce  n'est  point  en  appliquant 
ces  principes,  mais  pour  s'en  être  écarté,  que  M.  C-aiicliv  a  introfluii 
la  discontinuité  là  où,  en  réalité,  elle  n'existe  point. 

Avant  de  terminer  cet  article,  j'ajouterai  quelques  mots  sur  la  con- 
dition de  continuité  considérée  par  rapport  aux  fonctions  dérivées. 

Lorsque  j'ai  dit  de  cette  condition  qu'elle  pouvait  être  omise,  j'ai 
erileudu  exprimer  qu'elle  devait  l'être  nécessaiiement.  M.  Caucliv  fait 
oliserver  qu'on  pourrait  à  la  rigueur  se  passer  de  la  coiisidcrafion  des 
fonctions  dérivées,  mais  qu'il  vaut  mieux  ne  pas  l'abandonner  entière- 
ment, attendu  qu'elle  sert,  en  certains  cas,  à  détenniner  le  module  des 
séries. 

On  sait  que  les  limites  entre  lesquelles  la  série  de  Maclaiirin  est 
convergente  sont  les  mêmes  pour  la  fonction  (pie  pour  Tune  quel- 
conque de  ses  dérivées,  et  réciproquement.  En  faisant  cette  remarque 
dans  mon  premier  travail  sur  le  tliéorème  de  M.  ("aucliy,  j'ai  été  con- 
duit à  observer  que,  bien  que  la  considération  de  la  dérivée  fût  sii- 
pertlue  et  indirecte,  il  pouvait  être  quelquefois  plus  simple  d'y  re- 
courir. Dans  ce  cas,  la  dérivée  se  substitue  a  la  fonction,  et  celle-ci 
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cesse  d'exigt  T  aucune  vérification  directe.  En  général,  le  contraire  a  lieu, 
<Vst-à-dire  qu'on  opère  sur  la  fonction,  sans  avoir  à  s'inquiéter  de  la 
dérivée.  Les  calculs  à  faire  n'étant  pas  loujonrs  aussi  simples  qu'il 
serait  désirable,  il  est  bon  que  l'énoncé  du  théorème  ne  laisse  aucun 
doute  sur  l'inutilité  d'une  double  opération  ou  la  fonction  et  sa  déri- 
vée devi-aient  toutes  deux  intervenir.  Il  convient,  d'ailleurs,  au  point 
(le  vue  de  la  rigueur  malliématique .  qu'inie  condition,  démontrée 
surabondante,  ne  figure  point  au  nombre  de  celles  qui  sont  réputées 
nécessaires. 

Une  observation  du  même  genre  m'a  été  suggérée  par  la  lecture  d'un 
Mémoire  [*J  cité  dans  la  Note  à  laquelle  je  réponds.  Apres  avoir  posé 
ré()iiation 

>\ 


f. 


.M.  (iaiichy  ajoute: 

«  (jBtle  équation  suppose  que  la  fonction  y  ur)  reste  finie  et  continue 
»  par  rapport  à  la  variable  x,  depuis  la  limite  x=  Xp  jusqu'à  la 
'    limite  x  =  X.   » 

le  ferai  remarquer,  comme  je  l'ai  dit  ailleurs  .  que  l'équation  dont 
il  sagil  suppose,  en  général,  non  pas  que  la  dérivée/ (x),  mais  bien 
que  la  fonction  F  {x  : ,  demeure  continue  dans  l'intervalle  que  l'on 
(  onsidère. 


^  *j   Voir    (^omptrs    rrruliis    r/es    Sianr(\    di     V Aindèmif    rie.i    Sctc/iccs,    tome  XVIII, 
|>;i!;;o  lO'j3 . 
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NOTE 

SUR  lA   THÉORIE    OES    NORMALES    \    UNE    MÈMI     SI  Hr\(  I": 
Pvi.  M    J.  BERTKAM» 


Dans  un  M(''int)iie  qui  fait  partie  du  tome  TX  de  ce  Journal,  j'ai  dé- 
montré un  théorème  (|ui,  combiné  avec  une  formule  bien  connue 
d'Euler,  liéfinit  d'une  manière  complète  la  disposition  (les  normales 
à  une  même  surface  autour  d'un  point  tlonné.  J'ai  déduit,  comme 
corollaire  de  ce  théorème,  une  proposition  qui  peut  être  utile,  dans 
certains  cas,  pour  décider  si  des  droites  sont  ou  ne  sont  pas  normales 
à  une  même  surface  : 

■  Pour  que  des  droites  dont  la  direction  est  donnée  en  fonction  des 
»  coordonnées  de  leur  point  de  départ,  soient  normales  à  une  série 
»  de  surfaces,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  prenant  un  point  A  dans  l'es- 
»  pace  et  la  droite  AZ  qui  répond  à  ce  point,  si  dans  le  plan  normal 
»  à  AZ  nous  menons  deux  lignes  infiniment  petites,  égales,  AB,  AC. 
»  se  coupant  h  angle  droit,  l'angle  du  plan  ZAH  avec  la  normale  au 
»   point  R  soit  égal  à  l'angle  du  plan  ZAC  avec  la  normale  au  point  (1. 

Le  but  de  cette  Note  est  de  généraliser  la  proposition  précédente  et 
(l'établir  une  relation  analogue  entre  les  positions  de  deux  normales 
menées  aux  extrémités  de  deux  arcs  infiniment  petits,  égaux,  tracés 
sui-  la  surface  à  partir  du  point  A  et  faisant  entre  eux  un  angle  quel- 
conque donrié. 

11  est  facile  d'apercevoir,  à  priori,  qu'une  pareille  relation  doit  exis- 
ter; la  position  des  normales  à  une  surface  autour  dun  point  donné 
ne  dépend,  en  effet,  que  de  trois  éléments,  savoir:  la  direction  île 
l'imedes  lignes  de  courbure,  et  les  deux  rayons  principaux.  Or.  pour 
définir  la  position  de  deux  normales  en  des  points  donnés,  il  tant 
quatre  angles;  ces  angles  ne  dépendant  que  de  trois  cpianlités,  il  doir 
nécessairement   exister   entre  eux   une   relation. 
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Soient  A  la  position  d'iiii  point  sur  une  surface,  AZ  la  normale  en  ce 
point.  AB ,  AC  deux  arcs  infiniment  petits  égaux  ,  tracés  sur  la  sur- 
face et  faisant  entre  eux  un  angle  (;.  On  peut  définir  les  normales  aux 
points  B  et  C,  par  les  angles  5  et  9'  que  ces  normales  lont  avec  les  plans 
ZAB,  ZAC,  et,  par  les  inclinaisons  ij)  et  (]>'  de  leurs  projections  sur  ces 
plans  avec  l'axe  AZ.  On  sait  que  ces  derniers  angles  <i>  et  (j/'  sont  pro- 
portionnels aux  courbures  des  sections  faites  dans  la  surface  par  les 
plans  ZAB,  ZAC;  nommons  Jc  l'angle  de  la  direction  AB  avec  l'une 
(les  lignes  de  courbure,  et  r,  R  les  deux  rayons  de  courbure  de  la 
surface,  enfin  ds  la  valeur  commune  des  arcs  AB.  AC. 

Nous  aurons,   par  le   théorème  connu  d'Euler, 

■l         1        5  >    •   2 

,  i)  -'7  =  ïT  cos*  X  +  -  sm^  X , 

fîl  V  =  ^  cos-  (X  -h  Ô)  -f-  -  sin*  (x  -H  B). 

^    '  ris         R  '' 

D'ailleurs,    dapres   une  formtde  démontrée  dans   mon   Mémoire  sur 
la  théorie  des  surfaces  (tome  IX,   page  i4"),  on    a 


3)  f=^*(ff-;) 

4)  f'=^''(i-;)™'«(-^ 


sm  9.x, 

+  91 


Si,  entre  ces  quatre  fornudes,  nous  éliminons  x,  R  et  /•,  nous  ob- 
tiendrons la  relation  cherchée  entre  les  angles  (f,  cp',  ^,  y  et  6. 
En  divisant  membre  à  membre  les  deux  équations  (3)  et  (4),  il  vient 

hin[2(j-<-e)]  _f' _ 


on  en  tire  farilcment 

(5)  tangax  = 


If  sin  9. 6 
' —  ocosaO 

<)>  '  sin  -ib 


D'ailleurs  les  équations  (1)  et  (2)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(8)  ■      i.=;(j--;)-j"'"''^"(5-^)-. 


ds          2 

(r  +  t) 

I  f' — <fCos?,  9 
ds        sin  2  6 

ds          2 

a-;) 

1  f  '  cos  2  e  —  » 
rf.f        sin  2  G 
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Hemplaroiis,    dans    les    formules   (n      et   (8), par   -r-r-—- 

.  '  ^    '       l\  /       '  f/.fsin  '>x 

et  y— — -. --.nuis,  dans  le  résultat,  écrivons,  au  lieu  de  taiiK  o>.j"  et 

de  tang  2  (j7 -t- ô),  leurs  valeurs  fournies  par  les  lormulcs  5',  et  (6), 
il  vi<>ii(lra 

(9) 
(lo) 

soustrayant  ces  deux  équations  Tune  de  l'autre  et  supprimant  le  fac- 
teur rts,  les  quantités  R  et  r  s'éliminent  en  même  temps  ,  et  nous  avons 

/       \  11/  (f  +q')(cos2  6  — l)  ,  ,.^  , 

ce  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(.a)  ^=-tange. 

Si  Ion  prend  6  =  go",  on  doit  avoir  (p'  =  —  tp;  ce  qui  est  précisément 
le  théorème  que  je  rappelais  en  commençant  cette  Note.  La  fornude  (  i  ■>.) 
peut,  par  conséquent,  être  considérée  comme  une  généi-alisation  de  ce 
théorème. 

Cette  formule  [\i)  peut  aussi  nous  conduire  à  l'expression  générale 
de  la  valeur  de  l'angle  <p.  Si,  en  effet,  nous  donnons  à  5  une  valeur 
infiniment  petite,  dQ ,  on  pourra  faire 

tang  6  =  (i6 ,     4*'  —  +  =  '^4''     f  -^  ^  =  '^-f  ^ 

et  il  vienilra 

(>3)  ■"f  =  i-- 

0  pouvant  être  compté  à  partir  d'une  direction  arbitraire ,  nous  pou- 
vons supposer  que  ce  soit  à  partir  de  l'une  des  lignes  de  courbuie.  eu 
sorte  que,  par  la  formule  d'Euler,  on  aura 


(|<  =  rfj  (  ^  cos'  6  -h  '  siii^  9  )  • 
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d'où 

S  =  (;  -  ^)  ^*"  ^^•''^' 
et ,  par  conséquent,  .^ 

?  =  î  (^  "  s)  ^'"  "^' 

ce  qtii  est  précisément  la  formule  (3). 

Il  est  facile  île  voir  que  cette  formule  (12),  de  même  que  le  théo- 
rème dont  elle  est  la  généralisation  ,  caractérise  complètement  les  dis- 
positions que  peuvent  présenter  autour  d'un  point  donné  les  normales 
à  uni;  même  surface;  de  telle  sorte  que,  si  un  faisceau  de  droites  vé- 
rifie cette  formule  pour  deux  directions  particulières  quelconques  AB, 
AC.  autoiu-  d'un  point  A,  on  peut  affiimer  qu'autour  de  ce  point,  ces 
droites  sont  normales  à  une  même  surface.  Il  ne  serait  pas  difficile  de 
démontrer  cette  proposition  d'une  manière  rigoureuse;  mais,  poiu* 
éviter  les  calculs,  je  me  bornerai  à  présenter  ici  le  raisonnement  sui- 
vant : 

Si  des  firoites  sont  dirigées  diuie  manière  quelconque  dans  l'espace, 
leurs  directions  étant  définies  par  des  fonctions  continues  des  coor- 
données de  leur  point  de  départ,  la  droite  AZ,  qui  correspond  au 
point  A  étant  connue,  la  position  des  droites  menées  par  les  points 
infiniment  voisins  de  A  situés  dans  un  plan  perpendicidaire  à  AZ,  dé- 
pendra de  quatre  constantes;  en  sorte  que,  si ,  à  partir  du  point  A  ,  on 
mené  dans  deux  directions  données  des -arcs  infiniment  petits,  égaux, 
AB,  AC,  les  droites  qui  partent  des  points  B  et  C  étant  définies  cha- 
cune par  deux  angles  seulement,  on  peut  dire,  à  cause  des  quatre  in- 
déterminées dont  ces  quatre  angles  dépendent,  qu'il  n'existe  entre  eux 
aucune  relation  nécessaire.  Si  donc  on  sait  que  l'équation  (  12)  est  vé- 
rifiée, elle  étal)lira  une  relation  entre  les  quatre  constantes  qui  déter- 
minent la  position  des  droites  autour  du  point  A;  et  comme  une  seule 
relation  entre  ces  mêmes  constantes  suffit  pour  exprimer  que  les  droites 
sont  normales  à  une  même  surface,  celle  que  l'on  trouverait  par  le 
procédé  que  j'indique  ayant  été  démontrée  nécessaire,  ou  en  peut 
conclure  qu'elle  est  aussi  suffisante. 


IHJRES  ET  APPLIQUÉES.  V)7 

Expériences  sm    le  moteur  hydraulUiue  a Jlodear  oscillant.  — 
Principes  de  (fueUfnes-unes  de  ses  modifications  ; 

Pau  iM.  ANATOLE  OF,  CALIGINY. 


(La  principale  expérience  a  été  approuvée  par  rinstittit,  le  5  octobre  i844'; 


Description  de  l'appareil  et  objet  du  cet  expériences. 

Le  moteur  iiydrauliquc  de  mon  iiivention,  objet  de  ces  expériences, 
a  été  décrit  dans  un  Rapport  de  M.  (lombes,  tome  IV  de  ce  Journal, 
page  243,  ainsi  que  dans  deux  Rapports  favorables  faits  à  l'Académie 
des  Sciences,  le  premier,  rédigé  par  M.  Coriolis,  le  i3  janvier  1840, 
le  second  ,  par  M.  Lamé,  le  7  octobre  r8/|4.  La  description  suivante 
de  l'appareil  d'essai  que  j'ai  exécute  aux  bassins  de  Cliaillot,  sous  les 
auspices  de  M.  l'ingénieur  en  chef  Mary ,  suffira  pour  rappeler  en  quoi 
consiste  ce  systènje,  qu'il  ne  faut  confondre  ni  avec  mes  machines  à 
élever  de  l'eau  ,  ni  avec  mes  fontaines  intermittentes,  sur  lesquelles  di- 
verses Notes  ont  été  publiées  dans  les  tomes  III ,  VI  el  Vlll  de  ce  Jour- 
nal. M.  Corot,  ingénieur  civil,  ancien  élève  de  l'Ecole  centrale  des 
Arts  et  Maïuifactures,  attaché  à  la  direction  des  eaux  de  Paris,  a  bien 
voidu  m'aider  dans  la  plupart  des  expériences  suivantes,  dont  j'ai  ré- 
pété les  principales  devant  une  Commission  de  l'Institut  et  deux  réu- 
nions de  savants,  dont  faisaient  partie  plusieurs  inspectein-s  généraux 
et  plusieurs  ingénieurs  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  ainsi  que  divers 
membres  du  Conseil  de  la  Société  d'Encouragement. 

Un  tuyau  de  o™,4  de  diamètre  intérieur  et  de  uo  mètres  de  long, 
lormédelaréimion  de  plusieurs  tuyaux  defonteà  emboitement.tlei'"."» 
de  long  chacun ,  était  couché  horizontalement  sur  le  fond  d'un  des 
bassins  de  Chaillot.  Un  tuyau  vertical  en  zinc,  de  i'",75  de  long  et  de 

44- • 


,V,8  JDIIRNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

iiH-me  diamètie  intérieur,  était  raccordé  avec  ce  tuyau  horizontal  au 
moyen  diui  coude  en  fonte,  aussi  de  même  diamètre  et  de  i  mètre 
environ  de  rayon  intérieur,  formé  de  deux  tuyaux  à  bride.  Cet  en- 
si>ml)le  composait  ainsi  un  large  tuyau  d'une  forme  analogue  à  un  !.. 

Siu-  le  sommet  de  la  partie  verticale  était  disposé  un  réservoir  eu 
zinc  de  i^jSo  de  diamètre  et  de  o'",5o  de  haut.  Mais,  comme  on  l'avait 
fait  carré  pour  le  fixer  dans  l'angle  du  réservoir,  il  s'était  voilé,  et  ne 
gardait  plus  l'eau  qu'à  o"',34  au-dessus  du  sommet  du  tuyau  vertical 
terminé  jiar  un  ainieau  en  cuivre  de  o"',Oi  de  large,  mais  de  même 
diamètre  intérieur  que  le  tuyau. 

F/eaii  était  versée  dans  ce  réservoir  par  un  grand  tonneau  de  jauge, 
contenant  environ  lo  mèties  cidjes,  et  auquel  était  adapté  un  gros 
robinet  vanne  que  l'on  ouvrait  quand  on  voulait  faire  fonctionner 
l'appareil.  Ce  robinet  était  disposé  de  manière  que  le  mouvement  de 
l'eau  affluente  ne  pouvait  que  nuire  à  son  introduction  dans  le  tuyau 
vertical ,  à  cause  de  la  foixe  centrifuge  qui  en  résultait  autour  de  l'ori- 
fice de  ce  luvau  ,  afin  de  ne  pas  taire  estimer  trop  haut  l'effet  utile. 

L'entrée  de  l'eau  du  bassin  quadrangulaire  dans  le  tuyau  vertical 
était  alternativement  interrompue  et  rétablie  au  moyen  d'une  sorte  de 
vanne  cylindrique  ou  sou|)ape  annulaire  ouverte  à  ses  deux  extrémités, 
de  o'",5o  de  haut ,  formée  de  deux  tu\aux  en  zinc  concentriques,  réunis 
par  le  bas  et  par  le  haut  au  moyen  de  deux  couronnes  annulaires, 
de  façon  à  ne  contenir  que  de  lair  dans  leur  intervalle,  l^e  diamètre 
du  plus  large  de  ces  deux  tuyaux  était  de  o"',44?  celui  du  tuyau  inté- 
rieur était  de  o'^Z-^ô.  Ce  dernier  tuvau  était  entièrement  et  invariable- 
ment ouvert  à  ses  deux  extrémités.  t>ette  soupape  annulaire  était  .soudée 
sur  UTi  anneau  plat  en  cuivre  de  o"',02  de  large,  semblable  au  siège  fixe 
Hont  nous  avons  déjà  parlé,  lille  était  tout  simplement  guidée,  dans 
cet  (ippnreil  provisoire,  au  moyen  de  trois  tringles  en  fer  de  o'",39.  tle 
saillie,  réunies  inférieurement,  poiu'  la  solidité,  par  un  petit  cercle  en 
zinc.  La  soupape  et  ces  truigles  qui  lui  étaient  soudées  pesaient  en  tout 
i';'"',»  environ.  -Sa  percussion  sur  son  siège  était  insignifiante,  el  il  <iit 
été  facile  d'ailleurs  de  l'amortir  pai-  des  moyens  connus. 

Cette  soupape  était  en  partie  équdibrée  au  moyen  d'iui  balancier  in 
fer  dont  chaque  bras  avait  envn'on  i  mctre  de  long,  et  qui  était  mobile 
autoui^  d'un  tourillon  de  o"',o2  de  diamètre.   Une  de  ses  extrémités 


c 
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iiiil)r;issait  la  soiip.iju'  aiimilairc  an  nioycii  (l'une  loiirclit-  qui  y  était 
adaptée  de  chaque  côté  par  des  tourilir)ns  de  o"',oo9  de  diamètre. 
I.e  poids  du  balancier  était  de  cJ"\^o.  f-e  contre-poids  était  sus- 
pendu à  l'auln^  bras  du  balancier  au  inoven  d'une  queue  en  fer  mo- 
bile à  cette  extrémité,  à  laquelle  elle  tenait  par  un  anneau.  On  le  ré- 
glait de  manière  c(ue  la  soujiape  conservât  assez  de  poids  pour  bien 
fermer,  (hi  l'a  fait  varier  sans  que  cela  eût  bien  de  l'importance. 
Quant  à  l'effet  utile  définitif,  im  excès  de  5  ou  6  kilogrammes  sur  le 
i-ontre-poids  suffisait  poiu*  tenir  la  soupa|)e  fermée.  C-ette  f|ueup  portait 
iiiférieuremenl  une  roiulcllc  en  zinc  de  ()"',9.^  de  diamètre,  tpii  ve- 
nait périodiquement  s'enfoncer  dans  un  seau  ordinaire  contenant  <le 
l'eau  jusqu'à  une  certaine  hauteur.  Il  résultait  de  cette  disposition 
tenant  lieu  d'un  cr)rps  mf>u.  (jue  la  soupape,  lorsqu'elle  était  levée  à 
la  hauteur  voulue,  s'arrêtait  sans  ballotter  dune  manière  gênante  pour 
l'écoulement  de  l'eau  dans  le  système. 

Le  flotteur  en  zinc,  qui  utilisait  le  travail  de  l'eau  motrice,  était 
lormé  d'iui  cylindre  d'à  peu  près  o'",a8  de  diamètre  et  d'un  peu  moins 
de  I  mètre  de  long,  c'est-à-dire  de  o"\98  environ,  mais  les  extrémités 
étaient  arrondies.  Il  portait  un  cône  à  cliacune  de  ces  extrémités.  l,e 
cône  inférieur  avait  un  côté  à  peu  près  égal  à  ce  diamètre.  I.e  cône 
supérieur  avait  o"',5o  de  côté,  et  portait  à  son  sommet  une  tubulure 
pour  V  introduire  de  l'eau  .  et  une  armattuT  de  o"",  i  ?>  de  long ,  destinée 
a  l'attacher  a  luie  corde  de  o'",0'j>.  de  diamètre,  qui,  passant  sur  <leu.\ 
poulies  de  renvoi ,  tenait  à  son  autre  extrémité  un  déclic  ordinaire ,  qui 
accrochait  périodiquement  un  mouton  du  poids  de  55  kilogranunes, 
soulevé  à  chaque  période  à  une  hauteur  de  i"',r)'2. 

Le  flotteur  cvlindri([ue  dont  je  viens  de  parler  passait  lil)rement  au 
nnlieu  de  la  soupape  annulaire,  ouverte,  comme  je  l'ai  dit,  à  ses  deux 
extrémités,  et  à  laquelle  cette  forme  donnait  aussi  l'avantage  capital  de 
laisser  la  colonne  liquide  dans  le  tuyau  de  conduite  abandonnée  libre- 
ment à  elle-même,  quand  l'écoulement  du  bief  supérieur  était  inter- 
rompu, sans  que  la  colonne  oscillante  subît  aucuiie  interruption;  en 
un  mot,  sans  qu'il  fût  possible  de  produire  un  coup  de  bélier ,  qiiaud 
même  on  l'aurait  voulu. 

Voici  maintenant  comment  la  machine  fonctionne.  Le  tuyau  vertical 
étant   une  première  fois   rempli  d'eau,  comme  je  l'expliquerai   plii^ 
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loin,  <HK>i(jii'il  soit  toujours  ouvert  à  ses  deux  extrémités,  la  soupape 
annulaire  flotte,  et  permet  à  l'eau  du  bief  siipérieiir  de  s'introduire 
dans  le  tuyau  vertical.  La  vitesse  s'engendre  alors  graduellement  dans 
le  tuvau  de  conduite,  en  vertu  de  la  hauteur  du  niveau  (ht  bief  supé- 
rieur au-dessus  de  celui  du  bief  inférieur.  I^a  pression  motrice  se  con)- 
pose  de  deux  parties ,  de  la  pression  de  l'eau  dans  le  réservoir,  ou 
bief  supérieur,  sur  le  siège  de  la  soupape  aniudaire,  et  de  la  pression 
de  l'eau  contenue  dans  le  tuyau  vertical  au-dessus  du  niveau  du  bief 
inférieur  jusqd'à  ce  siège  fixe.  En  vertu  de  cette  dernière  pression  , 
il  y  a  une  époque  à  laquelle  le  tuyau  tend  à  débiter  plus  d'eau  que  ne 
peut  en  fournir  le  réservoir  supérieur  par  l'orifice  resté  libre  en  vertu 
de  la  levée  de  la  soupape.  Alors  il  se  produit  une  véritable  succion, 
ou  non-pression,  et  la  soupape  retombe  sur  son  siège  de  la  manière 
suivante.  Il  se  présente,  à  l'époque  dont  je  viens  de  parler,  un  plié- 
nomene  intéressant.  Fendant  que  la  soupape  est  ouverte,  de  manière 
à  conserver  dans  son  tuyau  central  une  colonne  liquide  annulaire 
comprise  entre  les  parois  de  ce  tuyau  et  le  flotteur  cylindrique  re- 
monté, ce  flotteur  et  cette  colonne  liquide  annulaire  semblent  rester 
en  repos.  Mais  à  l'instant  où  la  vitesse  voidue  est  acquise  dans  le 
tuyau  de  conduite,  cette  colonne,  soutenue  ainsi  pendant  un  certain 
temps,  comme  le  serait  une  sorte  de  colonne  manométrique ,  à  un 
niveau  un  peu  moins  élevé  que  celui  du  réservoir  supérieur,  mais 
sensiblement  constant,  descend  tout  à  coup,  et  cesse  de  soutenir  laté- 
ralement  la  soupape,   qui   tombe  brusquement  sur  son  siège. 

Cet  effet  provient  évidemment  d'un  phénomène  de  non- pression 
auil  est  naturel  d'attribuer  a  une  succion  d'ime  espèce  particulière, 
analogue  à  celle  q\ii  a  été  étudiée  par  D.  Rernoulli ,  etc.  On  avait 
d'ailleurs  tout  le  temps  nécessaire  pour  .s'assurer  de  la  stabilité  dont 
il  s'agit,  car  la  durée  totale  du  temps  pendant  lequel  la  soupape  ne 
reposait  pas  sur  son  siège  était  d'un  peu  plus  de  4  secondes  [*]. 


[*]  Je  n'ai  peut-être  pasasMv.  remarque,  dans  mon  dernier  Mémoire,  que  ce  système 
de  siicrinn  pourrait,  à  la  rigueur,  suffire  pour  faire  lernier  le  piston  xoupaix;  n"  i.  On 
conçoit,  du  reste,  que  si  la  percussion  de  l'eau  affluente  a  commence  par  entraîner  le 
piston-.'iolipnpe  aspirant,  que  je  rappelle,  il  finit  par  se  trouver  dans  la  sphère  d'action 
de  ce  phénomène.  Le  tuvau  tend  à  débiter  plus  d'eau  (|u'!l  ne  peut  en  venir  à  cette 
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(lillr  opcTation  l'taiit  (iiiie,  la  coloiiiu-  Ik|iikU-,  abandoiiiuT  a  s(»ii 
libre  mouvement  dans  le  tuyau  de;  condnitc;  toujours  ouvert  à  ses  i\t'nx 
extréuùtés,  puisque  la  soupape  est  anindaire,  descendait  autoiu-  du 
flotiriir  cylindrique,  et  lui  perniellail  d'agir  par  son  pro|>rc  poids  ^Nl 
la  résistance  à  vanicre.  Ou  le  voyait  bienlot  eiiturenienl  découvert.  La 
eolonni»  liquide,  en  vertu  de  son  mouvement  acquis,  descendait  à 
une  certaine  profondeur  au-dessous  du  niveau  du  bief  inférieur.  I  lli 
remontait  ensuite  et  rencontrait  le  flotteur  qui,  à  la  fin  de  sa  descente, 
venait  y  éteindre  sa  vitesse,  tout  en  ilécrocliaut  le  mouton  parvenu  au 
haut  de  sa  course.  Alors  cette  colonne  enveloppait  gradiiclienieul  le 
flotteur;  au  premier  instant  de  sa  rencontre,  elle  bouillonnait  un  p(  ii 
autour  de  son  cône  inférieur,  puis  elle  lui  donnait  bientôt,  en  vertu 
de  sa  pression  latérale  graduellement  croissante,  une  vitesse  de  bas 
en  haut  à  peu  près  égale,  en  général,  à  la  sienne  propre.  Enfin  la  co- 
lonne, arrivée  au  haut  de  sa  course,  entr'ouvrait  la  soupaj)e,  qui, 
permettant  à  l'eau  du  bief  supérieur  de  se  poser  sur  l'eau  remontante, 
contribuait  avec  elle  à  remettre  les  choses  dans  l'état  où  elles  étaient 
avant  la  descente  du  flotteur,  c'est-à-dire  à  rétablir  la  colonne  de  ni- 
veau avec  le  bief  supérieur,  et  ainsi  de  suite  inflétinimenl. 

On  voit  que,  dans  cette  expérience,  ce  nest  pas  l'eau  ipii  tra- 
i'aille  inmiédiatement;  elle  ne  travaille  qu'à  relever  le  flotteur,  dont 
le  poids,  abandonné  ensuite  à  lui-même,  agit  directement  stu-  la  ré- 
sistance à  vaincre.  La  descente  du  flotteur  durait  environ  3  secondes, 
et  son  ascension  i  secondes.  La  diuée  totale  de  chaque  période  était 
d'à  peu  près  9I  secondes;  il  y  en  avait  cinquante-sept  en  9  minutes 
environ. 

Pour  transformer  le   mouvement  alternatif  du  flotteur  eu   mouve- 


époque  par  l'orifice  de  plus  en  plus  diminue.  Il  y  a  donc  une  cause  de  succion  crois- 
sante encore  plus  intense  qiu!  pour  ro\pcrience  décrite  dans  le  texte,  et,  par  consé- 
quent, une  cause  très-probablement  suffisante  pour  faire  fonctionner  le  système  sans 
cataracte.  Quant  à  la  queue  inférieure  du  piston-soupape  (|ui  porte  le  boulet,  ou  la  sur- 
face quelconque  sur  laquelle  peut  agir  la  percussion  de  l'eau  affluenfe  pour  commencer 
à  le  faire  baisser,  il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  cette  queue  pourrait  être  arti- 
culée de  manière  à  ne  pas  augmenter  la  profondeur  des  fondations.  Au  reste,  qu.ind 
le  tuyau  sera  tout  entier  horizontal,  il  n'y  aura  plus  à  s'embarrasser  d'aucun  couiie. 
I.e  piston  sera  toujours  facile  u  manœuvrer  par  un  moyeu  quelconque. 
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ment  circulaire,  ou  aurait  pu,  si  ce  flotteur  avait  été  guidé,  le  faire 
travailler  eu  partie  de  bas  eu  haut,  eu  réglant  sa  densité  d'une  manière 
convenable.  Il  est  évident  qu'on  aurait  pu  le  faire  monter  beaucoup 
moins  vite,  puisqu'd  se  repose  un  certain  temps  au  haut  de  sa  course. 
Ou  conçoit  donc  que  si  un  volant  l'avait  fait  convenablement  émerger 
au  haut  de  cette  course,  cela  aurait  sulti  pour  que  l'on  eût  pu  sans 
beaucoup  de  difficulté  rendre  la  durée  de  la  course  ascendante  égale  à 
celle  de  la  course  descendante,  d'autant  plus  qu'à  la  fin  de  la  période, 
la  vitesse  dans  le  sens  vertical  est  nécessairement  tres-affaiblie  quand 
on  emploie  un  volant.  Mais  on  peut  diminuer  cette  élévation  au-dessus 
de  l'eau  en  faisant  plonger  un  peu  plus  profondément,  au  moyen  du 
même  volant,  le  flotteur  dans  la  colonne  remontante.  Si  c'était  ici  le  lieu , 
|e  donnerais  le  détail  des  dimensions  qui  peuvent  favoriser  la  transfor- 
mation de  mouvement ,  au  moyen  des  variations  de  diamètre  du  tuyau 
vertical.  Il  suffit  de  remarqutir,  relativement  à  cette  expérience,  que  la 
colonne  liquide  descend  au-dessous  du  flotteur  et  le  rencontre  dans  sa 
course  remontante.  Or.  pour  augmenter  la  durée  de  cette  époque  du 
mouvement,  il  aurait  suffi  d'élargir  convenablement  le  bas  du  tuyau 
vertical,  i)uis(pi'il  faut  d'autant  plus  de  temps  pour  éteindre  ou  pour 
engendrer  une  quantité  donnée  de  force  vive,  que  les  pressions  refou- 
lantes ou  motrices  sont  moindres.  Il  en  serait  d'ailleurs  résulté  que 
le  flotteur  aurait  pu  descendre  plus  longtemps,  même  à  partir  du  mo- 
ment où  il  aurait  rencontré  la  colonne  remontante,  parce  que,  si  le 
tuyau  avait  éle  plus  gros  autour  de  sa  base>  il  aurait  pu  y  pénétrer  |)lus 
profondément,  par  la  raison  même  que  le  liquide  refoulé  autour  de 
lui  aurait  eu,  pour  une  course  donnée  du  flotteur,  moins  de  hauteur 
et  inoins  de  vitesse.  Mais  ces  considérations  conduisant  à  des  recherches 
assez  délicates ,  j'en  ferai  le  sujet  d'un  Mémoire  distinct  de  ce  travail, 
quand  je  les  aurai  d'ailleurs  confirmées  par  de  nouvelles  études  expé- 
rimentales sur  ce  système  ainsi  considéré  comme  une  espèce  particu- 
lière de  roue  hjclraulicjue  verticale. 

On  fera,  en  général,  débiter  à  la  machine  un  peu  plus  d'eau  que 
cela  n'est  nécessaire,  afin  de  pouvoir  tenir  compte  des  irrégularités 
accidentelles.  Ainsi  que  je  le  remarquerai  plu^  loui,  ipiand  elle  débite 
un  peu  trop  d'eau  ,  il  eu  remonte  lui  peu  au  bief  supérieur  à  chaque 
j)ériode,  de  sorte  que  cela  ua  pas  beaucoup  d'inconvénients. 
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Dans  cet  appareil  d'essai,  le  (lotteur  cylimlrique  n'était  pas  guidé; 
il  ballottait ,  abandonné  à  liii-niéme  ilans  la  colonne  liiinid»;,  ctreni  «m- 
li-ail  niénic  (iii('li|ii('rois  la  paroi  dn  tuyau  ou  les  j^uidcs  de  la  soupape 
(^est  par  cette  raison  (juc  j'avais  plus  allongé  le  cône  supérieur  (pie  le 
cône  inférieur.  Quant  à  ce  dernier,  je  pense  que,  pour  ces  conditions 
de  l'appareil ,  sa  forme  doit  être  dans  lUie  bonne  exécution  ,  considéré»- 
plutôt  connue  celle  d'une  poupe  (pie  comme  celle  d'une  proue;  car  il 
resterait  principalement  à  considérer  le  mouvement  de  l'eau  nlative- 
ment  à  ce  cône,  pendant  (pie  le  (lotteur  se  tient  en  repos  après  avoir 
accroché  le  mouton  à  la  fin  de  sa  course  ascensionnelle,  et  forme 
alors,  par  sa  position  dans  le  centre  du  tuyau,  un  orifice  annulaire  au 
sommet  de  ce  tu\au.  On  peut  remarquer  que,  dans  sa  course  remon- 
tante, le  frottement  de  la  colonne  liquide  autour  de  lui  n'est  pas  en- 
tièrement perdu  pour  l'effet,  puisqu'il  l'aide  à  acquérir  sa  vitesse  as- 
censionnelle jusqu'à  l'époque  où  celle-ci  est  devenue  à  peu  près  égale 
à  celle  de  cette  colonne. 

\  cause  des  ballottements  du  flotteur  non  guidé  dans  cet  appareil 
provisoire,  et  du  surcroit  de  course  nécessaire  pour  faire  accrocher  sû- 
rement le  mouton,  (pii  n'était  pas  non  plus  établi  très-solidement, 
j'avais  donné  à  l'oscillation  remontante  plus  de  force  que  cela  n'eût 
été  nécessaire  si  l'on  avait  employé  une  machine  mieu.\  exécutée,  et 
surtout  un  mode  moins  défectueux  d'application  j)our  le  moteiii-.  Il 
en  résultait  que  non-seulement  le  flotteur  remontait,  en  général, 
à  o™,i5  plus  haut  que  cela  n'était  nécessaire,  mais  qu'a  chaque  pé- 
riode, il  rentrait  dans  le  réservoir  supérieur  une  certaine  quantité  d'eau 
cjui  en  gonflait  visiblement  la  surface  environnante,  après  avoir  tra- 
versé deux  fois  le  système  en  augmentant  sans  utilité  le  chemin  et 
la  valeur  des  résistances  passives.  Aussi,  quand  K-  tonneau  de  jauge 
achevait  de  se  vider,  la  machine  fournissait  un  certain  nombre  de 
périodes  avec  un  niveau  moins  élevé  dans  le  bief  supérieur  et  une 
dépense  d'eau  Jjien  moindre;  ce  qui  était  même  remartpié  à  la  simple 
vue  par  tous  les  observateurs,  puisque  le  robinet  de  jauge  n<;  coulai/ 
plus  plein. 

I^ors([ue  le  réservoir  ou  bief  supérieur  était  entièrement  plein  d'eau  , 
la  hauteur  de  son  niveau  au-dessus  de  celui  du  bief  inférieur  était 
de  i'",28.  Mais  le  réservoir  supérieur  ayant  une  étendue  limitée,  la 
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chtite  motrice  moyenne  était  nécessairement  moindre,  puisque  sans 
cela  l'eau  qui  arrivait  du  tonneau  de  jauge  aurait  coulé  par-dessus  les 
ijords  pendant  que  la  soupape  était  fermée.  Il  est  facile  de  voir  que, 
surtout  si  l'on  a  égard  aux  ondes  qui  augmentaient  les  chances  de  verse- 
ment, le  niveau  moyen,  qui  eût  été  à  considérer  dans  un  réservoir  de 
largeur  indéfinie,  n'était  pas  à  plus  de  i^^iG  au-dessus  du  niveau  du 
liief  inférieur,  en  faisant  même  abstraction  de  ce  que  le  niveau  montait 
un  peu  dans  le  bief  inférieur  pendant  l'expérience.  Cette  remarque  est 
lie  peu  d'importance,  mais  il  est  bon  de  se  représenter  comment  les 
choses  se  passent  le  plus  exactement  possible.  La  machine  ne  s'arrêtait 
que  lorsque  cette  hauteur  de  chute  était  notablement  réduite;  mais 
nous  admettrons  d'abord  i'",26  de  chute,  quand  nous  dirons  que  la 
machine  donne  un  effet  utile  d'environ  Go  pour  roo,  mesuré  directe- 
ment au  moyen  de  la  levée  périodique  du  mouton. 

En  considérant  seulement  quelques  oscillations  pour  des  chutes 
moindres,  j'ai  trouvé  des  effets  utiles  sur  lesquels  je  donnerai  plus  loin 
des  détails. 

J'ai  mesuré  directement  le  poids  qui  imprimait  au  flotteur  et  au 
mouton  suspenilus  aux  deux  extrémités  de  la  corde  la  vitesse  néces- 
saire poui  faire  décrocher  le  déclic  arrivé  au  haut  de  sa  course.  Il  en 
résulte  que,  si  l'on  mesurait  l'effet  utile  au  point  d'application  du  mo- 
teur, et  non  sur  l'outil  même,  ce  qui  serait  juste,  puisqu'on  agit  ainsi 
pour  apprécier  l'effet  de  tous  les  autres  moteurs,  des  roues  hydrau- 
liques par  exemple,  il  faudrait  augmenter  l'effet  utile  de  0,60  d'une 
certaine  quantité.  Je  reviendrai  sur  ces  estimations. 

Le  mouton,  alternativement  soulevé,  est  d'ailleurs  le  moyen  le  plus 
direct,  mais  le  plus  désavantageux,  d'estimer  l'efïet  utile  de  ce  moteur; 
car,  pour  le  faire  accrocher  et  décrocher,  il  faut  un  surcroît  de  travail 
dont  il  ne  serait  pas  seulement  question  si  le  flotteur  était  invariablement 
attelé  à  l'outil;  si,  par  exemple,  cet  outil  était  une  pompe,  une  scie, 
un  soufflet ,  une  grande  cisaille  ,  une  machine  à  polir,  etc.  On  voit  même 
que,  pour  plusieurs  de  ces  applications,  dans  beaucoup  de  circon- 
stances ,  le  flotteur  pourrait  être  directement  attelé  sans  poulies  de  ren- 
voi. Ici  les  deux  poulies  étaient  en  cuivre,  leur  diamètre  était  de  o'",20, 
celui  de  leurs  boulons  était  de  o™,o3  ;  la  corde  qui  se  pliait  dessus 
avait  un  diamètre  de  o"',02.  Elle  était  souvent  mouillée  au  moment  des 
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f'ssais.  Xr^Jilets  en  bois,  le  long  desquels  s'élevait  le  inoiilon,  avaient 
une  section  carrée  d'environ  o™,o3  de  côté.  Le  mouton  ballottait  quel- 
f|ueiois  le  long  de  ces  fdets,  à  cause  de  la  mauvaise  exécution  dr 
l'appareil. 

Parmi  les  expériences,  je  décrirai  particulièrement  celle  qui  a  été 
laite,  le  i4  octobre  i843,  à  la  dernière  séance,  celle  à  laquelle  assistait 
M.  Lamé,  qui  a  rédigé  le  Rapport  à  l'Institut.  On  s'était  montré  géné- 
ralement satisfait  de  la  première,  faite  quelques  jours  auparavant, 
le  lo  octobre.  Mais  comme  il  était  survenu  un  accident  pendant 
l'opération  ,  je  ne  la  trouvai  pas  suffisante  pour  fixer  l'opinion  d'une 
manière  définitive;  je  demandai  à  recommencer  un  autre  jour,  et  l'ap- 
|)areil  fonctionna  avec  la  régularité  désirable,  le  flotteur  ne  sautant 
plus  qu'à  o"',i5  au-dessus  de  la  limite  de  sa  course  ascensionnelle 
utile.  J'ai  fait  une  centaine  d'expériences  de  ce  genre.  Comme  leurs 
résultats  ne  varient  que  de  quelques  centièmes,  et  que  leurs  diffé- 
rences, dont  au  reste  je  rendrai  compte,  peuvent  être  attribuées 
jusqu'à  un  certain  point  aux  imperfections  de  l'exécution,  je  me  bor- 
nerai à  discuter  principalement  celle  qui  a  reçu  la  sanction  académi- 
que, ne  pouvant  d'ailleurs  tenir  à  quelques  centièmes  dans  l'effet  utile 
d'un  appareU  d'une  exécution  aussi  imparfaite.  Il  suffit  de  rappeler  en 
peu  de  mots  le  nombre  considérable  de  mes  essais,  et  de  dire  que  le 
maximum  d'effet  résultait  surtout,  comme  cela  est  d'ailleurs  évident, 
de  l'attention  que  j'avais  d'empêcher  autant  que  possible  le  flotteur  de 
sauter  au-dessus  de  la  limite  utile  de  sa  course  ascensionnelle ,  quand 
il  n'y  avait  qu'un  petit  nombre  d'observateurs,  que  peu  m'importait 
de  recommencer  l'expérience  en  prenant  le  temps  nécessaire  poiu" 
remplir  au  besoin  le  tonneau,  et  en  modérant  la  chute  motrice  de 
manière  que  l'eau  ne  versât  jamais  au-dessus  des  bords  du  bassin 
supérieur. 

Description  de  l'expérience  faite  le  i4  octobre  i843. 

Le  tonneau  de  jauge  avait  Jt™,  lo  de  diamètre,  il  était  sensiblement 
cylindrique;  la  petite  différence,  provenant  de  ce  que  les  cercles  en 
fer  avaient  été  enfoncés  par  le  haut,  était  plus  que  compensée  par  des 
pertes  d'eau  dont  on  n'a  pas  tenu  compte.  L'expérience  a  duré  9  mi- 
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miles,  à  pailii' (lu  moment  où  l'on  ;i  oominencé  à  comj)lej'  les  |>ériofles 
ilevemies  siifïlsanniient  régulières.  Depuis  cet  instant ,  l'eau  a  baissé 
(le  i'",o5  clans  le  tonneau;  le  volume  débité  est  donc  de  7,100  mètres 
euiies  en  négligeant  les  dix-millièmes.  Mais,  à  partir  du  monu^nt  où 
Ion  a  arrêté  la  soupape  pour  interiompre  l'écoulement  du  bief  supé- 
rieur, il  a  fallu  un  certain  temps  pour  fermer  le  gros  robinet  vanne  du 
tonneau  ,  qu'il  ne  m'a  jamais  été  possible  de  fermer  en  moins  de  20  se- 
condes. Ce  robinet  était  à  cette  époque  entièrement  ouvert  et  ne  cou- 
lait pas  plein  à  beaucoup  près;  le  temps  pendant  lequel  on  a  baissé  la 
vanne  était  plus  tpie  double  de  la  durée  dune  ])ériode.  On  trouve  de 
diverses  manières  qu'environ  ^  de  mètre  cul)e  n'est  point  entré  dans 
l'appareil,  ce  qui  réduit  le  débit  léel  à  (i'"",9,  surtout  si  l'on  a  égard 
à  d'autres  petites  pertes  dont  on  parlera  plus  loin. 

I.e  bassin  en  zinc  et  la  soupape  perdaient  un  peu  d'eau:  on  a  con- 
staté qu'en  9  minutes  cette  perte  était  d'environ  -^  ^^^  mètre  cidje, 
ce  qui  réduirait  à  6,8  le  débit  n^el  de  l'eau  passée  dans  la  machine. 
Mais  comme  une  partie  de  cette  perte  se  faisait  par  la  soupape,  il  est 
juste  de  remarquer  que  celte  soupape  est  entr*f)uverte  pendant  près  de 
la  moitié  du  temps.  Pour  y  avoir  égard  dans  l'estimation  totale,  nous 
ne  tenons  pas  compte  de  ce  qu'à  partir  du  moment  où  la  soupape 
était  fermée  pour  achever  d'arrêter  d('»finitivement  la  machine,  quand 
la  hauteur  de  chute  était  notablement  diminuée,  le  flotteur  remontait 
encore  presque  à  la  hauteur  nécessaire  pour  que  le  déclic  accrochât 
le  mouton.  Or  nous  avons  dit  que  le  travail  du  système  était  employé 
à  relever  le  flotteur,  de  sorte  que  cette  considération  devait  être  pré- 
sentée; elle  fait  dailleius  plus  que  compenser  ce  que  nous  venons 
de  néglig(M". 

Ue  nombre  des  périodes  était  compté  en  même  temps  par  plusietus 
observateurs;  et,  pour  confirmer  leurs  notes,  chaque  fois  que  l'on 
entendait  le  coup  de  mouton,  on  jetait  une  j)ierre  dans  un  seau. 
Enfin  ,  pour  tenir  compte  de  ce  que  la  machine  était  employée  à  rele- 
ver le  flotteur,  on  a  retiré  la  première  pierre,  el  le  nombre  de  celles 
qui  restaient  s'est  trouvé  de  57.  î^e  mouton  montait  sensiblement,  en 
vertu  de  sa  vitesse  acquise,  au-dessus  de  i"',6.);  maison  a  négligé  le 
petit  surcroît  d'effet  utile  qui  en  résultait.  On  entendait  le  coup  de  la 
j)ièce  de  bois  qui   portait  la  tenaille  avant  tpie   le  nioiiton  cessât  de 
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in()iil(M-.  ('.<'tf(>  quantité  négligée  ne  ni'n  siniMf,  an  r'esie,  cpif-Mvi- 
ron  -j-^  de  l'effet ,  au  plus. 

I-c  travail  déjuMisé  est  le  poids  de  ()"".8  d'eau,  tonilié  de  i"',ji().  I.e 
travail  recuedli  est  le  poids  du  imniton  de  Vi  Ivilogiainnies,  élevé  Bj  fois 
à  !'",()>.  Le  ra|)port  de  ce  travail  au  premier  est  donc  f^a^î  ''''  ^'»''''' 
(pie  IVffet  utile  est,  en  définitive,  d'environ  0,60. 

MM.  les  Commissaires  de  l'Institut,  avant  pris  le  niaximinn  de  la 
chute  de  i'",28.  et  n'ayant  pas  tenu  compte  des  j\-,  environ  de  mètre 
cube  qui  ne  sont  pas  entrés  dans  la  machine,  ont  trouvé  1  nie  différence 
iTailleurs  très-petite  entre  ce  résultat  et  celui  auquel  ils  sont  parvenus. 
Knfin,  à  cause  d'un  accident  survenu  pendant  l'expérience  précédente, 
H  laquelle  assistait  M.  Poncelel,  celle  ilu  10  octobre,  la  personne  qui 
comptait  les  périodes  et  qui  avait  cessé  quelques  instants  de  s'en  oc- 
cuper en  ayant  omis  ([iiatre,  ils  ont  pris  une  moyenne  entre  les 
résultats  de  ces  deux  expériences,  et  se  sont  arrêtés  au  chiffre  o,55. 
Pour  une  macbine  d'une  exécution  aussi  ini|)arfaite,  je  ne  tiens  pas  à 
luiesi  jietite  différence;  mais,  pour  mieux  étudier  le  système,  je  crois 
devoir  faire  observer  que  l'expérience  du  10  octobre  avait  duré  9'"  ao^: 
que  la  hauteur  du  cylindre  d'eau  débitée  avait  été  de  ■i"\\-?..  Dans  l'ex- 
périence i\u  i4  octobre,  qui  a  duré  9  minutes  seulement,  ta  hauteur 
du  prisme  d'eau  dépensée  n'a  été  que  de  9."',o5  On  voit  que  ces  deux 
résultats  s'accordent  assez  bien  tpiant  au  débit.  Or  la  durée  de  chaque 
période  était  réglée  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  se  présente  dans 
l'oscillation  d'un  pendule,  malgré  les  imperfections  de  l'appareil.  Si  donc 
on  a  compté  5^  coups  de  mouton  en  <)  iiiimiles  dans  l'expérience  régu- 
lière, pour  laquelle  on  a  mis  beaucoup  plus  tle  soin  dans  la  manière 
de  vérifier  ce  nombre,  en  confiant  même  ce  soin  à  plusieurs  per- 
sonnes habituées  à  ce  genre  d'observations,  pendant  l'expérience  qui  a 
duré  9.0  secondes  environ  de  plus,  on  aurait  dû  compter  Aeu\  périodes 
de  plus,  au  lieu  de  deux  de  moins,  comme  on  l'a  noté:  ce  qui  tait 
une  omission  de  -^  dans  l'expérience  du  10  octobre. 

On  sera  peut-être  étonné  de  voir  que  la  durée  de  la  période  diffère 
très-peu  de  la  durée  des  périodes  d'oscillation,  quand  on  ôte  le 
flotteur.  Il  V  a,  comme  on  le  verra  plus  loin,  des  causes  de  compen- 
sation dans  la  distribution  des  vitesses;  en  général,  la  présence  du 
flotteur  tend  à  diminuer,  sous  certains  rajiports,   la  durée  de  la  pé- 
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riode.  Ainsi,  quand  on  met  la  colonne  en  oscillation  en  y  plongeant 
alternativement  le  flotteur,  le  nombre  des  oscillations'augmente  dans 
un  temps  donni-,  relativement  à  ce  qu'il  est  quand  on  ûte  le  flotteur  et 
qu'on  laisse  ensuite  la  colonne  abandonnée  à  elle-niènie.  On  peut  s'en 
rendre  compte  jusqu'à  un  certain  point,  d'après  ce  que  j'ai  dit  dans  le 
tome  III  de  ce  Journal ,  en  considérant  ce  qui  se  passe  quand  le  flotteur 
est  invariablement  suspendu  au  haut  de  sa  course.  Alors  sa  présence 
forme  un  rétrécissement  au  sommet  du  tuyau,  et  il  en  résulte  une  aug- 
mentation dans  le  nombre  des  oscillations,  dont  j'avais  donné  la  loi 
depuis  longtemps ,  et  dont  j'ai  ici  vérifié  de  nouveau  l'existence. 

Études  sur  cette  expérience  et  sur  ses  détails . 

En  donnant  ce  chiffre  île  o,55,  MM.  les  Commissaires  de  l'Institut 
«  s'empressent  de  reconnaître  que  ce  résultat  obtenu  sur  un  appareil 
»  dont  la  construction,  dirigée  avec  une  stricte  économie,  laissait 
»  beaucoup  à  désirer,  ne  doit  être  considéré  que  comme  un  minimum. 
"  On  ne  peut  douter,  en  effet,  que  la  machine  hydraulique  de  M.  de 
»  Caligny,  employée  plus  avantageusement,  construite  avec  plus  de 
»  soin  et  dans  de  nouvelles  |)roportions  que  les  dernières  exj)ériencps 
»  ont  indiquées,  ne  puisse  donner  un  effet  utile  notablement  plus 
»   élevé.   » 

Si  j'ai  rapporté  les  vérifications  précédentes,  c'est  surtout  parce  qu'il 
ne  me  paraît  pas  impossible  d'examiner  en  quoi  peuvent  consister  les 
défauts  de  l'appareil,  au  moyen  de  mesures  particulières,  qui  ont  d'ail- 
leurs l'avantage  de  mieux  faire  étudier  les  principes  sur  lesquels  il 
repose.  Voici  d  abord  une  expérience  que  j'ai  souvent  répétée,  et  que 
je  montrai,  le  lo  octobre,  à  plusieurs  membres  du  Conseil  de  la  Société 
(l'Encouragement,  à  la  lin  de  la  séance. 

Le  robinet  du  tonneau  étant  fermé,  et  le  réservoir  supéneur  en  zmc 
étant  plein  d'eau ,  j'obtenais  deux  périodes  de  la  machine ,  après  l'avoir 
mise  en  train  de  la  manière  suivante  avant  de  laisser  la  soupape  s'ou- 
vrir. Le  mouton  étant  accroché ,  j'enfonçais  le  flotteur  dans  le  liquide 
que  contenait  le  tuyau,  en  pesant  sur  la  corde;  je  le  laissais  relever 
ensuite  par  le  contre-poids,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  cpie  ces  im- 
mersions alternatives  dans  la  colonne  liquide  de  plus  en  plus  ascen- 
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tiaiite ,  mise  en  oscillation  par  ce  moyen ,  eussent  fait  parvenir  le  liquidi- 
assez  haut  pour  faire  ouvrir  la  soupape  annulaire,  ce  qui  suffisait  [)oiu 
mettre  la  machine  en  train.  On  peut  remarcpier,  eu  passant,  (pie  c»* 
moyen  d'ainorcci  l'appareil  constitue  une  véritable  p()m|if  (pii  n'a 
point  besoin  de  soupape. 

Dans  les  expériences  dont  j'ai  déjà  rendu  compte,  j'amorçais  la 
machine  par  des  introductions  alternatives  de  l'eau  du  bief  supé- 
rieur sui  la  colonne  d»^  plus  en  plus  ascendante,  en  ouvrant  alter- 
nativement la  soupape  ;  mais  ici  j'avais  un  grand  intérêt  a  ménager 
l'eau  du  réservoir  en  zinc.  Le  travail  de  l'eau  étant,  comme  je  l'ai  dit, 
employé  à  relever  le  flotteur,  je  ne  comptais  pas  le  premier  coup  de 
mouton. 

On  obtenait  deux  périodes  au  moyen  d'une  baisse  de  ()  centimètres; 
mais  à  la  seconde,  il  est  vrai,  le  flotteur  ne  remontait  pas  tout  à  lait 
assez  haut  pour  accrocher  le  mouton.  Afin  d'y  parvenir,  il  fallait ,  en 
amorçant  la  machine,  faire  en  sorte  de  rejeter  une  certaine  quantité 
d'eau  dans  le  réservoir  supérieur,  et  encore  j'y  suis  rarement  par- 
venu. Cette  circonstance  laisse  sans  doute  un  peu  de  vague  sur  le 
résultat  de  cette  expérience,  qui  n'est  intéressante  que  pour  indi- 
quer la  limite  de  ce  qu'on  pouvait  faire  avec  un  appareil  si  mal 
construit.  Cependant  il  est  clair  qu'on  ne  pouvait  pas  faire  gonfler 
beaucoup  l'eau  dans  les  environs  de  la  soupape  ,  sans  la  faire  verser  par- 
dessus les  bords  du  bassin  en  zinc,  quoiqu'elle  redescendit  immédia- 
tement par  l'ouverture  de  la  soupape.  Si  l'on  admettait  moyennement 
sur  la  surface  une  augmentation  d'épaisseur  de  o'",oi  environ,  cela 
lérait  une  baisse  de  o'",o5  par  période. 

Les  parois  du  réservoir  quadrangulaire  en  zinc  étant  voilées,  jf 
craindrais  d'induire  en  erreur  si  je  calculais  le  volume  d'eau  dépensé 
au  moyen  de  l'espace  abandonné  par  la  baisse  du  niveau  supérieur. 
D'ailleurs,  les  personnes  qui ,  dans  plusieurs  séances,  ont  vu  fonction- 
ner la  machine,  ont  remarqué  elles-mêmes  la  baisse  notable  qui  se 
présentait  à  la  fin  de  chaque  épreuve,  sans  que  cela  empêchât 
d'obtenir  encore  plusieurs  périodes.  Or  ce  qui  est  important,  c'est 
moins  une  diminution  de  quelques  centièmes  sur  (a  chute  totale, 
que  la  baisse  relativement  à  la  hauteur  du  niveau  au-dessus  du  siège 
fixe  de   la   soupape  annulaire.    Il    ne  s'agit    plus  seulement   d'une 
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baisse  iiiovemit',  mais  ilc-  la  limite  de  celJe  pour  laquelle  la  machine 
|)eut  encore   tonclionner.  Ce  qui  fait    rim|Jortance  de  celle  observa- 
tion,   c'est  que  la  dépense  d'eau  de  la   machine  provient  immédia- 
tement (le  la  liaiiteiM-  du  niveau  supérieur  au-dessus  du  siège  fixe  de 
la  soupape,   laqu(;lle  retombe,  connue  je  l'ai  expliqué  dans  le  para- 
grajihe    1 .    au    moment   où    la  colonne   liquide    tend   à   débiter  plus 
d'eau  (pi'il  ne  peut  en  venir  du  bief  supériem-.  Or,  si  la  vitesse  d'écou- 
lement de  l'eau  de  celui-ci  est,  à  la  limite,  proportioiuielle  à  la  racine 
carrée  de  cette  hauteur,  il  en  sera  de  même  de  la  vitesse  dans  le  grand 
tiivau   horizontal.   I.a  force  vive  emmagasinée  dans  le  système  sera 
comme  cette  même  hauteur,  et,  en  définitive,  le  débit  à  chaque  pé- 
riode lui  sera  aussi  à  peu  près  proportionnel  dans  certaines  limites. 
Sans  doute  il  v  a  c|uelque  chose  d  hypothétique  dans  l'estimation  ri- 
goureuse  du   débit    d'après  ce   phénomène ,   que    je   n'ai  encore   pu 
étudier  d'une  manière  tout  à  fait  complète;  mais  il  m'a  semblé  ce- 
pendant utile  d'indiquer  le  résultat  auquel  on  serait  conduit  par  ces 
considérations,  en  ne  donnant  ce  résultat  que  pour  valoir  ce  que  de 
raison. 

En  |iarlanl  de  ces  doimées,  il  est  facile  de  voir<pie,  dans  les  cir- 
constances ou  les  périodes  sont  assez  peu  nombreuses  pour  qu'on 
en  puisse  trouver  d'aussi  régidières  que  si  la  machine  était  réglée 
à  peu  près  comme  dans  le  cas  où  le  flotteur  serait  guidé,  on  parvient 
a  un  effet  utile  d'environ  les  deux  tiers  du  travail  dépensé  par  la 
chute. 

Mais  pour  être  sûr  de  faire  accrocher  le  mouton  quand  il  y  avait 
beaucoup  de  périodes,  je  débitais  ordinairement  plus  d'eau  qu'il  n'en 
{allait  pour  que  le  flotteur  atteignit  la  limite  de  sa  course,  comme  il  le 
faisait  quand  il  ne  rencontrait  point  les  parois.  H  sautait  à  o'",i5  de 
haut  au-dessus  de  La  limite  de  sa  course  utile,  «lans  l'expérience 
du  i4  octobre.  Voyons  coniment  on  doit  avoir  égard  à  cette  cir- 
constance dans  le  calcul  de  l'effet  produit. 

Le  flotteur  retombait  de  la  hauteur  o™.  1 5 .  mais,  il  est  vrai,  en 
refoulant  dans  le  bief  supérieur,  par  la  soupape  ouverte,  un  voiiune 
d'eau  analogue  à  celui  qui  était  déplacé  par  cette  de.scente.  Cepenrlant 
le  travail  employé  à  relever  le  flotteur  à  o"",!/)  de  plus  que  cela  n'est 
jiécessaire  était  loin  d'être  restitué  par  la  rentrée  de  ce  volume  d'eau  , 
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puisqu'eii  retoiubanl  le  flotteur  était  retenu  brusciucmciit  par  sou 
anneau  de  suspension,  et  restait  à  peu  près  en  repos.  Or,  pendant 
celte  descente,  .son  travail  a  été  employé  en  partie  à  lui  faire  acquérir 
de  la  vitesse  et  à  augmenter  celle  de  la  colonne  annulaire  liquide  f|ui 
l'entourait,  en  ayant  à  surmonter  des  résistances  passives,  et  en  exer- 
çant une  réaction  sur  la  tète  de  la  colonne  liquide  généralement 
ascendante.  En  définitive,  plus  de  la  moitié  du  travail  développé  par 
cette  descente  de  o'",i5  est  en  pure  perte;  Je  flotteur  étant  soulevé  de 
plus  de  Y7  de  la  course,  ce  -^  ^'"f  <^**'  utilisé  entièrement,  s'il  avait 
été  attelé  invariablement  à  un  outil  qu'il  n'eût  pas  fallu  accrocher 
alternativement.  D'ailleurs  l'eau  rentrée  alternativement  dans  le  biel 
supérieur  donne  lieu  à  un  surcroît  dans  la  valeur  et  le  chemin  des 
résistances  passives,  par  la  raison  même  qu'elle  augmente  l'ampli- 
tude de  l'oscillation  sans  utilité. 

Enfin,  «  pour  apprécier  plus  exactement  l'effet  du  moteur,  il  eût 
»  fallu  tenir  conqjte  des  résistances  passives  du  mécanisme  addition- 
»  nel,  telles  que  le  frottement  des  poulies,  l'inertie  du  déclic,  etc.  « 
Cette  remarque,  admise  dans  ces  ternies  par  M.M.  les  Commissaires 
de  l'Institut,  est  conforme  à  ce  qui  se  passe  dans  la  pratique  des  usines; 
car  c'est  sur  l'arbre  d'une  roue  hydraulique,  par  exemple,  qu'on  me- 
sure V effet  utile,  et  non  sur  l'outil  qu'elle  fait  mouvoir. 

On  peut  encore  se  former  une  idée  des  résistances  dont  il  s'agit. 
Il  ne  suffit  pas  de  connaître  le  poids  nécessaire  pour  vaincre  la  résis- 
tance des  poulies,  celle  de  la  flexion  de  la  corde,  etc.,  mais  le  poids 
nécessaire  pour  faire  décrocher  le  déclic  au  liant  de  sa  course,  en 
faisant  plonger  le  flotteur  dans  la  colonne  remontante  qui  le  ren- 
contre avant  que  sa  descente  soit  finie.  J'ai  trouvé,  par  des  mesures 
directes,  que  ce  poids  ne  différait  pas  beaucoup  de  -p^  ou  -^  de  celui 
du  mouton,  quelquefois  un  peu  moins.  Mais  il  est  juste  de  remar- 
quer qu'une  partie  de  la  force  vive,  développée  par  cette  quantité,  est 
employée  à  augmenter  la  course  du  flotteur.  Or,  en  vertu  des  lois  du 
mouvement  accéléré,  on  pourrait  se  former  une  idée  de  cette  force  vive , 
puisque  la  course  de  i  ",62  est  parcourue  en  3  secondes  environ ,  et  que 
la  colonne  remontante  ne  rencontre  le  flotteur  que  vers  la  fin  de  cette 
coiu'se.  Avant  remarqué  que  le  mouton  s'élevait  en  vertu  de  la  vitesse 
acquise  à  environ  o^jOiS  au-dessus  de  la  limite  i™,62'.  cpie  nous  avons 
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admise  dans  nos  calculs,  autant  qu'il  m'a  été  possible  de  l'observer 
sans  appareil  disposé  dans  le  but  île  faire  cette  expérience  secondaire, 
ou  peut  se  rendre  compte  de  la  manière  dont  se  dépense  le  travail  de 
ce  poids  supplémentaire.  Plus  de  la  moitié  de  ce  travail  qui  est  ici 
perdue  serait  employée  utilement  dans  une  machine  où  le  flotteur 
serait  toujours  attelé  à  la  résistance  sans  intermédiaire,  sans  cordes, 
ni  poulies,  ni  déclic. 

Je  trouve ,  au  moyen  des  mesures  directes  et  des  considérations  qui 
en  résultent,  qu'en  définitive,  l'effet  produit  par  le  moteur  ne  devait 
pas  différer  beaucoup  de  0,70  du  travail  dépensé  par  la  chute;  que 
même  ces  mesures  permettent  de  discuter  les  imj)erléctions  de  l'ap- 
pareil et  peut-être,  à  certains  égards,  d'en  connaître  les  propriétés 
d'une  manière  plus  complète  qu'on  ne  l'eût  fait  avec  une  exécution 
moins  imparfaite. 

Il  V  a  encore  un  sujet  d'études  uitéressantes  sur  la  manière  dojit 
se  dist  ibue  le  travail  perdu,  en  supposant  une  exécution  moins  im- 
parfaite de  la  machine,  mais  en  considérant  le  tuyau  de  conduite  avec 
les  défauts  quelconques  qu'il  avait  à  la  fin  de  ces  expériences,  à  partir 
de  l'époque  où  l'on  a  commencé  à  pouvoir  mesurer  d'une  manière 
positive  l'effet  utile  du  nouveau  moteur,  après  avoir  fait  beaucoup 
d'expériences  préliminaires,  dont  je  rendrai  compte  dans  l'ouvrage  que 
je  prépare.  -■■■:■         • 

Études  sur  l'emploi  des  résistances  passives  dans  ce  moteur. 

Le  frottement  provenant  du  simple  balancement  de  la  colonne  li- 
quide absorbe  une  quantité  de  travail  en  résistances  passives  bien  plus 
grande  que  la  somme  des  autres  causes  de  déchet.  Cette  remarque , 
que  je  vais  justifier,  est  d'autant  plus  essentielle,  qu'il  en  résulte  qu'il 
suffira  d'augmenter  dans  certaines  limites  le  diamètre  du  tuyau  en  L, 
pour  diminuer  le  déchet  total  d'une  manière  importante  :  c'est  le  point 
essentiel  des  études  suivantes. 

Abstraction  faite  de  la  valeur  rigoureuse  des  coefficients  des  résis- 
tances passives,  nous  admettons  simplement  les  chiffres  fournis  par  les 
observations  sur  le  tuyau  en  L,  dans  l'état  où  il  était  à  la  fin  de  ces 
expériences.  Il  suffit.  f)our  se  rendre  compte  de  l'influence  du  simple 
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baiaucenient  de  la  colonne  liquide  sur  le  déchet  total,  (l'a|>|ili(Hier, 
avec  la  modification  dont  je  vais  parler,  les  formules  que  j'ai  éta- 
blies dans  le  tome  III  de  ce  Journal,  et  que  M  Coriolis  a  depuis 
retrouvées  par  d'auties  méthodes,  en  rappelant  d'ailleurs,  dans  un 
de  ses  Rapports  à  rinstitiit  sur  mes  reclierches,  celui  du  uoaoùt  iH^iS, 
que  j'y  étais  parveiui  le  premier  [)ar  ci  ingénieux  majens  gi'ométriffiies. 

La  modification  dont  il  s'agit  consiste  dans  la  manière  de  tenii 
compte  de  l'influence  exercée  sur  le  travail  en  frottement,  par  la  j)ré- 
sence  du  flotteur  pendant  l'ascension  de  la  colonne  liquide. 

Le  flolteiu'  avait  une  densité  plus  grande  que  celle  de  l'eau;  mais 
il  était  relevé  en  vertu  de  l'action  d'un  contre-poids  qui,  joint  au  déclic 
et  formant  ordinairement  en  tout  14  kilogrammes  environ,  était  in- 
dispensable poiu-  le  faire  flotter.  Pour  ce  sens  du  mouvement,  la  corde 
est  bien  moins  tendue  et  ses  résistances  passives  bien  moindres  tpie  dans 
le  mouven>ent  en  sens  contraire;  cependant  il  faut  en  tenir  compte:  ce 
qui  fait  plus  que  compenser  une  petite  incertitude  sur  le  poids  nécessaire 
pour  vaincre  ces  résistances  passives.  Les  choses  étant  alors,  quant  à 
l'ascension  du  flotteur,  dans  un  état  analogue  à  ce  qui  se  présenterait 
s'il  avait  une  densité  moindre  que  cell(>  de  l'eau,  on  va  voir  que  cette 
ascension  permet ,  en  général ,  au  système  liquide  de  développer  un  peu 
plus  de  vitesse  que  si  cette  pièce  était  retenue  en  équilibre  de  haut  en 
bas.  La  surface  de  la  colonne  liquide  est  d'ailleurs,  bien  entendu,  des- 
cendue à  la  profondeur  nécessaire  jiour  remonter  à  la  limite  de  sa  course 
ascensionnelle,  malgré  la  pré.sence  du  flotteur  supposé  en  repos  inva- 
riable. Il  semble,  au  premier  aperçu,  qu'il  y  a  ici  un  paradoxe;  ceci 
exige  quelques  développements. 

Si  le  flotteur,  descemlu  au-dessous  du  niveau  (\u  bief  inférieur, 
était  supposé  dans  un  repos  invariable  ,  il  occuperait  la  place  d'un 
volume  de  liquide  égal  à  son  propre  volume;  il  faudrait  donc  que 
le  niveau  de  la  colonne  oscillante  partît  de  plus  bas  pour  arriver  au 
haut  de  sa  course,  puisqu'en  vertu  de  l'occupation  permanente  de 
l'espace  dont  il  s'agit,  il  resterait  à  l'eau  qui  descend  moins  rie  chemin 
à  parcourir  pour  développer  sa  force  vive. 

Mais  si  l'on  .suppose  que  le  point  de  départ  de  la  colonne  soit  à  une 
profondeur  convenablement  calculée  d'après  la  remarque  précédente, 
et  que  l'on  fasse,  pour  un  moment,  abstraction  des  résistances  pas- 
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sives,  la  densiti'  du  flotteur  étant,  par  hypothèse,  moindre  <)ue  celle 
de  l'eau,  sou  ascension  est  une  cause  d'addition  de  force  vive  au  sys- 
tème, parce  qu'en  s' élevant,  il  lait  passer  de  l'eau  à  la  place  qu'il 
abandonne.  Il  est  clair  que,  s'il  était  dans  un  vase  d'eau  en  repos, 
son  ascension  ferait  descendre  le  centre  de  gravité  du  système.  Enfin, 
pour  ne  laisser  aucun  nuage  sur  la  manière  dont  le  travail  se  distribue 
en  vertu  de  cette  ascension  dans  la  colonne  liquide  oscillante,  il  suffit 
de  remarquer  que,  lorsqu'elle  est  finie,  l'espace  occupé  primitivement 
par  le  flotteur  est  rempli  d'eau.  Or  le  flotteur  se  trouve  alors  en  entier 
au-dessus  du  niveau  du  bief  inférieur;  et  comme  le  niveau  de  la  co- 
lonne liquide  oscillante  était  parti  de  plus  bas  que  lorsqu'il  n'y  avait 
pas  de  flotteur,  il  y  a  eu,  en  définitive,  plus  d'espace  envahi  par  le 
liquide  au-dessous  du  niveau  du  bief  inférieur;  cela  rend  compte  de 
la  raison  pour  laquelle  le  flotteur  a  pu  être  soulevé  malgré  le  travad 
résistant  de  son  poids. 

L'expérience,  d'ailleurs,  prouve  que,  dans  l'intérieur  de  la  colonne 
liquide ,  le  flotteur  ne  monte  point  par  .soubresauts  ;  il  serait  donc  rigou- 
reux de  tenir  compte,  dans  le  calcid  du  travail  en  frottement,  du  sur- 
croit quelconque  de  force  vive  qui  pourrait  provenir,  connue  je  l'ai 
expliqué,  du  mode  d'action  du  flotteur  pendant  son  ascension,  parce 
qu'à  une  augmentation  de  force  vive  correspond  une  augmentation  de 
résistances  passives  dans  le  balancement  delà  colonne  oscillante.  Mais, 
connne  la  différence  de  densité  entre  l'eau  et  le  flotteur  n'était  pas 
très-grande ,  et  (jue  le  flotteur  finissait  par.avoir,  en  général ,  une  vitesse 
analogue  à  celle  de  l'eau  qui  l'enveloppait,  cette  remarque  est  plus 
intéressante  pour  la  théorie  que  pour  l'estimation  réelle  des  effets  de 
la  machine.  D'ailleurs,  les  résistances  passives  occasionnées  par  le  flot- 
teur, surtout  clans  les  premiers  instants  de  sa  rencontre  avec  la  colonne 
remontante,  diminuent  tl'inie  quantité  quelconque  les  vitesses  du 
système;  il  y  a  des  effets  de  résistances  passives  compensés,  en  quel- 
que sorte,  dans  les  calcids  qui  ne  porteraient  que  sur  des  quantités 
tres-secondaires  ici,  et  dune  détermination  trop  délicate  pour  mériter 
d'être  étudiées  en  ce  moment  relativement  à  ime  expérience  aussi 
imparfaite. 

La  correction  à  faire  sur  la  profondi  ur  de  l'oscillation  ,  dans  le  cal- 
cul du  déchet,  à  cause  du  mouvement  du  flotteur,  ne  provient  point 
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de  i'oscillation  descendante,  puisque  le  (lolUiii  ne  lait  {^uere  quf 
suivre  la  colonne  liijuide  dans  le  sens  de  ce  mouvement.  La  dernière 
moitié  de  l'oscillation  descendante  est  parfaitement  dégagée  du  flot- 
teur; mais  il  faut  tenir  compte,  dans  la  première  moitié,  de  la  manière 
dont  se  distribuent  la  valeur  et  le  chemin  des  résistances  passives.  f,a 
hauteur  de  l'eau  qui  engendre  de  la  vitesse  dans  le  tuyau  pendant 
que  l'eau  motrice  y  pénètre  est  moindre  que  la  hauteur  nioyeruie 
d'où  celle-ci  partirait,  si  le  tuyau  était  prolongé  en  dessus,  et  qu'elle 
en  descendît  pour  engendrer  la  même  vitesse,  au  lieu  de  sortir  du 
bief  supérieur.  Il  faut  en  tenir  compte  dans  l'application  des  for- 
mules. An  reste,  il  y  a  une  sorte  de  coinj)ensation  provenant  de  ce 
que  le  flotteur  suspendu  occupant  un  certain  volume  au-dessous  du 
niveau  du  bief  sujiérieur,  la  quantité  d'eau  sortie  de  ce  biet  pour 
engendrer  la  force  vive  qui  le  serait  par  un  égal  volume  d'eau  ,  si  le 
flotteur  était  enlevé  ,  descend  d'une  hauteur  plus  grande  que  celle 
du  centre  de  gravité  du  flotteur. 

Ces  considérations  secondaires  ont  ici  peu  «l'importance.  On  pourra 
faire  le  calcul  à  peu  près  comme  pour  les  résistances  passi\es  d'une 
oscillation  libre  dans  un  tuyau  vertical. 

Pour  appliquer  à  l'oscillation  remontante  les  formules  que  je  rap- 
pelle au  commencement  de  ce  paragraphe,  il  faudrait  réduire  les 
choses  au  degré  de  simplicité  où  elles  seraient  si,  le  flotteur  étant  sup- 
primé, la  colonne  liquide  partait  de  la  profondeur  nécessaire  pour 
avoir,  en  arrivant  à  la  hauteur  du  lùveau  du  bief  inférieur,  à  peu  près 
la  quantité  de  force  vive  qu'elle  doit  avoir  après  être  partie  de  plus 
bas,  quand  on  suppose  le  flotteur  invariablement  fixé  à  la  limite  infé- 
rieure de  sa  course.  Cette  déteimination  est  facile  à  obtenir  au  moyen 
des  principes  que  j'ai  exposés  dans  les  tomes  III  et  VI  de  ce  Journal. 
On  trouve  d'ailleurs,  au  moyen  des  mêmes  principes,  que  le  calcul 
du  déchet  établi  de  cette  manière  peut  être  plutôt  au-dessus  qu'au- 
dessous  de  sa  véritable  valeur,  à  cause  de  la  manière  dont  la  présence 
du  flotteur  modifie  le  chemin  parcouru  par  les  résistances  passives. 
.\insi,  il  y  a  diverses  causes  de  compensation,  et,  en  définitive,  on 
peut  se  servir,  dans  une  simple  approximation  comme  celle  dont  il 
s'agit,  de  mes  formules  sur  le  mouvenieni  oscillatoire  dans  les  tuyaux 
cylindriques  indéfiniment  prolongés  dans  le  sens  vertical.  Mais  il  faut 
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avoir  égard  à  la  manière  de  les  ein])loyer  que  j'ai  prescrite,  et  se  ser- 
vir, po 'r  déterminer  la  somme  des  coefficients  des  résistances  passives 
qui  se  présentent  dans  le  simple  balancement  de  ia  colonne  liquide, 
des  observations  directes  faites  sur  le  déchet  dans  la  hauteur  de  la 
colonne  remontante,  lorsqu'on  a  ôté  le  flotteur  à  la  (in  des  expé- 
riences. 

Quant  aux  irrégularités  secondaires  qui  résultent  nécessairement  du 
pnncipe  de  l'oscillation,  elles  se  réduisaient  à  peu  de  chose  lorsque  la 
machine  était  bien  réglée  et  en  assez  bon  état.  Lorsque  les  spectateurs 
ne  regardent  pas  monter  le  flotteur  dans  l'intérieur  du  tuyau  en  L, 
ils  peuvent  craindre  qu'il  n'y  ait  des  soubresauts,  à  cause  de  ce 
qui  se  passe  à  la  limite  de  l'ascension,  mais  il  n'en  est  pas  ainsi; 
seulement,  à  la  fin  de  l'ascension,  le  flotteur  monte  aune  certaine 
hauteur  au-dessus  du  point  où  cela  est  nécessaire,  pour  accrocher  plus 
sûrement  le  mouton.  Or  il  est  indispensable  de  faire  observer  que, 
dans  le  cas  où  il  s'agirait  de  faire  fonctionner  un  outil  qui  serait  tou- 
jours attelé  au  flotteur,  ce  soubresaut,  qui  est  dans  ce  modèle  un  dé- 
faut essentiel,  serait  inipossihle.  En  effet,  la  résistance  industrielle 
tiendrait  le  flotteur  suspendu,  si,  par  hypothèse,  elle  ne  pouvait  être 
surmontée  que  par  la  totalité  ou  la  presque  totalité  du  poids  du  flot 
teur,  découvert  en  vertu  de  la  descente  ultérieure  de  la  colonne 
liquide. 

A  l'époque  où  la  colonne  remonlante  rencontre  le  flotteur,  qui  des- 
cend encore,  il  se  présente  un  bouillonnement  momimtané  autour  de 
son  cône  inférieur,  et,  par  suite,  une  cause  quelconque  de  ballotte- 
ment dans  le  flotteur,  quand  il  n'est  pas  guidé.  Mais  il  est  clair  que, 
s'il  est  guidé,  cette  cause  insignifiante  de  perte  de  travail  est  sans  in- 
convénient ,  et  se  confond  avec  celles  dont  l'effet  est  alfernativement 
restitué  en  vertu  de  l'augmentation  de  profondeur  dans  le  point  de 
départ  due  à  une  dépense  d'eau  motrice  plus  considérable  que  cela 
ne  serait  nécessaire  si  l'on  n'avait  pas  à  tenir  compte  des  irrégularités 
éventiœlles.  I^a  limite  de  ces  irrégularités  sera  déterminée,  bien  en- 
tendu, dans  chaque  machine,  et,  lorsqu'elles  ne  se  présenteront  pas, 
il  rentrera  à  chaque  période,  dans  le  bief  supérieur,  une  partie  du 
surcroît  de  débit  destiné  à  y  avoir  égard  dans  tous  les  cas.  pour 
que  l'appareil  ne  soit  jamais  arrêté,  excepté  dans  des  circonstances 
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très-rares,  ainsi  que  cela  arrive  pour  toutes  les  niachiues  liyiirau- 
liques. 

Je  n'entrerai  j)as  ici  dans  le  détail  des  calculs,  n'ayant  pour  hul , 
dans  ce  Journal,  que  d'exposer  des  |)rincipes.  Voici,  au  reste,  les 
doiuiées  numériques  au  moyen  desquelles  le  lecteur  poturait  facile- 
nient  vérifier  le  résultat  principal,  en  relisant  au  besoin  les  deux  Mé- 
moires que  j'ai  rappelés,  ou  même  celui  de  IVI.  Coriolis,  inséré  dans 
le  tome  III  de  ce  Journal.  i 

Ayant  retiré  le  flotleur  du  système,  j'ai  mis  In  colonne  liquide  en 
oscillation  par  l'introduction  alternative  d'une  tranche  de  liquide,  eu 
soulevant  alternativement  la  soupape,  comme  je  l'ai  dit  plus  haut.  Je 
tenais  ensuite  cette  soupape  invariablement  fermée,  lorsque  la  colonne 
remontante  avait  versé  par-dessus  ce  tnrau-sonpape,  en  passant  par 
l'espace  libre  à  son  intérieur;  car  il  faut  toujours  se  souvenir  que  la 
soupape  est  disposée  de  manière  à  ne  jamais  boucher  transversalement 
le  tuyau.  Je  laissais  retomber  la  colonne  liquide,  la  soupape  étant  tou- 
jours fermée,  c'est-à-dire  son  anneau  inférieur  reposant  invariablement 
sur  le  siège  annulaire  fixe,  et  je  notais  la  hauteur  à  laquelle  parvenait 
la  colonne  remontante.  Je  craignais  d'abord  que  l'air  infrodiiil  dans 
le  liquide  par  le  mode  de  mise  en  train  n'altérât  notablement  les  ré- 
sultats, cela  faisait  évidemment  quelque  chose;  mais  les  bulles  d'air  du 
sommet  de  la  colonne  paraissaient,  en  définitive,  peu  importantes. 
D'ailleurs,  j'ai  répété  un  grand  nombre  de  fois  cette  expérience,  en  re- 
trouvant toujours  assez  sensiblement  le  même  déchet  à  cette  époque  de 
mes  essais.  Or  il  est  probable  qu'il  n'en  aurait  pas  été  ainsi  dans  le  cas 
où  les  bulles  d'air,  introduites  d'une  manière  nécessairement  peu  uni- 
forme, auraient  eu  une  influence  essentielle  sur  les  effets.  Quoi  qu'il  en 
soit,  voici  le  résultat  d'après  lequel  j'ai  fait  un  essai  de  calculs  numé- 
riques. I       > 

L'eau  remontait  a  o™,22  du  sommet  du  tuyau-soupape.  Pour  ap- 
précier ce  déchet,  il  faut  se  souvenir  que  le  diamètre  intérieur  de  ce 
tuyau  n'était  que  de  o™,36,  tandis  que  le  diamètre  était  de  o"',4o  au- 
dessous  du  siège  de  la  soupape.  Afin  de  tenir  compte  des  plus  petites 
circonstances,  on  peut  ajouter  que  le  diamètre  o^'jSô  ne  commençait 
même  qu'à  o'",o3  au-dessus  du  siège  de  la  soupape.  L'eau  redescendait 
à  i'^îyo  au-dessous  de  son  premier  point  de  départ  supérieur,  avant  de 
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ivinonter  ainsi,  ce  qui  Jait  i'",2r)  de  baisse  au-dessous, du  niveau  du 
l)assiii  inférieur,  dans  le  tuyau  de  o"',4  de  diamètre. 

Il  eût  été  à  désirer  que  l'on  pût  mesurer  exactement  la  profondeur 
à  laquelle  la  surface  de  l'eau  descendait  quand  le  flotteur  était  en  jeu 
dans  le  tuyau  vertical  ,  et  qu'en  un  mot  la  machine  fonctionnait 
comme  à  l'ordinaire.  Mais  le  mouvement  du  flotteur,  qui  n'était  pas 
guidé  dans  cet  appareil  d'essai,  empêchait  d'enfoncer  une  perche  pour 
prendre  cette  mesure,  comme  on  l'avait  fait,  à  environ  i  centimètre 
près,  quand  on  avait  enlevé  le  flotteur  pour  étudier  le  libre  balancement 
(le  la  colonne  liquide.  D'ailleurs ,  la  surface  de  la  colonne  était  brisée, 
parce  qu'elle  descendait  alors  dans  le  coude  jusqu'à  la  profondeur  à 
laquelle  on  commençait  à  la  perdre  de  vue.  J'ai  tâché  de  reconnaître 
cette  profondeur  en  lemarquant  que  la  surface  bri.sée  se  trouvait 
sur  le  joint  du  premier  et  du  second  tuyau  courbe,  qui  formaient  le 
coude  en  quart  de  cercle  disposé  entre  le  tuyau  horizontal  et  le 
tuyau  vertical.  La  longueur  développée  de  Taxe  du  tuyau  abandonné 
au-dessous  du  niveau  d'aval  par  la  colonne  oscillante  n'était  pas  de  plus 
de  i"',8o  environ,  et  encore  il  faut  tenir  compte  de  ce  que  le  bas  du 
tuyau  arrondi ,  formant  plus  de  la  moitié  de  cette  longueur,  se  trou- 
vait à  une  profondeur  un  peu  moindre  que  s  il  avait  été  rectiligne. 

Nous  connaissons  par  des  expériences  directes  le  déchet  de  la  co- 
lonne remontante,  partie  d'une  profondeur  de  i^j^ô  au-dessous  du 
niveau  d'aval.  Nous  savons,  d'après  ce  (jui  a  été  dit  sur  l'influence  du 
flotteur,  que,  pendant  l'ascension  de  la  eolonne,  le  travad  en  frotte- 
ment doit  différer  peu  de  ce  que  nous  avons  trouvé  en  supprimant 
le  flotteur.  Il  suffit  de  se  rappeler  que,  si  le  flotteur  était  maintenu  en 
repos,  la  colonne  partant  d'une  profondeur  calculée  d'après  la  présence 
de  celte  pièce,  une  quantité  déterminée  du  tuyau  devrait  être  remplie 
au-dessus  du  niveau  d'aval  par  la  colonne  liquide. 

Pour  se  former  une  idée  approchée  du  déchet  provenant  de  l'oscil- 
.ation  descendante  suivie  par  le  flotteur,  il  suffirait,  d'après  ce  qui  a 
été  dit,  d'observer  directement  le  déchet  à  une  époque  où  le  niveau 
d'aval  serait  assez  bas  pour  que  l'oscillation  eût  une  amplitude  ana- 
logue au  double  de  la  demi-oscillation  observée  au-dessous  du  niveau 
d'aval,  à  l'époque  où  la  machine  était  en  train.  C'était  ce  que  j'avais 
fait  à  une  époque  antérieure  ;  mais  le  tuyau  n'était  pas  dans  les  mêmes 
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conditions  que  lorstiiie  je  mesurai  leilet  utile  de  la  niacliine,  ainsi  que 
je  l'expliquerai  plus  loin.  D'ailleurs,  connue  j'ai  seulement  pour  but 
d'indiquer  une  vérification  sur  l'état  délinitii  de  la  niacliine,  je  me 
contenterai  de  rappeler  qu'en  général,  lorsque  les  amplitudes  des  os- 
cilladons  ne  sont  ni  trop  différentes  entre  elles,  ni  trop  grandes  par 
rap|)ort  au  diamètre  du  tinau,  le  rapport  du  décliet  en  hauteur  de  la 
colonne  remontante  dans  un  tuyau  vertical  d'égal  diamètre  partout  suffi- 
samment prolongé,  à  la  profondeur  du  point  de  départ  au-dessous 
du  niveau  d'aval ,  est  à  peu  près  en  raison  inverse  de  cette  profondeur, 
toutes  choses  ég.des  d'ailleurs,  d'après  les  expériences  que  j'ai  rap- 
portées dans  mes  précédents  Mémoires.  Ici  l'ascension  aurait  eu  assez 
de  puissance  pour  rejeter  une  certaine  niasse  d'eau  dans  le  bief  supé- 
rieur, si  le  flotteur  avait  été  supprimé,  puisque  la  rentrée  de  cette  eau 
aurait  tenu  lieu  du  travail  résistant  du  poids  du  flotteur  pendant  qu'on 
le  relevait.    Ainsi,    dans  un  tuyau   vertical   sufiisainment   prolongé, 
la  colonne  serait,  malgré  le  décliet,  montée  à  une  certaine  hauteur 
au-dessus  du  niveau  du  bief  d'amont.  Cependant  il  est  facile  de  voir 
que  la  portion  du  tuyau  que  n'aurait  pas,  à  cause  du  déchet,  remplie 
la  colonne  remontante  à  son  sommet,  ne  serait  pas,  en  définitive,  ici 
à  une  hauteur  beaucoup  plus  grande  que  le  niveau  du  bief  d'amont, 
dans  le  cas  où  le  tuyau  vertical  serait  de  même  diamètre  partout,  au 
lieu  d'être  rétréci  sur  une  longueur  de  o",47  par  la  soupape  annulaire. 
Or  cela  est  très-commode  pour  se  former  une  idée  du  déchet  total  pro- 
venant des  deux  oscillations,  ou  du  simple  mouvement  de  la  colonne 
liquide,  à  cause  des  compensations  qui  résultent  d'ailleurs  de  ce  qu'une 
partie  du  tuyau  vertical ,  par  hypothè.se ,  était  inclinée  à  l'origine  du 
coude. 

.le  ne  m'étendrai  pas  cependant  ici  sur  la  vérification  du  travail 
résistant  provenant  de  ce  balancement,  en  ne  faisant  reposer  mes  cal- 
culs que  sur  la  mesure  directe  de  la  profondeur  à  laquelle  le  niveau 
brisé  de  la  colonne  oscillante  était  descendu ,  parce  que  cette  mesure 
directe  laisse,  comme  je  l'ai  dit,  un  peu  d'incertitude.  Mais  j'ai  pensé 
qu'il  ne  serait  pas  sans  quelque  intérêt  d'indiquer  les  considérations 
précédentes  qui  permettent  d'étudier  la  question  sous  divers  points 
de  vue.  En  définitive,  on  peut,  si  ce  genre  de  vérification  paraît  utile, 
appliquer  ici  de  diverses  manières  les  formules  sur  les  oscillations  des 
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liquides  que  j'ai  établies  dans  le  tome  111  de  ce  Jouiiia4  .  en  détermi- 
nant les  coefficients  au  moyen  des  observations  diiecles  faites  sur  le 
tuyau  de  la  machiiu',  a  l'époque  ou  j'ai  mesuré  l'effet  utile  d'une  ma- 
nière plus  complète.  On  trouvera  que  les  résistances  passives  dues  au 
simple  balancement  de  la  colonne  doivent  avoir  absorbé  -}  ou  |  en- 
viron du  travail  de  la  chute,  selon  que  l'on  considérera  les  diverses 
limites  de  cette  chute  sous  lesquelles  la  machine  a  fonctionné.  Je 
reviendrai  d'ailleurs  sur  ce  sujet  dans  le  chapitre  suivant,  en  rap- 
portant des  expériences  plus  spéciales,  dans  le  simple  but  de  faire 
encore  mieux  concevoir  l'état  de  la  question,  et  en  prévenant  toujours 
qu'il  ne  faut  attacher  à  ces  divers  systèmes  tle  vérification  qu'une  im- 
portance secondaire.  Peut-être  n'en  aurais-je  dit  que  (pielques  mots  si 
la  machine  avait  été  mieux  construite;  mais  l'imperfection  même  de 
l'exécution  m'oblige  de  l'étudier  sous  divers  points  de  vue. 

Il  y  a  plusieurs  autr-es  causes  de  perte  de  travail,  abstraction  faite 
du  mode  d'application  du  moteur: 

1".  A  la  fin  de  l'ascension  de  la  colonne  remontante,  il  s'exerce  de 
bas  en  haut  !;ne  percussion,  insignifiante  il  est  vrai,  sur  le  rebord  in 
lérieur  du  tujau- soupape.  Dès  rinst<ant  où  cette  soupape  commence 
à  se  soulever,  l'eau  du  bief  su|)érieur  entre  sur  la  colonne  remon- 
tante, et  l'aide  à  se  remettre  de  niveau  avec  le  bief  supérieur.  Cette 
quantité  d'eau  était  d'ailleurs  très-petite  ,  ainsi  que  la  hauteur 
moyenne  dont  son  centre  de  gravité  descendait  au-dessus  du  seuil  de 
la  soupape.  Il  est  facile  de  s'en  rendre  compte,  surtout  si  l'on  a  égard 
à  ce  que,  le  flotteur  cylindrique  occupant  à  cette  époque  le  centre  de 
la  soupape  amnilaire  dont  la  section  intérieure  est  déjà  moindre  que 
celle  du  tuyau,  le  volume  annulaire  de  liquide  dont  il  s'agit  ne  donne 
lieu  qu'à  un  déchet  sans  importance,  en  contribuant  à  rétablir  le 
niveau,  comme  on  vient  de  le  dire. 

'x".  La  soupape  étant  convenablement  équilibrée,  le  travail  né- 
cessaire pour  la  faire  fonctionner  est  de  peu  d'im|)ortance  ;  comme 
elle  se  baisse  très-vite,  la  perte  de  force  vive  de  la  tranche  an- 
nulaire qu'elle  coupe  est  très-petite.  Quant  à  la  colonne  en  mou- 
vement dans  le  tuyau  en  L ,  ses  sections  tr(ins\>ersales  ne  peiweiit  ja- 
mais être  bouchées.  Il  n'y  a  d'intercepté  que  le  mouvement  de  l'eau 
affluente  dans  l'intérieur  du  réservoir  supérieur  en  zinc,  ce  qui  ne 
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lionne  évidemment  lien  «in'à  nne  qnantité  de  perte  de  force  vive  tres- 
pelite  par  rapport  à  l'enseuiblr  dn  système  en  mouvement.  Cette  ean  , 
dont  la  direction  est  changée  |)ar  la  sonpape  annulaire,  a  d'ailleurs 
toute  la  lil)erté  possible  poui-  prodiiiif  des  ondts  dans  le  bassin  su- 
périeur, sans  donner  lieu  à  aucune  chance  de  coup  de  bélier. 

3".  r,a  contraction  de  la  veine  liquide,  à  son  entrée  du  bief  supérieur 
«lans  le  tuyau,  ne  pouvait  être  que  |)arlielle;  en  elfet ,  la  soupapt- 
étant  suffisamment  levée,  il  n'y  av.'.lt  aucune  cause  de  contraction  sur 
le  |)ourtour  central  formé  par  le  flotteur  cylindrique  suspendu  au  haut 
de  sa  course.  11  n'y  en  avait,  à  proprement  parler,  que  sur  le  pinu- 
tour  extérieur  du  siège  de  la  soupape;  et  encore  elle  était  diniiiuiée 
par  un  entonnoir  en  zinc  qui  n'avait,  d'ailleurs,  (pi'une  forme  provi- 
soire, son  coté  ayant  une  inclinaison  sur  l'horizontale  d'environ  la 
moitié  d'un  angle  droit,  et  sa  hauteur  étant  de  o'",  18  à  o"'.9.o.  Au 
reste,  je  ne  me  suis  pas  aperçu  que  cet  entonnoir  eût  une  influence 
bien  sensible  sur  le  résultat  définiiif  ;  car,  dans  des  expériences  sur  une 
machine  d'une  exécution  si  imparfaite,  je  ne  sais  trop  si  l'on  doit  teiur 
bien  sérieusement  compte  d'une  période  de  plus  ou  de  moins ,  (piand  on 
en  compte  une  soixantaine  à  partir  du  moment  oii  elles  sont  bien  régu- 
lières. Je  dois  dire  aussi  qu'au  delà  de  certaines  limites,  la  granrleur 
de  l'ouverture  de  la  soupape  était  sans  importance:  ainsi,  je  ne  me 
suis  pas  aperçu  qu'une  levée  de  o'",i  1  donnât  un  effet  utile  sensible- 
ment moindre  qu'une  levée  de  o"',9.a,  ou  que  les  levées  intermédiaires, 
la  largeur  de  l'orifice  annulaire  étant  de  o"',o6.  Enfin,  quand  le 
flotteur  n'était  pas  dans  le  centre  du  tuyau,  et  en  touchait  presque  la 
circonférence,  il  n'en  résultait  pas  de  différence  sensible. 

4".  Pendant  toute  la  durée  de  l'introduction  du  liquide  par  la 
soupape,  il  y  a  un  petit  surcroit  de  frottement  dans  le  tuyau  annu- 
laire d'une  très-petite  longueur,  formé  par  les  deux  tiers  environ 
des  parois  verticales  du  flotteur,  suspendu  à  cette  époque  d'une  ma- 
nière fixe,  et  par  les  parois  du  tuyau  de  la  machine.  Ce  surcroît 
est  encore  insignifiant.  A  la  sortie  de  ce  tuyau  annulaire,  la  veine 
se  dilate  dans  le  tuyau  vertical  de  o"',4o  d^  diamètre.  Les  lois  de 
la  perte  de  force  vive,  dans  ce  genre  de  dilatation,  ou  évasenietit , 
ne  sont  pas  généralement  coniuies.  On  ne  sait  pas  bien  suivant 
quelles  courbes  se  dirigent  If  s  filets,  dans  les  circonstances  surtout 
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où  il  y  a  lieu  de  penser,  à  cause  du  cône  inférieur,  que  la  dilata- 
tion n'est  pas  brusque.  J'ai  eu  occasion,  en  1837,  de  fîiire  à  l'École 
des  Mines  des  expériences  sur  ce  sujet,  et  j'ai  trouvé  (pie,  dans  les 
circonstances  où  j'ai  opéré,  et  dont  je  rendrai  compte  ultérieure- 
ment, Il  perte  était  assez  bien  exprimée  au  moyen  des  principes  de 
Borda,  c'est-à-dire  au  moyen  du  carré  de  la  différence  des  vitesses, 
au  lieu  de  la  différence  des  carrés ,  comme  le  supposait  d'Aubuis- 
son.  Il  résulte  de  cette  observation,  d'accord  avec  les  théories  aujour- 
d'hui généralement  admises,  que  la  perte  de  force  vive  provenant  de 
la  dilatation  dont  il  s'agit  est  très-petite.  Pour  s'en  former  une  idée ,  à 
l'époque  ou  elle  est  à  son  maximum,  il  faut  se  rapj)eler  que  la  limite 
de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  d'introduction  étant  la  hauteur  défini- 
tive du  niveau  du  bief  supérieur  au-dessus  du  seuil  de  la  soupape, 
on  doit  encore  tenir  compte  de  la  diminution  provenant  de  la  con- 
traction quelconque  dont  nous  avons  parlé,  et  dont  on  peut  remar- 
fpier  que  les  effets  viennent  même  en  déduction  de  cette  cause  de  perte 
de  force  vive. 

5°.  J'ai  déjà  parlé  des  pertes  de  force  vive  occasionnées,  pendant 
cjuelques  instants,  par  la  rencontre  du  flotteur  dans  sa  descente,  et  de 
la  colonne  liquide  dans  son  ascension,  en  faisant  remarquer  qu'il  y 
avait  des  causes  de  compensation  assez  intéressantes,  par  suite  desquelles 
je  n'en  ai  pas  tenu  compte  dans  cette  approximation.  Pour  bien  étudier 
la  nature  des  effets  qui  se  présentent  à  cette  époque,  il  faut  voir  que 
la  colonne  est  d'abord  obligée  de  prendre  un  surcroît  de  vitesse  de  bas 
en  haut  dans  l'espace  annulaire  compris  autour  du  flotteur,  qui ,  dans 
les  premiers  instants  de  la  rencontre,  a  une  même  vitesse  en  sens  con- 
traire. Or  les  parois  cylindriques  de  ce  flotteur  forment  un  véritable 
tuyau  annulaire  dont  la  longueur  frottante  est  variable  jusqu'à  ce 
que  cet  espace  soit  rempli  d'eau;  et  pendant  que  cet  espace  se  rem- 
plit, il  y  a  une  contraction  de  la  veine  liquide  de  bas  en  haut,  dimi- 
nuée, il  est  vrai,  par  la  présence  du  cône  disposé  à  l'extrémité  du 
flotteur.  Enfin,  quand  le  flotteur  est  assez  plongé,  il  tend  à  prendre 
une  vitesse  accélérée  de  bas  en  haut ,  et  sa  vitesse  le  fait,  à  une  certaine 
époque,  monter  à  peu  près,  en  général,  comme  s'il  faisait  partie  du 
liquide.  Cependant  sa  vitesse  définitive  le  fait  nécessairement  émerger 
à  la  fin  de  sa  course.  Dans  plusieurs  expériences,  je  l'ai  même  vu 
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atteindre  la  fin  de  cette  course,  et  sortir  de  l'eau  en  veilu  de  sa  vitesse 
acquise,  bien  avant  que  la  colonne  liquide  eût  achevé  son  ascension. 
Cette  circonstance,  dépendante  de  la  manière  dont  le  flotteur  est  lesté 
par  lui-même  ou  par  son  contre-poids,  ne  paraissait  pas  avoir  d'ui- 
tJueuce  notable  sur  le  résultat  délinitil'.  On  peut  remarquer  que  son 
frottement,  à  cette  époque,  et  l'effet  de  poupe  qui  en  résultait,  dcu- 
naient  lieu  à  une  perte  quelconque  de  travail.  Mais  tout  cela  est  sans 
beaucoup  d'importance,  ces  effets  ne  paraissant  influer  sérieusement 
que  pendant  des  fractions  assez  petites  de  la  tlurée  totale.  J'ai  déjà  fait  re- 
marquer que  l'ascension  du  flotteur  au-dessus  de  la  limite  de  la  colonne 
liquide  n'étaitpoint,  en  général,  une  causede  déchet  absolu,  dans  toutes 
les  circonstances  où  il  ne  pouvait  pas  retomber  avant  d'être  suffisamment 
découvert  par  le  mouvement  de  haut  en  bas  de  cette  colonne.  C'est  te 
qui  aura  lieu,  en  général,  dans  l'application  du  moteur  aux  nutiLs 
quelconques  à  mouvement  alternatif,  mais  qu'il  ne  faudra  pas  accin- 
cher  alternativement.  Je  ne  m'occupe  pas  encore,  dans  cette  Note,  du 
cas  où  l'on  veut  obtenir  un  mouvement  circulaire,  et  dont  je  nai  dit 
que  quelques  mots. 

En  définitive,  si  l'on  réunit  toutes  les  causes  secondaires  de  perte 
de  force  vive  ou  de  travail ,  distinctes  de  celle  qui  est  occasiotmée 
par  le  simple  balancement  ou  le  mouvement  général  de  la  grande  co- 
lonne liquide ,  on  ne  trouve  que  quelques  centièmes  du  travail  de  la 
chute  d'eau.  Cela  confirme  les  résultats  obtenus  au  moyen  des  me- 
sures diverses  dont  j'ai  rendu  compte  dans  le  paragraphe  précédent, 
autant  du  moins  qu'on  peut  le  faire  pour  une  expérience  satisfaisante, 
il  est  vrai,  mais  provisoire. 

Il  faudrait  maintenant  pouvoir  démêler  les  diverses  espèces  de  causes 
de  déchet  qui  se  présentent  dans  le  mouvement  général  de  la  colonne 
liquide,  puisque  c'est  là  que  se  trouve  la  plus  grande  partie  du  tra- 
vad  en  résistances  passives.  Je  vais  donner  une  idée  des  tentatives 
que  j'ai  faites  à  ce  sujet,  dans  le  but  d'en  conclure  les  modifications 
qui  doivent  augmenter  l'effet  utile. 
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Euule  plus  spéciale  des  résistances  passi.es  relativement  a  la  déternnnatwn  du  diamètre 

du  tuyau. 

I  e  tuvau  horizontal  était  couché  dans  Tangle  du  bassin  de  ChaiUot , 
.nrlllèletnent  à  l'arête  de  cet  angle,  de  sorte  que  l'eau  qui  sortait  par 
L  extrémité  d'aval  ne  pouvait  pas  s'étendre  l,bre,nent  de  deux  cutes^ 
Ce  tuyau  était  porté  sur  des  tasseaux  d'vnie  petite  hauteur    et  .1  était 
d'ailleurs  très-près  du  mur  vertical ,  auquel  il  était  parallèle.  En  un 
,„o,,  ,.n  ajutage  divergent  de  r,4  de  côté,  qui  s  enfonraU,  par  son 
extrLuté  la  plus  étroite,  dans  le  tuyau  de  o-7,o  de  d.ametre  u.tene.u 
■•;  peu  près  le  même,  et  dont  l'autre  extrémité  avait  un  diamètre  dou- 
ble, ou  de  o■^8,  s'appuyait,  par  cette  dernière,  contre  le  fond  et  1^ 
nu-oi   verticale  du  bassin.  Il  était  un  peu  déforme  par  son  po.ds.   Il 
:mblait  résulter  des  expériences  de  Venturi  et  de  M.  Ey tebve.n    que 
cet  ajutage  devait   augmenter   l'effet.   Ma>s  quand  je  la.  o  te,  je  n  a, 
•luarqué  aucune  différence  sur  les  o-,a.  de  déchet  dans  la  colonne 
emomante,  au  sommet  de  la  soupape  annulaire    dont  il  faut  se  sou - 
elr  que  le  diamètre  intérieur  n'était  que  de  o.".36    soit  que  cet  aju- 
tage ne  produisît  pas  d'effet  bien  sensible,  so.t  que  la  veine  liquide,  a 
nuse  d    la  proximité  des  parois,  prît  tout  naturellement  une  form 
;r analogue  à  celle  qui  devait  résulter  de  cette  pièce.  I    y  avait,  .1 
"ai,  une  cause  de  contracûon  à  l'époque  .\.  retour  de  la  colonn   ; 
nais  la  proximité  des  parois  détruisait  une  partie  de  son  effet,  ,1  au- 
ant  plus  que  le  dernier  tuyau  étant  . -e,nhoUement.X  a  cordon  exte- 
neur   et  sou  embouchure  étant  convenablement  disposée,  cela  aug- 
nentlit  encore  la  proximité  des  parois.  D'ailleurs  l'augmentatiori  de 
Letre  intérieur  provenant  de  cette  embouchure  étant  d  environ  x  .n 
,s    et  les  carrés  des  vitesses  étant  en  raison  uiverse  des  quatrièmes 
p.n  sauces  des  diamètres,  cela  modifiait  sensiblement  le  résultat  ,qu  .1 
venait  difficile  de  ne  pas  confondre  avec  celui  du  frottement,  du 
o.u.ie  du  tuvau  en  L,  et  des  imperfections  de  ce  tuyau,  telles  que 
les  pertes  d'eau  et  les  rétrécissements  quelconques  aux  jointures. 

Vins,  que  je  l'ai  établi  par  la  géométrie ,  clans  le  premier  Mémoire  que 
j'ai"  publié  dans  ce  Journal,  tome  III ,  et  dont  M    Conolis  a  retrouve 
es  résuhats  par  l'analyse,  la  longueur  du  tuyau  horizontal  serait  in- 
différente au  déchet,  si  Ton  n'avait  a  considérer  q.i  un  frottement  de 
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parois  propoiiioiiiu'l  ;m.\  caircs  des  vitesses  ilc  la  colonne  lic|iii<le, 
parce  que  la  différence  de  longueur  des  surfaces  f'rottanles  serait  com- 
pensée par  la  différence  des  carrés  des  vitesses.  Mais  rindiieiKe  des 
causes  locales,  telles  que  le  coude,  etc.,  augmente  avec  les  vitesses. 

En  démontant  l'appareil,  j'ai  d'abord  fait  enlever  les  10  derniers 
mètres  du  tuyau  horizontal;  j'ai  trouvé  que  le  déchet,  dan»  \a  hauteur' 
de  la  colonne  remontante,  était  à  peu  près  le  même ,  et  qu'il  était  |)lut<>t 
diminué,  étant  réduit  à  une  hauteur  de  o'",2i  au  plus.  Ce  résultat  est 
important  pour  l'avenir  de  la  machine;  car,  pour  de  grands  diaiiutres, 
de  grandes  longueurs  de  tuyaux  seraient  tlispendieuses.  Jai  encore 
trouvé  que  l'ajutage  divergent  n'avait  aucune  influence  sensible  pour 
cette  longueur  de  tuyau,  les  disi)Osilions  à  la  sortie  étant  les  mêmes 
que  précédemment. 

Ici  il  se  présente  une  difficulté  provenant  de  ce  que,  si  la  longueur 
des  surfaces  frottantes  d'un  tuyau  de  diamètre  donné  est  sans  influence 
sensible,  en  supposant  ce  frottement  princi|)alement  proportionnel 
aux  carrés  des  vitesses,  les  causes  locales,  telles  que  les  contractions, 
le  coude,  les  évasements,  etc.,  ont  d'autant  plus  d'influence  sur  la 
perte  de  force  vive  totale  que  les  vitesses  sont  plus  grandes.  Or  la  durée 
des  oscillations  trouvée  par  expérience  était  à  peu  près  égale  à  celle 
des  oscillations  d'un  pendule  ayant  la  longueur  développée  du  tmau 
plongé,  dont  le  plus  grand  était  de  ci3'",4  environ.  11  en  résulte  que 
les  vitesses  n'étaient  pas  assez  petites  pour  que  l'un  des  coefficients  de 
la  résistance  passive  des  parois,  supposée,  par  Prony,  proportionnelle 
aux  simples  vitesses,  eût  ici  une  influence  très-notable  par  rapport 
aux  autres  causes  de  déchet.  De  sorte  que  les  différences  dans  l'influence 
de  ce  coefficient,  provenant  des  différences  de  longueurs  du  tuyau  ne 
pourraient  servir  à  expliquer  seules  comment  il  se  fait  que  le  déchet 
soit  plutôt  diminué  qu'augmenté  par  la  diminution  de  la  longueur  du 
tuyau,  si  la  perte  de  force  vive,  à  la  sortie  du  tuyau,  et,  en  un  mot . 
à  l'extrémité  d'aval ,  était  considérable. 

Pour  continuer  ces  comparaisons,  j'ai  fait  encore  enlever  7"',5o  du 
tuyau  horizontal,  c'est-à-dire  une  fraction  beaucoup  plus  considé- 
rable relativement,  de  ce  qui  restait  de  la  partie  plongée.  Malheureu- 
sement l'ajutage  fut  tellement  eiidonunagé  à  cette  époque  de  nus  expé- 
riences ,  qu'il  ne  me  fut  pas  possible  de  m'en  servir  sous  sa  première 
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forme.  Je  le  fis  réparer,  mais  en  réduisant  le  plus  grand  diamètre,  à 
envuon  o'",55,  et  en  conservant  la  forme  de  son  autre  extrémité  sur 
une  longueur  d'environ  o",23;  de  sorte  qu  il  était  composé  de  deux 
portions  de  tuyaux  coniques  formant  un  ensemble  moins  régulier. 
A  cause  de  la  petite  longueur  développée  du  système  plongé,  il  était 
difficile  à'aniorcer  l'oscillation  sans  qu'il  y  eût  beaucoup  plus  d'air 
enveloppé  que  dans  les  expériences  précédentes,  surtout  depuis  un 
accident  qui  s'était  présenté  à  la  fin  de  ces  expériences.  Il  y  a  eu  une 
augmentation  de  déchet  dans  la  puissance  de  la  colonne  remontante, 
sensible  du  moins  par  rapport  à  celui  qui  s'était  présenté  quand  il  y 
avait  7™,5o  de  tuyaux  de  plus. 

Avant  de  faire  cette  expérience,  j'avais  observé  les  oscillations  dans 
le  tuyau  vertical  en  supprimant  tout  à  fait  l'ajutage ,  mais  en  dispo- 
sant latéralement,  et  |)aralielement  au  mur  vertical  du  bassin,  un  des 
tuyaux  en  fonte  de  o'",4o  de  diamètre  et  de  2™,5o  de  long.  N'ayant  pu 
amorcer  assez  complètement  l'oscillation ,  à  cause  des  mouvements 
de  l'air,  je  n'avais  observé  que  les  ascensions  qui  se  présentaient  au- 
dessous  de  la  soupape  annulaire,  à  o'",90  environ  au  maximum  au- 
dessus  du  niveau  du  bief  inférieur.  Le  déchet  était  tres-sensiblement 
augmenté,  relativement  au  premier  système.  Je  regrette  de  ne  pou- 
voir donner  des  détails  plus  circonstanciés  sur  ces  expériences  secon- 
daires, dont,    au  reste,   je  n'indique  le  résultat  général   que  pour 
valoir  ce  que  de  raison.  Le  Mémoire  que  j'ai  présenté  à  l'Académie  des 
Sciences  le  8  juillet  i844)  et  auquel  est- joint  le  plan  à  l'échelle  que 
M.  Corot  a  bien  voulu  dessiner  sur  les  lieux  avant  que  le  modèle  fût 
démonté ,  n'a  pu  métré  communiqué  pour  la  rédaction  de  cette  Note. 
Il  n'a  même  jamais  été  remis  entre  les  mains  de  MM.  les  Commissaires, 
dont  le  Rapport  n'a  été  fait  que  sur  les  notes  qu'ils  avaient  eux-mêmes 
prises  sur  les  lieux ,  les  i  o  et  1 4  octobre  1 843-  Je  craindrais  donc  d'être 
trompé  par  mes  souvenirs  avant  d'avoir  pu  retrouver  plus  de  détails , 
n'ayant  ici,  d'ailleurs,  pour  but  qu'un  résumé  succinct. 

L  expérience  précédente  nest  pas  tout  à  fait  concluante,  à  cause  des 
défauts  ou  des  omissions  dont  je  viens  de  parler.  L'augmentation  quel- 
conque d'effet  dû  à  l'ajutage  peut,  au  reste,  provenir  en  partie  de  ce 
que  la  longueur  de  cet  ajutage  n'étant  pas  très-petite  par  rapport  à  ce 
qui  restait  du  tuyau  plongé,  il  en  résultait  qu  une  partie  de  l'ensemble 
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avait  un  diamètre  plus  graïul  (|uc  le  n-ste.  Son  influence  sur  la  loii- 
f!;ueur  totale  est,  d'ailleurs,  indiquée  par  la  différence  îles  durées  des 
oscillations.  Ainsi,  avec  l'ajutage  il  y  avait  onze  ascensions  en  6u  se- 
condes, et  sans  l'ajutage,  vingt-cinq  en  1  minutes;  et  encore  la  diffé- 
rence aurait  été  sans  doute  plus  considérable  si  le  tuyau  de  fonte,  dis- 
posé latéralement  pour  augnientei'  momentanément  la  solidité  de  l'ap- 
pareil, à  cette  époque  lie  mes  expériences,  n'avait  pas  formé,  avec  le  fond 
et  la  paroi  verticale  du  bassin,  une  sorte  de  canal  rectangulaire  qui 
devait  augmenter  d'une  quantité  cjnelconque  la  niasse  en  oscillation 
lorsqu'on  supprimai!  l'ajutage.  Quant  à  la  contraction  pro|)remeiit 
dite  de  la  veine,  dans  le  mouvement  de  retour,  son  induence  était 
diminuée  par  la  forme  de  l'emboucbure,  par  la  proximité  du  fond  et 
du  mur  vertical  du  bassin  ,  et  même  par  la  présence  du  tuyau  de  fonte 
latéral,  dont  j'ai  parlé  pour  le  cas  où  l'on  supprimait  l'ajutage. 

J'ai  comparé  les  expériences  siu-  le  déchet  pour  toute  la  longueiu 
du  tuyau  horizontal ,  à  celles  que  j'avais  faites,  l'année  précédente,  sin 
le  même  tuyau ,  avant  d'avoir  étudié  la  machine  aussi  complètement 
que  je  le  désirais.  Je  me  suis  aj)er(;u  qu'il  y  avait  des  différences  diffi- 
ciles à  expliquer  sans  quelque  détérioration  de  ce  tuyau,  provenant 
principalement  sans  doute  de  ce  que,  pour  cet  appareil  provisoire,  les 
joints  n'avaient  pas  été  faits  avec  assez  de  soin  ,  conune  on  s'en  est  d'ail- 
leurs aperçu  pour  plusieurs  en  les  démontant.  J'ai  craint  que  ces  dif- 
férences ne  vinssent  en  partie  de  ce  qu'à  cette  époque.,  je  n'avais  peut- 
être  pas  encore  bien  saisi  le  mouvement  nécessaire  pour  mettre  la 
colonne  en  oscillation  ,  sans  y  introduire  trop  de  bulles  d'air.  J'ai  donc 
considéré  le  résultat  d'un  certain  nombre  de  périodes  successives ,  ré- 
sultat qui  s'est  trouvé  assez  sensiblement  constant  pour  rassurer,  au 
moyen  d'ailleurs  de  causes  évidentes  de  compensation ,  sur  les  chances 
d'irrégularité  provenant  de  ces  bulles.  Ainsi,  en  i843,  il  fallait  que 
la  colonne  remontât  trois  fois ,  après  être  descendue  du  sommet  bien 
rempli  du  tuyau,  pour  que  la  surface  de  la  colonne  remontante  laissât 
entièrement  vide  le  tujau-soupnpe,  alors  fixe,  de  Q™,!\']  de  long  el 
de  o'",36  de  diamètre  intérieur,  sans  parvenir  sensiblement  au-dessous 
ni  remonter  sensiblement  au-dessus  de  l'origine  de  ce  tuyau-soupape, 
à  la  troisième  ascension.  En  1842,  il  fallait  près  de  quatre  périodes 
pour  obtenir  le  même  résultat.  En    184'^,  la  baisse,  au  bout  de  deux 
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périodes,  était  de  o"',33,  et,  en  i8/|2,  de  o"',.>7  à  o"',3u,  on  de  o"',4o 
an  plus  pour  trois  périodes.  Enfin  ,  pour  une  baisse  ultérieure  deo"',3o, 
il  (allait  encore  trois  périodes,  en  i843,  tandis  que,  en  i8/|2,  trois 
périodes  ultérieures  ne  donnaient  lien  qu'à  une  baisse  ultérietire  d'en- 
viron o'",i6;  et,  ponr  retrouver  la  baisse  de  o^sSo,  il  on  fallait  environ 
six.  A  partir  à  peu  prés  de  l'arête  inférieure  du  tuyau  de  o'",36  de  dia- 
mètre, sept  périodes  augmentaient  le  déchet  d'environ  o°',53  en  1843, 
tandis  qu'il  en  fallait  à  peu  prés  le  double  en  1842. 

Les  imperfections  quelconques  du  tuyau ,  mises  en  évidence  par  la 
comparaison  de  ces  deux  séries  d'observations,  empêchent  d'attacher 
beaucoup  d'importance,  quant  aux  limites,  au  détail  dfs  périodes  in- 
termédiaires et  même  aux  chiffres  définitifs.  S'il  est  permis  d'affirmer 
que  la  somme  des  coefficients  des  résistances  passives  est  moindre  . 
dans  certaines  circonstances,  pour  le  mouvement  oscillatoire  que 
pour  le  mouvement  uniforme,  il  faut  attendre  que  Ton  connaisse 
un  plus  grand  nombre  de  faits  ponr  en  tirer  des  conséquences  géné- 
rales sur  la  valeur  rigoureuse  de  ces  coefficients.  On  ne  saurait  être 
trop  circonspect  dans  l'étude  des  faits  qui  se  rattachent  aux  phéno- 
mènes encore  si  peu  connus  des  mouvements  moléculaires.  Aussi,  je 
me  contente  de  considérer,  dans  la  plupart  de  mes  recherches,  comme 
offrant  d'ailleurs  un  minimum,  les  chiffres  adoptés  par  Prony  pour 
ces  coefficients  dans  le  mouvement  uniforme,  quoique  j'aie  déjà  réuni 
des  expériences  assez  concluantes. 

Quant  à  ce  qui  concerne  plus  spécialenîent  l'étude  de  cette  machine, 
je  ferai  remarquer  qu'en  i84''-,  les  tuyaux  qui  même  n'étaient  pro- 
bablement pas  à  beaucoup  près  en  bon  état,  les  joints  ayant  été  faits, 
pour  ces  essais,  d'une  manière  tout  à  fait  provisoire,  ont  donné,  au 
moins  pour  les  premièns  périodes,  celles  qui  ont  été  étudiées  avec  le 
plus  de  soin,  un  déchet  moindre  d'environ  {  ou  ^  que  celles  qui  ont 
été  observées  à  l'époque  où  la  machine  a  fonctionné  en  présence  de  la 
Commission  de  l'Institut.  Donc ,  plus,  dans  les  calculs  du  chapitre  pré- 
cédent, on  estimera  haut  le  déchet  provenant  du  simple  balancement 
de  la  colonne  liquide,  plus  nous  saurons  qu'il  faudrait  augmenter 
l'effet  utile  dans  les  calculs  sur  une  bonne  construction.  Il  y  a  ,  comme 
on  voit,  des  compensations  dans  les  estimations  si  elles  laissent  quel- 
que doute. 
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En  \8^J.,  je  profitai  de  ce  que  le  nivtau  du  hassiii  d'aval  «  lait  des- 
cendu, par  suite  des  besoins  du  service,  pour  observer  des  oscilla- 
lions  (l'une  course  beaucoup  pbis  f;randt'.  Je  n'en  donnerai  {)as  ici  le 
détail,  ayant  eu  alors  princi|)ali  menl  pour  but  d'<lablir  (ju'on  pouvait 
très-tacilenient  mettre  la  colonne  liquide  en  oscillation  pour  des  am- 
plitudes bien  plus  considérables.  Mais,  parmi  ces  expériences,  il  y 
en  a  une  assez  intéressante  pour  l'étude  de  la  machine,  «n  ce  que  le 
niveau  était  baissé,  dansie  biefd'aval,  à  une  |)rofon(leur  d'environo"',6o, 
de  sorte  que  l'on  se  trouvait  dans  des  circonstances  qui  n'étaient  pas 
trop  différentes  de  ce  qui  se  présentait  quant  à  l'amplitude  de  la  plus 
grande  des  deux  oscillations i  lorsque  la  machine  était  en  jeu  avec  le 
flotteur.  On  ne  doit  pas  oid)lier,  d'ailleurs,  qu'il  ne  s'agit  ici  que  de 
comparaisons  de  résultats  analogues,  car  la  descente  du  niveau  de  la 
colonne  dans  le  coude,  brisant  la  surface  de  ce  niveau,  change  les 
conditions  du  phénomène,  ainsi  que  quelques  antres  circonstances  dont 
j'ai  parlé.  11  faut  surtout  tenir  compte  de  ce  qu'eu  amorçant  l'oscilla- 
tion par  une  introduction  alternative  de  liquide,  on  introduisait  de 
l'ail'  dans  le  coude  pour  ces  grandes  amjjlitudes.  Aussi  le  déchet  paraît 
relativement  plus  grand  qu'il  ne  devrait  l'être  d'après  des  observations 
précédentes.  Tout  cela  était ,  au  reste,  difficile  à  prévoir,  à  cause  de  ce 
qu'il  y  a  de  nouveau  et  de  vraiment  singulier  dans  les  phénomènes  des 
résistances  passives  pour  les  mouvements  variés  des  liquides. 

Il  fallait  deux  ascensions ,  à  partir  du  moment  où  le  tuyau  était 
plein  jusqu'au  sommet,  pour  que  la  colonne  remontante  parvînt  pré- 
cisément à  l'entrée  du  bout  du  tuyau  supérieur  de  o"',3G  de  diamètre  et 
de  o'",47  de  haut,  la  première  étant  remontée  à  environ  o'°,27  du  som- 
met d'abord  rempli,  il'où  elle  était  descendue.  Il  fallait  ensuite  quatre 
ascensions  pour  que  l'augmentation  du  déchet ,  considérée  alors  dans 
le  tuyau  plus  large  de  o'",4o  de  diamètre,  fût  de  o'",54  environ.  Voici , 
maintenant,  comment  on  peut  partir  de  ces  données  pour  estimer  la 
partie  du  déchet  de  la  machine  qui  serait  due  aux  simples  mouve- 
ments de  la  colonne  liquide,  si  les  choses  avaient  été  dans  le  même 
état  qu'en  rS/ja,  en  partant  de  ce  qu'alors  le  déchet  de  la  première 
ascension,  quand  le  bassin  d'aval  était  plein,  était  seulement  à  peu  près 
deo™,i4  à  o'",  16  tout  au  plus. 

La  période  comprenant  deux  oscillations,  lune  descendante,  l'autre 

48.. 
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remontante,  la  moitié  environ  du  décliet  précédent  doit  être  consi- 
dérée pour  chacune;  c'est-à-dire  que  nous  aurons,  pour  une  oscilla- 
tion analogue  à  celle  qui  relève  le  flotteur,  un  déchet  qui,  pour  être 
compensé,  exigerait  qu'on  tirât  du  bief  supérieur  un  cylindre  deau 
denviron  o'".o8  de  haut  et  de  o"',36  de  diamètre.  Quant  à  l'oscillation 
d'une  puissance  analogue  à  loscillation  descendante  de  la  machine, 
son  déchet  exigerait,  pour  être  comblé,  un  cylindre  d'eau  de  même 
diamètre,  o'",36  et  de  o"",  i35  de  haut,  mais  tiré  d'une  hauteur  nota- 
blement plus  considérable  que  celle  de  la  chute  motrice,  à  peu  près 
dans  le  rapport  de  190  à  126.  De  sorte  que,  pour  rapporter  tout  à  la 
même  unité,  ce  sera  comme  si  l'on  tirait  du  bief  supérieur  un  cy- 
lindre liquide  d'environ  o'",20  de  haut  au  lieu  de  o™,  1 35,  ce  qui  fera  en 
tout  o'",28  pour  l'ensemble  des  deux  oscillations.  En  définitive,  sans 
attacher  à  ce  genre  de  vérification  plus  d'importance  qu'il  n'en  mé- 
rite ,  puisque  les  circonstances  et  les  amplitudes  ne  sont  pas  tout  à  fait 
les  mêmes,  on  voit  comment  il  faut  s'y  prendre  pour  s'en  servir,  et 
c'était  tout  ce  que  je  voulais  indiquer  sur  cette  matière  pour  compléter 
ce  que  j'ai  dit  dans  le  chapitre  précédent.  On  trouve  en  nombres 
ronds,  comme  je  l'ai  avancé,  que  la  partie  du  déchet  provenant  du 
simple  mouvement  de  la  colonne  ne  doit  pas,  dans  diverses  hypo- 
thèses, dépasser  \  ou  ^  du  travail  de  la  chute,  et  que  la  partie  pro- 
venant du  frottement,  quoiqu'on  ne  puisse  en  assigner  rigoureuse- 
ment la  valeur,  est  assez  grande,  par  rapport  au  reste,  pour  qu'on  soit 
sûr  d'augmenter  l'effet  utile  en  élargissant.convenablement  le  flotteur  et 
la  machine.  C'est,  pour  le  moment,  la  seule  conséquence  que  je  me 
permets  de  tirer  de  ces  expériences,  ou  plutôt  de  ces  observations 
d'ingénieur,  faites  simplement  dans  le  but  d'étudier  un  modèle  dune 
construction  si  imparfaite.  Plusieurs  personnes  remarquèrent,  dans  les 
expériences  publiques,  une  des  pertes  d'eau  qui  se  faisait  par  le  tuyau 
vertical  à  son  joint  avec  le  coude. 

Résumé  des  recherches  théoriques  sur  le  débit  d'eau  motrice  correspondant  à  l'effet  utile 
I  ,,  maximum. 

Les  dimensions  du  tonneau  de  jauge  ne  me  permettant  de  débiter 
qu'une  petite  quantité  d'eau,   j'avais  disposé  l'appareil  de  manière 
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qii  il  put  marcher  peiulaiil  un  temps  convenable.  Aussi ,  dans  ces  expé- 
riences, il  ne  débitait  pas  assez  d'eau  pour  le  maximum  d'effet  utile  à 
beaucoup  près. 

Les  phénomènes  de  l'introduction  du  liquide  dans  l'appareil  n'avaient 
pas  beaucoup  d'im|)ortance,  à  cause  du  peu  de  hauteur  du  niveau 
d'amunt  au-dessus  du  seuil  de  la  soupape.  Mais,  comme  il  ne  serait 
plus  permis  de  négliger  leur  influence  pour  des  dépenses  d'eau  consi- 
dérables, surtout  si  l'on  introduisait  le  liquide  en  plein  tu\au  sotis  le 
flotteur,  je  préviens  que  les  calculs  suivants  sont  tout  à  lait  |)rovisoires, 
jusqu'à  ce  que  ce  genre  de  phénomènes  soit  mieux  connu  :  j'en  dis 
quelques  mots  seulement  pour  donner  une  idée  plus  exacte  de  la  ma- 
chine. 

Si  l'on  fait,  pour  un  moment,  abstraction  de  ces  phénomènes  par- 
ticuliers, on  est  conduit  à  une  fornuile  très-simple  pour  la  (lé|)ense 
d'eau  correspondante  à  l'effet  utile  maximum. 

Je  suppose  que  le  flotteur  soit  cylindrique  et  d'un  diamètre  a  peu 
près  égal  à  celui  du  tuyau,  en  ne  m'occupant  pas  du  renflement  in- 
térieur de  la  soupape  annulaire  et  de  la  résistance  de  l'air  qui  passe 
au-dessous  du  flotteur.  J'admets  que  le  sommet  du  flotteur  ne  monte 
pas  bien  sensiblement  au-dessus  du  niveau  du  biei  supérieuj-,  et  que 
la  résistance  industrielle  à  vaincre  est  disposée  de  manière  qu'il  at- 
teigne, dans  sa  descente,  la  colonne  liquide  sans  percussion.  On 
voit  d'abord  immédiatement  s'il  a  une  densité  assez  peu  différente 
de  celle  de  l'eau,  que,  dans  l'ascension  de  la  colonne,  les  choses  se 
passeront  à  peu  près  de  la  même  manière  que  si  l'espace  occupé  par 
le  flotteur  l'était  par  un  égal  volume  d'eau,  abstraction  faite  de  sa 
longueur.  C'est-à-dire  que,  connaissant  par  expérience  la  profondeur 
d'où  le  niveau  de  la  colonne  remontante  doit  partir  pour  atteindre 
celui  du  bief  supérieur,  les  choses  se  passeront  à  peu  près  comme  s'il 
n'y  avait  pas  de  flotteur  et  que  l'eau  partit  de  cette  profondeur  dé- 
terminée; en  un  mot  ,  comme  si  le  flotteur  était  liquéfié. 

Pour  l'oscillation  descendante,  la  limite  de  la  profonder.r  obtenue 
sera  sensiblement  celle  dont  je  viens  de  parler,  plus  la  longueur  du 
flotteur.  / 

J'ai  démontré,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  tome  III  de  ce 
Journal,  que,  s'il  n'y  avait  pas  de  causes  de  pertes  de  forces  vives, 
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pour  une  colonne  oscillante  clans  un  tuyau  vertical,  la  force  vive  va- 
rierait comme  les  sections  circulaires  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  et 
que  le  travail  que  l'on  aurait  à  surmonter  pour  vaincre  les  résistances 
passives  serait,  en  général,  à  peu  prés  comme  le  cube  de  l'amplitudi' 
pour  les  vitesses  qui  ne  seraient  |)as  trop  petites.  Mais  le  cas  n'est  pas 
tout  à  fait  le  même  ici  dans  la  première  moitié  de  l'oscillalion  descen- 
dante. Je  suppose,  par  exemple,  que  le  flotteur  ait  une  longueur  égale 
à  la  hauteur  de  la  chute  motrice  ,  et  qu'étant  remonté,  il  occupe  tout 
l'espace  cylindrique  compris   entre  les   niveaux   d'amont  et  d'aval. 
Faisons,  pour  un  moment,  abstraction  des  résistances  passives,  et  con- 
sidérons de  quelle  manière  la  vitesse  s'engendre.  On  voit  d'abord  que 
l'eau  descendant  du  niveau  d'amont  au  niveau  d'aval  par  un  orifice 
convenablement  disposé,  descend  de  la  hauteur  du  centre  de  gravité 
d'ime  colonne  qui   serait  de   même  diamètre  que   le  tuyau   vertical 
suffisamment  prolongé,  et  dont  la  hauteur  serait  double  de  celle  de  la 
chute.  Or  cette  colonne,  en  descendant  au  niveau  d'aval,  aurait  en- 
gendré précisément  la  même  vitesse  qu'une  égale  quantité  d'eau  sortie 
du  bief  d'amont  dans  l'hypothèse  du  flotteur.  Dans  l'hypothèse  du 
tuyau  prolongé  et  de  la  suppression  du  flotteur,  la  force  vive  croîtrait 
comme    les  sections  circulaires   d'un  demi-ellipsoide  de  révolution, 
tandis  que,  dans  l'autre,  elle  croît  comme  les  ordonnées  d'un  triangle 
de  même  hauteur,  |)uisqu'à  chaque  instant  elle  est  proportionnelle  à 
la  quantité  d'eau  dépensée.  Mais,   en   définitive,  les  deux  quantités 
de  force  vive  acquise  sont  égales;   le  travail  nécessaire  pour  vaincre 
les  résistances  passives,  à  peu  près  proportionnelles  aux  forces  vives 
dans  un  même  tuyau,  est  donc  dans  l'hypothèse  du  flotteur  comme  ^, 
tandis  que,  dans  l'hypothèse  de  sa  suppression  .  elle  est  comme  f ,  pré- 
cisément comme  pour  la  demi-oscillation  qui  se  présente  dans  les  deux 
hypothèses  au-dessous  du  niveau  d'aval. 

Si  maintenant  le  flotteur  n'est  pas  aussi  long  qu'à  la  limite  que  je 
vitns  de  supposer,  mais  que  son  sommet  affleure  encore  le  niveau  du 
bief  supérieur,  on  voit  inuuédiatement  que,  moins  il  est  long,  plus 
on  se  rapproche  de  la  limite  pour  laquelle  le  travail  en  résistances  pas- 
sives ne  serait  pas  moindre  dans  la  première  demi-oscillation  que  dans 
la  seconde.  Il  en  résulte  que  si,  pour  la  seconde  demi-oscillation  des- 
cendante ,  le  travad  en  résistances  passives  est  comme  le  cube  de  la 
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somme  de  la  longueur  du  flotteur  cylindrique  et  de  la  prolondeur 
atteinte  par  son  sonuiiet  au-dessous  du  niveau  d'aval  ,  pour  i  e  (pie 
l'on  peut  appeler  la  première  demi-oscillation  descendante,  le  travail 
en  résistances  passives  n'augmente  pas  aussi  rapidement  avec  la  lon- 
gueur du  flotteur.  En  définitive,  si  l'on  nomme  x  cette  longueur 
et  h  la  limite  de  la  profondeur  obtenue  par  son  sommet  au-dessous  du 
niveau  du  bief  d'aval,  le  travail  en  résistances  passives  n'augmentera 
pas  en  somme  avec  .r  aussi  rapidement  que  la  quantité 

Elle  croîtra,  par  suite  même  des  résistances  passives,  encore  moins 
rapidement ,  à  certains  égards ,  parce  que  ,  plus  ram|)lilude  augmente  , 
plus  les  résistances  passives  augmentent  relativement,  le  travail  moteur 
^ant  comme  le  carré  de  l'amplitude,  tandis  que  le  travail  en  résis- 
tances passives  tend  à  croître  comme  le  cube;  ce  qui,  diminuant  re- 
lativement de  plus  en  plus  les  \itesses  Jrottanies ,  influe  sur  le  travail 
en  résistances  passives  qiù  en  résulte. 

Les  considérations  précédentes  ont  seulement  pour  but  de  faire  voir 
que  si  l'on  calcule  le  débit  correspondant  au  maximum  d'effet,  en 
supposant  le  travail  en  résistances  passives  proportionnel  aux  cubes 
des  demi-oscillations,  il  y  a  lieu  de  penser  qu'on  sera  plutôt  au-des- 
sous qu'au-dessus  de  la  vérité,  puisqu'il  ne  parait  pas  que  ce  travail 
en  résistances  passives  augmente  aussi  rapidement,  à  moins  qu'on 
n'ait  égard  à  des  phénomènes  particuliers  au  mouvement  varié, 
mais  encore  trop  peu  connus  pour  qu'on  en  puisse  faire  la  base  d'un 
calcul. 

Soit  H  la  course  du  flotteur.  Son  travail  sera  représenté  par  ail. 
S'il  n'y  avait  aucune  cause  de  perte  de  force  vive,  le  travail  dépense 
par  la  chute  d'eau  serait  égal  au  travail  du  flotteur.  Mais,  pour  tenu- 
compte  des  résistances  passives,  soit  K  un  coefficient  constant  relatif  h 
ces  résistances:  d  faudra  ajouter  au  travail  de  l'eau  motrice,  (.laprés 
l'hypothèse  précédente,  les  deux  termes  K^'  et  K{h-\-xy,  de  sorte 
que  l'effet  utile  sera 


xH4-K/j'-|-K(A-t-j:)-' 
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ou,  »^ii  prenant  h  pour  unité  dans  une  machine  donnée ,~- 

xH 

xH-l-K-f-K(i-t-x)'' 

En  différentiant  et  égalant  la  différentielle  à  zéro ,  on  trouve 

Cette  équation  a  une  racine  positive  comprise  entre  |  et  -~^.  Il  en  ré- 
sulte que,  pour  le  maximum  d'effet,  ou  plutôt,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, pour  une  limite  inférieure  du  débit  correspondant  au  maximum  , 
il  aurait  fallu  débiter  beaucoup  plus  d'eau  que  ne  le  faisait  le  modèle 
du  diamètre  dont  il  s'agit  pour  la  chute  donnée.  On  aurait  donc  pu 
en  débiter  encore  beaucoup  plus  en  retrouvant  l'effet  utile  donné  par 
l'expérience,  l'ejjet  utile  désignant,  comme  on  sait,  le  rapport  dy 
travail  recueilli  au  travail  dépensé. 

Je  pourrais  développer  les  considérations  précédentes  en  tenant 
d'ailleurs  compte,  autant  que  cela  est  possible  dans  l'état  actuel  de 
nos  connaissances,  des  phénomènes  de  l'introduction  de  l'eau,  qui  ne 
sont  relatifs  qu'à  ce  que  j'appelle  la  première  moitié  de  l'oscillation 
descendante.  Mais  il  ne  paraît  pas  que  ces  phénomènes  modifient  au- 
tant le  résultat  définitif  qu'on  serait  porté  à  le  croire  pour  des  dépenses 
d'eau  assez  considéiables,  quand  on  pourra  disposer  convenablement 
l'orifice  d'introduction.  J'ai  cru  qu'il  suffisait  d'indiquer  la  marche 
des  calculs,  le  résultat  que  je  viens  de  donner  n'étant  d'ailleurs  appuyé 
que  sur  des  phénomènes  qui  ne  sont  pas  eux-mêmes  coiums  d'une  ma- 
nière assez  complète,  et  n'ayant  ici  d'autre  but  que  celui  de  rassurer 
sur  la  puissance  de  la  machine,  relativement  à  son  volume. 

Quant  à  la  longueur  du  tuyau ,  il  est  bon  d'indiquer  comment  on 
pourra  y  avoir  égard;  mais  il  y  aurait  encore  un  phénomène  à  étudier 
pour  le  cas  où  ce  tuvau  serait  assez  court.  Je  veux  parler  de  la  résis- 
tance du  flotteur  plongeant  dans  la  colonne  remontante,  résistance 
qui  ne  peut  être  évitée  que  par  des  conditions  particulières  dont  je 
donnerai  le  détail  dans  l'ouvrage  que  je  prépare.  Abstraction  faite 
de  ce  phénomène  particulier,  je  suppose  les  résistances  industrielle* 
disposées  de  manière  que  le  flotteur,  s'il  est  d'un  diamètre  analogue 
à  celui  du  tuyau,  rencontre  cette  colonne  sans  percussion,  à  l'époque 
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ou  elle  se  rétiuit  elle-iiièine  au  repos.  Alors,  en  ne  Icn.inl  pus  compte 
(les  résistances  accessoires,  telles  que  celle  de  l'air  passant  au-dessous 
<lu    flotteur  jusqu'au  moment  de  cette   rencontre,  il   serait  facile   <\r 
voir   d'aj)res  quels  |)rincipes  on  déterminerait  la  longueur  de  liijau 
nécessaire  potu-  oiilenir  l'eUel  utile  maxununi ,  en  admetlant  le  résultat 
du  calcul  précédent  ou  celui  d'un  calcul  plus  complet  qui  aurait  é<j;ard 
aux  phénomènes  négligés.  Il  suffirait  de  connaître,  par  expérience,  U- 
maximum  de  hauteur  du  niveau  d'amont  au-dessus  du  seuil  de  la  sou- 
|»ape   et   le   maxinuun   d'ouverture   pour    lesquels   la    machine    peut 
fonctionner,  sans  que  les  pliénoiueues  de  contraction  et  ceux  des  croi- 
sements de  fdets,  etc.,  absorbent  assez  de  travail  pour  changer  trop 
complètement  les  conditions  du  calcul.  Cette  condition  étant  remjjlie, 
il  faudra  que  le  tuyau  ait  la  longueur  nécessaire  pour  que  l'eau  qu'il 
peut  contenir,  ayant  acquis  son  maximum  de  vitesse,  ait,  au  moment 
où  la  soupape  se  ferme,  la  quantité  de  force  vive  suffisante  pour  pro- 
duire la  quantité  de  travail  indiquée,  relativement  à  chaque  période, 
au  moyen  de  ce  calcul  du  maximum  d'effet.  S'il  est  plus  court,  les 
conditions  du  maximinn  <\' effet  utile  ne  seront  pas  remplies  ;  s'il  est 
plus  long,  elles  pourront  l'être  dans  des  limites  tres-étendues.  mais 
la  machine  débitera  moins  d'eau  dans  un  temps  donné.  Il  y  aura  d'ail- 
leurs une  limite  de  longueur  au  delà  de  laquelle  on  ne  pourra  plus 
admettre  que  l'augmentation  de  longueui-  des  surfaces  frottantes  sera 
compensée  par  la  diminution  de  la  fonction  de  la  vitesse   moyenne 
à    laquelle    le    frottement    est    censé   proportionnel.    Dans    les    très- 
petites  vitesses ,   le  terme   proportionnel    aux   sinqiles  vitesses   finira 
par  faire  plus  qu'une  compensation  à  l'avantage  provenant  de  ce  que 
les  résistances  locales,  telles  que  celle  du  coude,  etc.,  diminuent  avec 
les  vitesses  pour  une  amplitude  d'oscillation  d'une  grandeur  déter- 
minée. Aussi,  on  a  vu  ,  par  les  expériences  |)récédentes,  que  déjà  mon 
tuyau  horizontal  était  un  peu  trop  long  sous  ce  rapport.  Mais  ,  dans  un 
premier  essai,  je  l'avais  pris  trop  long,  afin  de  me  débarrasser  de  In 
considération  des  phénomènes  dont  j'ai  parlé,  et  qui  auraient  com- 
pliqué le  problème  au  lieu  de  n'avoir  qu'une  importance  secondaire 
pour  ces  dimensions. 

Le  dispositif  que  j'avais  adopté  est  d'ailleurs  loin  d'être  le  seul  qui 
puisse  être  employé  avec  avantage. 

Tome  Xll.  —  StPTEMBnt   i8'|7.  ^V 
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Principes  des  variétés  du  nouveau  système. 

ï.  Au  lii'u  d'augruenter  la  profondeur  des  fondations,  pour  donni^r 
au  flotteur  la  place  nécessaire  à  sa  course,  dans  l'hypothèse  d'une 
quantité  donnée  de  travail  à  chaque  période,  on  peut  augmenter  la 
section  du  flotteur  et  celle  du  tuvau  vertical  selon  certaines  lois.  Mais 
il  est  facile  de  voir  que  cette  disposition  sera  désavantageuse  à  certains 
égards ,  parce  que ,  en  général ,  le  chemin  parcouru  par  les  résistances 
passives  est  d'autant  plus  grand,  que  la  pression  motrice  ou  résistante 
provenant  de  la  différence  des  niveaux  est  moindre.  Il  se  présente  d'ail- 
leurs quelques  difficultés  de  plus  dans  l'ascension.  Nous  avons  vu  que 
le  frottement  était  à  peu  près  le  même,  en  général,  que  si  le  flotteur 
était  tenu  en  repos  au  bas  de  sa  course.  Si  le  flotteur  est  beaucoup 
plus  gros,  il  y  a,  dans  l'hypothèse  que  je  viens  de  rappeler,  une  plus 
grosse  colonne  liquide  à  élever  au-dessus  du  niveau  du  bief  d'aval  ,  et, 
par  suite,  une  plus  grande  quantité  de  travail  en  frottement,  à  la- 
quelle il  faut  ajouter  diverses  causes  secondaires  de  perte  de  travail , 
et  notamment  les  mouvements  quelconques  occasionnés  par  la  forme, 
les  dimensions  du  flotteur  et  du  tuyau.  D'un  autre  côté,  il  y  a  une 
cause  de  diminution  de  perte  de  travail,  parce  que  le  tuyau  étant  plus' 
gros  a  la  hauteur  de  l'ouverture  de  la  vanne  cylindrique,  il  n'est  pas 
nécessaire  que  le  seuil  de  celle-ci  soit  aussi  bas  au-dessous  du  niveau 
du  bief  supérieur  pour  le  débit  voulu  de  la  machine.  Cette  disposition 
parait  être  au  nombre  de  celles  qui  offrent  des  chances  raisonnables  de 
succès. 

2.  On  pourrait  encore  diminuer  la  profondeur  des  fondations  en 
ajoutant  une  soupape  à  l'extrémité  d'aval  de  ce  tuyau,  cette  extré- 
mité étant  relevée  verticalement,  afln  que  la  force  vive  acquise  pen- 
dant que  cette  dernière  soupape  sera  ouverte  soit  éteinte  en  vertu  du 
refoidement  de  la  colonne  liquide  dans  un  tuyau  élevé  au-dessus  du 
niveau  du  bief  d'aval,  au  lieu  de  s'éteindre  en  vertu  de  la  baisse  du 
niveau  de  l'extrémité  d  amont  au-dessous  de  ce  bief  d'aval.  Cette  ascen- 
sion alternative  servira,  dans  le  mouvement  de  retour,  à  relever  le  flot- 
teur. Cette  soupape  sera  annulaire  comme  la  première;  mais  si  la  partie 
(lu  tube  relevée  verticalement  est  trop  longue,  elle  ne  pourra  plus  être 
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<e  tube  vertical  lui-même.  Ce  sera  une  soupape  de  conavall,  ou  une 
sorte  (le  vaiuic  cyjiiulrique,  facile  d'ailleurs  à  faire  fonctionner  an 
moyen  de  celle  d'amont,  dont  les  expériences  précédentes  font  con- 
nallre  le  jeu.  Elles  seront  ouvertes  et  fermées  ensenihle  au  moyen  d'nin- 
(liainc  solide  ou  li<jici/lp,  celle  d'aval  s  élcvora  pendant  (jue  celU- 
(l'amont  descendra.  S'il  résulte  de  cette  disposition  ime  perte  quel- 
conque de  force  vive  provenant  de  ce  (ju  il  pourra  rester  encore  un 
peu  d'eau  dans  le  tube  de  la  seconde  soupape  à  l'époque  où  celle-ci 
s'ouvrira,  il  est  facile  de  voir  que  cette  perte  sera  insignifiante. 

5.  On  peut ,  au  reste,  |)roposer  une  disposition  inverse  de  celle  qu»- 
j'ai  décrite  dans  cette  Note.  Il  n'y  aura  qu'une  seule  souj)ape  ;  mais  au 
lieu  d'être  en  amont,  elle  sera  en  aval ,  l'autre  extrémité  du  tuyau  hori- 
zontal, toujours  plein  d'eau,  débouchant  dans  le  bief  supérieur.  Cette 
soupape  sera  au  pied  d'un  tuyau  vertical,  el  dispose'*,  en  un  mot.  comme 
la  seconde  soupape  dont  je  viens  de  parler.  11  est  probable  qu'elle  pourra 
fonctionner  au  moyen  du  mouvement  de  la  colonne  liquide,  et  1  on 
sait  d'ailleurs  combien  il  est  facde  d'avoir  égard  aux  petites  difiicuitts 
de  régulation  ,  au  moyen  de  l'un  des  moyens  connus  sous  le  nom  de 
cataracte.  L'élévation  alternative  de  la  colonne  liquide  dans  le  tuyau 
vertical  de  la  soupape,  en  vertu  de  la  fermeture  alternative  de  celle-ci . 
permettra  d'utiliser  le  mouvement  d'un  llotteur  d'une  manière  ana- 
logue à  ce  que  j'ai  exécuté.  Dans  cette  disposition,  le  jeu  de  la  soupape 
est  moins  intéressant.  Voici ,  au  reste,  comment  on  peut  concevoir  son 
jeu ,  même  abstraction  faite  d'une  cataracte.  Si  elle  est  convenable- 
ment équilibrée,  la  vitesse  graduellement  croissante  de  l'eau  suffiia 
pour  la  fermer  en  la  soulevant,  parce  qu'elle  aura  un  diamètre  un 
peu  moindre  que  celui  du  tuyau,  et  que  la  percussion  de  l'eau  pourra, 
par  conséquent,  agir  par-dessous  contre  un  anneau  disposé  à  sa  partie 
u)férieure.  L'eau,  en  montant  dans  le  tuyau  vertical,  la  maintiendra 
fermée,  et  dans  son  mouvement  de  retour,  la  colonne,  l'abandoiuiant 
à  son  propre  poids,  qui  ne  sera  contre-balancé  que  d'une  manière 
convenable,  lui  permettra  de  s'ouvrir  d'elle-même.  J'ai  exécuté  une 
machine  fonctionnant  par  des  principes  analogues,  et  dont  le  modèle 
est  au  Cabuiet  de  l'École  Polytechnique.  Il  n'y  a  aussi  qu'une  seule 
soupape,  d'une  espèce  différente,  il  est  vrai,  de  celle  dont  je  viens  de 
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parler;  mais  les  phénomènes  qui  la  font  marcher  étant  les  mêmes,  je 
renvoie  au  dessin  que  j'en  avais  donné,  avant  de  l'exécuter,  dans 
le  tome  XIV  des  Jrmales  des  Mines. 

Je  reviens  aux  dispositions  plus  analogues  à  celle  que  j'ai  décrite 
principalement  dans  cette  Note,  et  qui  paraissent  au  moins  applicables 
dans  beaucoup  de  circonstances,  si  l'on  donne  suite  aux  projets  de 
distribution  d'eau  à  domicile  dans  les  grandes  villes. 

4.  Pour  ces  applications  particulières,  il  n'y  aurait  pas,  en  général , 
beaucoup  d'importance  à  diminuer  la  course  du  flotteur,  puisque  les 
niveaux  des  réservoirs  ou  des  cuvettes  seront,  dans  un  grand  nombre 
de  circonstances  ,  bien  au-dessus  du  sol.  On  aurait  donc  toutes  les  faci- 
lités nécessaires  pour  varier  ces  courses  de  façon  à  profiter  des  proprié- 
tés du  système.  Par  e.Kemple,  au  heu  de  diminuer  la  course  du  flotteur 
en  augmentant  le  travail  en  résistances  passives ,  on  peut  l'augmenter 
en  diminuant  ce  travail  au  moyen  d'un  rétrécissement  convenable  de 
tout  le  tuyau  vertical.  Dans  les  circonstances  ordinaires,  où  le  tuyau  ho- 
rizontal doit  être  assez  court,  cet  avantage  n'aurait  pas  beaucoup  d'im- 
portance, parce  que  le  frottement  provenant  du  rétrécissement  du 
tuyau  vertical,  étant  en  raison  inverse  des  cinquièmes  puissances  des 
diamètres,  le  compenserait  presque  toujoui's.  Mais,  dans  les  villes  où 
l'on  aura  ordinairement  des  tuyaux  horizontaux  d'une  certaine  lon- 
gueur, il  n'en  sera  j)lus  ainsi. 

Cette  longueur  ne  sera  plus,  à  la  rigueur,  un  inconvénient  de  la 
même  espèce,  parce  que  l'eau  motrice  affluente  pouvant  suffire,  dans 
certains  cas,  pour  refouler  le  flotteur  de  bas  en  haut,  la  machine  peut 
être  disposée  de  manière  que  la  colonne  liquide  du  tuyau  horizontal 
revienne  peu  ou  point  sur  ses  pas  si  le  flotteur  est  assez  gros.  Il  en  ré- 
sulte qu'il  ne  faudra  presque  point  mettre  sur  le  compte  de  la  machine  le 
frottement  de  ce  tuyau  horizontal ,  puisque  ,  du  moins ,  une  partie  con- 
sidérable de  ce  frottement  se  serait  nécessairement  présentée  dans  la 
conduite  de  l'eau  par  un  mouvement  luiiforme ,  s'il  n'y  avait  pas  eu 
de  machine.  Il  faudra,  il  est  vrai,  tenir  compte  d'une  autre  cause  de 
travail  résistant,  parce  que  l'air  doit  pouvoir  circuler  librement  à  travers 
le  flotteur  pendant  sa  descente;  ce  qui  exige,  dans  ce  flotteur,  une 
disposition  accessoire  facile  à  e.\écuter  au  moyen  diui  tube  à  soupape. 
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Il  faut  aussi  tenir  coiupU;  de  ce  ([lie,  dans  Ions  les  cas  où  il  \  nnra  imk 
colonne  liquide  d'inie  certaine  hauteur  an-dcssiis  de  l'orifice  aurni- 
laire  de  la  soupape  d'introduction,  par  suite  tles  dispositions  cpii  exi- 
gent que  le  flotteur  ne  gène  jjas  cet  orifice ,  cette  colonne  devra,  comin'- 
une  sorte  de  piston  aspiré,  prendre  la  vitesse  de  la  colonne  liquide  in- 
férieure à  la  soupape  :  ce  qui  rentre  dans  les  principes  exposés  dans 
mon  dernier  Mémoire. 

Il  est  à  remarquer  que,  abstraction  faite  des  circonstances  dont  je 
viens  de  parler,  le  rétrécissement  du  tuyau  vertical  change  les  base*, 
du  calcul  du  débit  correspondant  au  maximum  il'effet  utile,  et  donne 
encore  plus  de  latitude  dans  les  hypothèses  sur  les  tuyaux  d'une  ville  , 
|)Our  rétablissement  des  courses  du  flotteur.  Aussi,  il  y  a  lieu  de  penser 
que  les  conduites  d'eau  pourront  réunir,  à  l'avantage  de  distribuer 
luie  denrée  de  première  nécessité,  celui  de  distribuer,  dans  beaucoup 
de  cas,  des  moteurs  pour  de  petits  ateliers. 

5.  Dans  ce  qui  précède,  j'ai  principalement  étudié  l'hypothèse  ou 
le  flotteur  est  disposé  dans  une  branche  qui  descend  de  la  source.  Il 
est  intéressant  de  voir  comment  les  choses  se  passeraient  s'il  était  dis- 
posé dans  une  seconde  branche  beaucoup  plus  grosse,  relevée  verti- 
calement en  aval  du  tuyau ,  et  s'élevant  seulement  au-dessus  du  niveau 
du  bief  inférieur  de  la  quantité  suffisante  pour  que  l'eau  de  ce  bief  ne 
puisse  pas  y  entrer  après  la  sortie  de  l'eau  motrice  par  cette  extrémité. 
On  jouirait  ici  de  propriétés  qui  pourraient  peut-être  avoir  aussi  des 
avantages  dans  quelques  circonstances  particulières.  I.a  course  du  flot- 
teur serait  assez  petite,  étant  seulement  déterminée  par  les  oscillations 
du  niveau  dans  la  grosse  branche.  La  colonne  liquide  aurait  alternati- 
vement un  mouvement  rétrograde  en  s'allongeant  ))our  aller  a  la  ren- 
contre de  la  force  motrice  et  soulever  la  soupape  d'amont,  comme  je 
l'ai  expliqué  pour  le  svsleme  objet  des  expériences  ci-dessus.  Jlais. 
en  général,  cette  disposition,  qui  conduit  d'ailleurs  à  des  calculs 
intéressants,  ne  sera  point  avantageuse.  On  voit  qu'elle  repose  es- 
sentiellement sur  un  mouvement  de  retour.  Le  niveau  moyen  autour 
duquel  se  fait  l'oscillation  étant  plus  bas,  les  courses  de  la  colonne 
sont  plus  grandes;  elles  se  font  sous  des  pressions  combinées  de  ma- 
nière à  augmenter  le  travail  en  résistances  passives  de  quantités  très- 
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notables,  qui  se  déterminent  facilement  par  le  calcul  infinitésimal. 
Dans  ces  recherches,  on  retrouve  aux  limites,  comme  cela  devait  être  , 
les  valeurs  obtenues  pour  les  cas  étudiés  précédemment. 

(»  l*armi  les  variétés  du  système,  on  doit  encore  signaler  ici  le  cas 
où  l'on  voudrait  faire  remonter  le  flotteur  beaucoup  au-dessus  du  ni- 
veau du  bief  d'amont.  11  faudrait,  dans  ce  but,  avoir  une  oscillation 
remontante,  en  un  mot  faire  revenir  la  colonne  liquide  sur  ses  pas. 
On  disposerait  le  rendement  intérieur  de  la  soupape  aniudaire  de 
façon  à  ne  la  faire  ouvrir  qu'à  l'époque  où  l'ascension  serait  finie. 
Dans  cette  disposition  ,  il  monterait  une  certaine  quantité  d'eau  au-des- 
sus du  niveau  du  bief  supérieur.  Il  pourrait  ne  pas  en  monter  bien 
sensiblement,  dans  le  cas  où  le  Uoltcur  ne  devrait  s'élever  qu'à  une 
hauteur  médiocre  au-dessus  du  niveau  d'amont,  pui.squ"il  s'élèvera 
«l'une  quantité  quelconque,  en  vertu  du  mouvement  acquis.  Quant  au 
svstèrae  n°  5,  pour  lequel  le  flotteur  serait  disposé  dans  un  tuyau 
vertical  en  aval  de  la  soiu'ce,  et  où  la  soupape  serait  elle-même  au 
pied  de  ce  tuyau,  il  n'y  aurait  pas  à  l'élévation  de  l'eau  au-dessus  du 
niveau  de  la  source  un  inconvénient  de  la  même  espèce.  Le  flotteur 
|)ourrait  être  d'un  diamètre  beaucoup  moindre  que  le  tuyau,  la  co- 
lonne liquide  retombant  alors  d'iuie  manière  utile  au  mouvement  de 
retour.  Mais  on  voit,  en  définitive,  que,  dans  cette  disposition  de  la 
soupape,  il  faut  un  mouvement  de  retour  de  la  colonne  horizontale, 
H  moins  qu'on  ne  perde,  à  chaque  période,  la  colonne  contenue  dans 
le  tuyau  vertical.  Il  y  aurait  encore  diverses  attentions  à  avoir.  Ainsi, 
dans  le  cas  où  le  flotteur  aurait  un  diamètre  analogue  à  celui  du 
tuvau,  il  faudrait  que  la  soupaj)e  de  celui-ci  fût  à  une  certaine  pro- 
fondeur au-dessous  du  niveau  du  bief  inférieur,  afin  que  l'orifice  ne 
fût  pas  bouché  par  la  descente  du  flotteui-,  et  cette  profondeur  est 
|)rinripalement  ce  qu'on  veut  éviter  par  cette  disposition  particulière.  Si 
le  diamètre  du  flotteur  était  moindre,  et  que  la  soupape  ne  fût  pas  à 
une  profondeur  aussi  grande,  il  en  résulterait  encore  un  inconvénient. 
L'eau  motrice  ne  sortirait  en  aval  que  par  un  orifice  annulaire  compris 
entre  Ips  parois  du  flotteur  et  celles  du  tuyau. 

.Te  n'avais  pour  but,  dans  cette  Note,  qu'une  simple  exposition  de 
principes  qui  seront  développés  dans  mon  ouvrage  sur  le  mouvement 
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variô  des  liquides.  Jo  irentrerai  pas  ici  dans  1rs  drfails,  les  n-scrvanl 
pour  tel  oiivragi'  ou  pour  des  Hecucils  plus  spt'ciaux. 

J'étudierai  dans  une  autre  Note  les  moyens  de  transformer  !•■  mou- 
vement alternatif  en  mouvement  circulaire. 

Conclusions . 

Mes  expériences  sur  le  moteur  hydraulicpie  à  flotteur  el  à  forces 
vives,  que  j'ai  présenté  en  iHSq,  et  dont  j'avais  déjà  parlé  en  i8'^8. 
confirment  les  principes  généraux  que  j'avais  présentés  le  premier  sui 
l'emploi  de  la  vitesse  acquise  des  colonnes  liquides  sans  variation 
brusque,  et  sans  autre  perte  de  force  vive  bien  sensible  que  celle  qui 
est  indispensable  dans  un  siphon  où  oscille  librement  une  colonne  li- 
(piide.  Il  n'est  pas  possible  d'y  produire  de  coup  de  bélier  quand  même 
on  le  voudrait,  les  sections  transversales  n'étant  jamais  bouchées. 

Les  formes  de  ce  système  peuvent  d'ailleurs  varier  de  beaucoup  de 
manières,  et  l'on  peut,  comme  je  le  ferai  voir  en  détail  dans  une  autre 
Note,  transformer  le  mouvement  alternatif  en  mouvement  circulaire 
au  moyen  d'une  partie  de  ces  dispositifs. 

Ces  divers  appareils  jouissent  d'un  avantage  essentiel  sur  les  moteurs 
à  pistons ,  par  la  raison  même  qu'il  n'y  a  point  de  piston ,  ni,  par  suite, 
de  garnitures  qui  se  détériorent;  et  surtout  parce  qu'il  résulte  de  l'ab- 
sence du  frottement  entre  corps  solides,  que  l'on  n'a  point  à  s'embar- 
rasser de  ce  que,  dans  les  moteurs  plus  ou  moins  analogues  aux  roues 
de  côté,  il  y  a,  à  la  longue,  du  jeu  dans  les  pièces,  ce  qui  change  les 
conditions  des  pistons  ou  des  palettes.  De  sorte  qu'on  n'aura  pas  à 
craindre,  dans  un  long  usage,  les  mécomptes  auxquels  il  faut  s'at- 
tendre quand  on  se  forme  à  priori  une  idée  de  l'effet  utile  de  ces 
roues,  au  moyen  d'expériences  faites  dans  les  premiers  instants  de  la 
construction  ou  de  la  réparation ,  quoique  le  chiffre  considérable 
trouvé  dans  ces  premiers  instants  soit  très-utile  pour  vérifier  les  théo- 
ries de  riivdraulique. 

On  peut  disposer  l'appareil  de  manière  que  la  colonne  liquide  ne 
revienne  point  sur  ses  pas  dans  le  tuyau  horizontal;  de  sorte  que, 
dans  le  cas,  du  moins,  où  l'on  emploierait  une  cataracte  pour  assurer  les 
mouvements  de  la  soupape,  en  ajoutant  quelques  dispositions  accès- 
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soircs  relatives  à  la  régulalioii,  on  pourrait,  à  la  rigiipiir,  débiter  au- 
tant cieaii  qu'au  moyen  de  mon  système  à  piston  aspiré,  objet  du 
dernier  Mémoire  que  j'ai  publié  dans  ce  .lournal.  Ee  (lolteur  ayant  à 
la  limite  un  diamètre  sensiblement  égal  à  celui  du  tuyau,  et  Taisant 
l'etTet  d'une  espèce  de  piston ,  peut  être  refoulé  de  bas  en  batit  par 
leau  motrice  afduente  sans  que  la  colonne  borizontale  revienne  sur 
ses  pas,  d'une  manière  analogue  à  ce  cpii  se  présente  dans  un  des  cas 
du  piston  aspiré,  sauf  quelques  dispositions  accessoires.  Mais,  en  gé- 
néral, il  faudra  rarement  compter  sur  un  débit  aussi  grand  dans  Ibs 
applications  aux  rivières  puissantes,  j)arce  que  la  course  du  flotteur 
sera  nécessairement  beaucoup  plus  grande  que  celle  du  piston  aspiré, 
de  sorte  qu'il  faudrait  des  fondations  plus  jnoforides  pour  faire  place 
à  cette  course.  Le  pistoti  aspiré  sera,  en  général,  plus  commode  pour 
les  grands  diamètres,  d'autant  plus  que  le  tuyau  peut  être  en  entier 
liorizontal,  et  qu'il  peut  n'y  avoir,  par  conséquent,  aucune  espèce 
de  coude. 

J'ai  d'ailleurs  indiqué  des  dispositifs  qu'd  faudra  étudier  par  expé- 
rience avant  de  pouvoir  décider  d'une  manière  définitive  le  degré 
«l'avantage  do  mes  divers  systèmes  dans  des  circonstances  données  [*]. 
(^elui  qui  est  l'objet  principal  de  cette  Note  était  précisément  étudié 
(le  manière  à  dépenser  peu  d'eau,  à  cause  des  dimensions  de  mon  ton- 
neau de  jauge,  et  j'avais  simplement  pour  but  de  fixer  les  idées  sur 
les  effets  de  ce  genre  de  moteur,  relativement  à  la  (piaiitilé  d'eau  mo- 
trice dépensée. 

(hiant  à  ses  avantages  siu'  les  anciens  systèmes  à  flotteur,  il  suffit  de 
remarquer  que  ces  systèmes  reposaient  essentiellement  sur  les  lois  de 
i'bydrostatique.  Un  ne  tenait  pas  compte  de  la  vitesse  acquise,  on  la 
considérait  comme  une  cause  de  perte  de  travail ,  ou  même  d'inconvé- 

I*]  Depuis  «|ue  cette  Note  est  écrite,  j'ai  constiiiit  un  modèle  fonctionnant  de  mon 
ippaicil  à  piito/i  aspire  sans  soupape  et  sans  boulet  inférieur  ni  eiitaiacte.  Ce  modèle 
rst  suffisant  pour  établir  la  régularité  de  son  jeu  et  vérifier  la  puissance  de  l'espèce  pur- 
ticulière  de  moteur  qu'il  utilise.  Mais  il  paraît  que  le  flotteur  alternativement  plongé , 
dont  je  me  suis  servi  dans  mon  dernier  Mémoire  pour  exposer  V' principe,  n'est  pas  tou- 
jours aussi  avantageux  qu'un  système  de  Irvier  roudé  convenablement  disposé  jioiir 
remplir  les  mêmes  fonctions  que  ce  flotteur.  Il  n'y  a  point,  au  reste,  de  flotteur  dans 
)a  forme  du  piston  aspiré  que  j'ai  étudiée  de  la  manière  la  plus  spéciale. 
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iiients  plus  on  moins  graves.  Il  fallait  nécessairement  ties  dimensions 
l)('aiicoii|)  plus  considéiahles    |)()ur  ilrbiler    une  (pianlitr  tluiiin'c  d» 
lupiide,  et  l'on  ne  pouvait  d'ailleurs  avoir  cgartl  aux  variations  de 
iiauleur  des  niveaux  sans  changer  le  point  d'attaclie  du  balancier. 

Les  machines,  objet  de  ce  Mémoire,  seront  au  moins  particulière- 
ment applicables  aux  projets  de  distribution  de  l'eau  à  domicile  dans 
les  grandes  villes  [*J. 


[*]  Voici  une  des  lettres  de  M.  Cqriolis,  citées  dans  le  Rapport  de  M.  Lame  sur  ma 
principale  expérience.  lille  avait  été  écrite,  le  aS  juillet  i83t),  à  M.  Poirée,  inspecteur 
divisionnaire  des  Ponts  et  Chau.ssées ,  qui  a  bien  voulu  me  la  communiquer.  Je  la  publie, 
parce  que  c'est  une  pièce  officielle  adressée  h  l'un  des  membres  de  la  Commission  de 
Versailles  par  le  rédacteur  du  premier  Rapport  favorable  fait  à  l'Institut  sur  cette  ma- 
chine, le  i3  janvier  i84o.  On  y  verra  dans  quels  termes  ce  savant  académicien  s'e.xpri- 
luait  quand  il  parlait  de  mes  travaux  en  son  propre  nom.  J'ai  tichc  de  repondre  à  sa 
confiance  en  donnant  à  mes  idées  des  développements  qui  font  aujourd'hui  de  mes 
recherches  une  nouvelle  branche  de  l'hydraulique,  abstraction  faite  des  applications 
dont  elles  seront  ultérieurement  susceptibles  : 

'I   Monsieur, 

»  M.  de  Calignv  m'apprend  que  vous  désirez  avoir  mon  opinion  sur  une  machine 
«  de  son  invention  ayant  pour  objet  d'utiliser  une  chute  d'eau  par  les  oscillations  dans 
»  un  siphon.  Il  m'a  dit  que  vous  pourriez  faire  l'essai  de  cette  machine  à  Marly,  si 
»  vous  pensiez  qu'une  telle  expérience  offrît  quelques  chances  de  succès.  Je  repondrai 
"  au  désir  de  M.  de  Caligny  en  vous  disant  que  j'ai  examiné  son  projet ,  et  que  j'ai 
>>  reconnu  qu'il  était  bien  conçu,  suivant  les  règles  de  la  dynamique  et  nvec  une  adresse 
>>  d'invention  dont  son  auteur  a  déjà  fait  preuve  dans  une  autre  machine  analogue.  Je 
»  crois  que  l'essai  de  la  nouvelle  machine  de  AI.  de  Caligny  sera  une  chose  utile  à  la 
»  science  et  à  l'industrie  ,  et  que  l'administration  ferait  bien  ,  n'importe  sur  quels  fonds, 
»  de  se  charger  des  frais  de  cette  expérience.  Cette  machine  ,  si  elle  est  bien  construite , 
»  peut  donner  un  très-bon  produit ,  et  son  auteur  ne  pouvant  faire  lui-même  l'exptr- 
»   rience,  il  est  plus  ipw  convenable  que  l'administration  l'aide  autant  qu'elle  le  pourra. 

"     G.    CORIOLIS.     " 
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NOTE 

.S>//'  les  courbes  dont  (es  plans  osculateurs  font  un  angle  constant 
avec  une  sur/are  développahle  sur  laquelle  elles  sont  tracées  ; 

Pau    m.    II.    3I0LIi\S, 

Hrolesseiir  4  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 


Nous  nous  sommes  occupé,  dans  le  tome  VIIT  de  ce  Journal,  des 
courbes   qui  coupent,   sous   un  angle  constant,    les  tangentes  d'une 
courbe  donnée  ou  les  génératiices  de  la  surface  développable  dont 
cette  courbe  est  l'arête  de  rebroussement.  Nous  allons  compléter  ces 
recherches  en  étudiant  les  propriétés  des  trajectoires  qui  coupent  les 
tangentes  d'une  courbe  donnée,  de  telle  manière  que  leurs  plans  oscu- 
laleius  tassent  un  angle  constant  avec  ceux  de  cette  courbe.  (Jn    re- 
marquera  que,  si,  suivant  les  tangentes  d'une  des  trajectoires,  ou 
menait  des  plans  faisant  avec  ses  plans  osculateurs  un  angle  égal  à 
l'angle  constant,  la  courbe  donnée  serait  l'arête  de  rebroussement  de 
la  surface  enveloppe  des  premiers  plans  "ou  bien  encore  la  courbe 
donnée  et  chacune  des  trajectoires  sont  les  arêtes  de  rebroussement  de 
deux  surfaces  développables  qui  se  coupent  sous  un  angle  constant. 
Lorsque  cet  angle  est  droit ,  les  trajectoires  sont  des  lignes  géodésiques 
tracées  sur  une  surface  développable  donnée,  et  nous  verrons  qu'on 
peut  toujours  obtenir  leiu'S  équations  sous  forme  intégrable,  au  moyen 
de  deux  quadratures  successives. 

I.  Soient 

ce  =  ipz,     ^  =  ^j<z 

les  équations  de  la  courbe  donnée;  celles  de  la  tangente,  menée  par 
le  point  pour  lequel  z  ^z  a.,  seront 

j:  —  ça  =  :  z-  —  a)  '/v..    jr  —  ^cf,  z=  (z  —  a)  ^'a, 


On  tire  de  là 
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d'où 

(  I )  ij  —  '^0')  9'a  =  [x  —  9a)  l'a. 

Si  l'on  considère  une  quelconque  des  trajectoires,  elle  loupera  eell<- 
tangente  en  un  point  (x,j,  z) ,  et  l'équation  de  son  plan  osculateui 
sera  de  la  forme 

z'- z  =  A{x' -x)-h  B{j' ~j.. 

Concevons  une  seconde  tangente  menée  par  le  pouit  jxjur  lequel 
z  =  a  -h  (h. ,  et  soient  x  -h  dx ,  j  -h  dj ,  2-4-  dz  les  coordonnées  du 
point  corres|)ondant  de  la  trajectoire;  on  trouvera,  en  ditférentiani 
les  équations  de  la  première  tangente, 

dx  —  (fi'adz  +-  (s  —  a)(fi"v.da,     dy  =  ^'adz  -h  {z  —  a)  <\,"ado'., 
d'où 

dx  if'ctdz  -t-  (î  —  a)  rs/"a.d-j. 

l«          'h     „ 
■il  a. —  »    2 

dz  = -: — '■ iz  —  rj.  r/a; 

9  y.  — il/  a 

ax 

dx 

(y  a^}<  a  — -}k^    x) — 

dy  = (z  —  a  dy. . 

Mais  le  plan  osculateur  de  la  trajectoire  devant  passer  au  pouil  infini  • 
ment  voisin  du  point  (.r,  j,  z) ,  on  aura 

dz  =  kdx  -h  Bdj  , 
et,  en  substituant  les  valeurs  de  dx,  dj\  dz,  on  trouvera 

W  f  «  -  I  ?"«  =  (a  +  B^^)  (y'a  >|."a  -  d-'a f 'a). 

5o.. 


par  suite , 
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Foruioub  iiiamlciuiiil  l'expression  de  l'angle  5  que  fait  la  tangente 
de  la  courbe  donnée  avec  celle  de  la  nouvelle  courbe,  on,  ce  qui  re- 
vient au  même,  avec  l'intersection  des  j)lans  osculateurs  des  deux 
courbes.  Le  plan  osculateur  de  la  courbe  donnée  a  pour  équation 

en  faisant 

_  -y'a y  "g  _ 

si  Ton  y  joint  l'équation 

z'  —  z  =  kix'  —  x)-{-  B{jr'  —  y), 

on  aura  les  équations  de  l'intersection  des  plans  osculateurs  des  ileiix 
courbes.  On  en  déduit 

ou  bien,  en  remplaçant^,  (/  par  leurs  valeurs  et  mettant  pour  .\  sa 
valeur  en  fonction  de  lî  tirée  de  l'équation  (2),  ce  qui  fera  disparaître 
la  quantité  B  elle-même, 

X     —  X  = ^—y (z    —   Z), 

dy 

(f  «^  «  —  •}«?    a)^ 

y-j=         -^^— (z'-z). 

•î-a-ç   «- 

Désignons,  pour  abréger,  pai'  <i  et  h  les  nudtiplicateurs  de  z' —  z,  et 
exprimons  que  la  droite  représentée  par  ces  deux  équations  fait  lui 
angle  égal  à  5  avec  la  tangente  de  la  courbe  donnée,  dont  la  direction 
e.st  déterminée  par  les  quantités  c'a.  ^a  :  nous  aurons ,  par  une  foiinule 
connue , 


(c'.ng  7 ; r-r- 5 

ou   bien,  en   mettant    pour  a.   h   leurs   valetirs,  et.    après  quelques 
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l((lllL'll()ll?î  , 


V^(y"»)'+  (f  g)'  +  (y':tf' g  -f  ay"«)' 


(^'gf  g  -  f  .f 'g)  U'.  +  ^!f'u£)  +  •{<"-.  -  ?%.  ^^^ 


;-;/r^  ('*''«■ 


r'\t 


Dans  cflle  foiintilc  le  radical  peut  être  pris  avec  les  signes  ±  ,  ce  cpii 
ilonnera  pour  6  deux  angles  siip|)lémeiitai:'es. 

*1.   Il   MOUS   reste  à  former  une  autre  expression  général-  de  'j  eu 

tly 
Fonction  île   a,  ijui  soit  indépendante  de  — i    et    c'est    a    (pioi    nous 

arriverons  en  nous  appuyant  siu-  ce  que  l'angle  des  plans  osculateurs 
des  deux  courbes  doit  être  constant. 


Soient  M,  M',  M",...  plusieurs  points  consécutifs  de  la  courbe  don- 
née TU,  MN,  M'N',  IVI"N",...  les  tangentes  en  ces  points,  et  NN',  N'IN", 
N"N"',...  les  éléments  successifs  de  la  trajectoire.  Appelons  £  l'angle  de 
contingence  et  w  l'angle  de  torsion  de  la  courbe  donnée,  c,  et  cj,  les 
mêmes  quantités  pour  la  trajectoire,  et  /  l'angle  constant  des  plans 
osculateurs  des  deux  courbes;  prolongeons  les  éléments  NIS',  N'N'.  et 
considérons  l'angle  triedre  ayant  pour  sommet  le  point  N'  et  pour  arêtes 
les  droites  N'A,  N'B,  N'C.  Les  plans  de  cet  angle  triedre  forment,  sur 
une  sphère  ayant  N'  pour  centre  et  l'unité  pour  rayon,  un  triangle 
spbérique  ABC  dans  lequel  on  aura,  comme  il  est  aisé  de  voir, 

a=BN'C=£,,     è=CN'A  =  N'NM-HNM'N'=re-f-£,     c=B^'\  —  6-t-<l6, 

A  =  0) ,     B  =  1 80"  —  (/  -4-  0),) ,      C  =  /. 
Ce  triangle  doime,  par  une  formide  coimue, 

cot  c  sin  6  =:  cos  h  cos  A  -+-  sui  A  col  C, 
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on  bien  ' 

cot  (5  +  (IS)  sin  (9  ■+-  s)  =  cos  (6  +  a)  cos  w  -+-  sin  oj  cot  i, 

d'où    l'on  déduira  sans  difficultc',    en   remplaçant  cot{0  -h  dO)    par 

'°^       — (,  développant  les  sinus  et  cosinus  de  6  -h  dS  et  Q  +  i,  et  né- 
sin{0  +  rfO)  f^f^ 

^ligeant  par  rapport  aux  infiniment  petits  du  premier  ordre  ceux  d'un 

ordre  supérieur, 

(4)  dS  —  i  -h  0)  coli  sin  6  r=  o. 

Comme  £  et  o)  sont  déterminés  en  fonction  de  a  par  les  équations  de 
la  courbe  donnée,  cette  équation  est  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  par  rapport  à  0 ,  dont  l'intégration  donnerait  Q  en  fonc- 
tion de  a  et  d'une  constante  arbitraire.  Mais  on  ne  sait  pas  l'intégrer 
l)our  une  valeur  quelconque  de  l'angle  /. 
Si  cet  angle  était  droit,  on  aurait 

cot  /  rt=  o, 

<>t  l'équation  deviendrait 

(/5  —  £  =  o  ,     dou     5  =  /s  -(-  C. 


(I 


Ce  cas  important  est  celui  où  la  trajectoire  devient  une  ligne  de  plus 
courte  distance  entre  deux  de  ses  points  sur  une  surface  développable 
donnée.  En  effet,  la  relation  dO  =  ;. prouve  que  l'angle  N"N'M'  ou 
9  -^-  dO  est  égal  à  5  +  £  ou  à  l'angle  NN'PL,  d'où  l'on  conclut  immédia- 
tement que  si  l'on  développait  sur  un  point  la  surface  développable, 
lieu  des  tangentes  de  la  courbe  donnée,  les  divers  éléments  de  la  tra- 
jectoire seraient  en  ligne  droite,  et,  par  suite,  que  cette  trajectoire  est 
une  ligne  géodésique  ou  de  plus  courte  distance  entre  deux  quelcon- 
ques de  ses  points  sur  la  surface.  Ceci  démontre  pour  les  surfaces  dé- 
veloppables  cette  proposition  générale,  que  les  lignes  de  plus  courte 
dislance  sur  une  surface  ont  leurs  plans  osculateurs  perpendiculaires  à 
ses  plans  tangents. 

.".  Pour  obtenir  sous  forme  intégrable  les  équations  des  lignes  géo- 
désiqiies,  désignons  /=  par  E  qui  représente  une  fonction  de  a  ;  on  aura 

5=:E  +  C, 


PURES  i:i  ai'pi,iqiji^:es.  i.»<.t 

»!l  la  constante  il  se  ilélerniinerait  par  une  valeur  connue  de  0  répon- 
dant à  une  valeiu-  particulière  de  a.  Si  l'on  porte  cette  valeur  générale 

rh 

de  6  dans  l'équation  (3),  on  en  tirera  a  en  fonction  de  — i  expression 

(|u'on  portera  dans  l'équation  (i).  Or  cette  équation  peut  être  mise  sous 
la  forme 


Cl  a  fa 


J  =  V-  JT 


et  puisque  a  est  fonction  dey-»  ou  voit  qu'elle  rentre  dans  uur  classe 

d'équations  qu'on  sait  intégrer.  Pour  cela,  on  éliminera  y  —  }a  enice 
l'équation  (i)  et  sa  différentielle,  prise  en  faisant  varier  toutes  les 
quantités  qui  y  entrent  :  ou  trouvera 

(5)  ^^'a  I  -  f  « )  ./^  =  f'^r^-J^W^  ^^  _  ,,) ,/,. 

D'un  autre  côté,  on  a  pour  la  valeur  de  l'angle  £, 


_  V  •  r'ar-Ky'af'a-f«y"ar    , 

l-+-(<p'«)'-t-(fa)' 

cVoù  l'on  tirera  la  valeur  du  radical  qui  est  au  numérateui-  pour  l.i 
porter  dans  l'équation  (3).  On  trouvera 


da  = 


(»'af' a  —  ••/'as  "a)  („'x  +  fa  ^'\   -(-■]..-..    x  $' 
\  '  ax  !  '        ilj: 


d'où  l'on  tirera  la  valeur  suivante  de  h^ï  en  remplaçant  cot6.£  par 
cot  QdQ  =  d.l  sin  Q  =  d.l  sui  (E  -l-  C) , 

^^  ya[l  -f-  (<p'a)^  +  (f  «)=]  •  '^•^^'"j^"^^^  -  v'«  (<.'a|"a  -  fay '«)  -  V  . 

''•^         V'a[i  +(<p'a)^-f-(f«)']/^-^^'"jJ'  "^^' +fa(y'af'a  -l'ay"»)  -?"^ 

On  portera  enfin  cette  expression  de  -j-  dans  l'équation  (5),  qui  donnera 
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:i|)ivs  quelques  réductions, 

(Ix  = 


(ta  I  ^  '     ' 


ç,'a[H-  (9'a)'+(fa)'] 


Mais  l'on  a 


j)ai-  suite,  l'équalion  précédente  devient 
dx  =  d.l 


--■—  X  (x  —  ça). 


sin  (E  +  C) .  V^H-  (?  'a)'  +  (fa)' 

C'est  une  écpiation  diKérentielle  du  j)ren)ier  ordre,  linéaire  par  rap- 
port à  X  et  djc ,  qui  a  pour  intégrale 


X  =  — 


9  « 


sin(E+C:.  \  1  +  (>'.•      h  (fa)' 


1.  J  ¥'=«  "     sin  (E  +  C)  \/ 1  +  (?'a)'-|-  (l'a  '_ I  ' 

C  étant  une  nouvelle  constante  qu'on  déterminerait  par  la  valeui 
de  X  répondant  à  une  valeur  particulière  de  a.  Cette  équation  se  sim- 
plifie en  remarquant  que  l'on  a 


ry/i  +  (o'g)'  +  (-yg)'  sin  (E  -I-  C)    ., 

J  ?''•'■  '    siB(E- 


•C)v/l-h(?'a)'-+-(fa)' 


_        y/ 1  +  (y  'g)'  -f-  (^j^'a)'  sin  (E  -t-  C) , 


?  ='• 


|)ar  suite,  en  intégrant  par  parties, 


r?g  y/ l+(?'a)'  + (fa)' sin  (E  +  C)  ^^  ^ 


f  a 


sin  (E  -H  C)  v/'i-(-(r'a)'-t-(fâ)' 

=  -  ?W'  +  f/a)'+^(fa)^sin(E  +  C)  ^  J  v'i+(î)'a)''-i-(fa)'*  sin  (E  +  C}.^/a  ; 


!f  a 


et  enfin,  en  substituant, 


^'         ^         sin ;E  +  cV'-^ (?'«)'+ (fa)''      J"     yr    J    vr   )       \        /      i 
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L'élimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (6)  doiinciail  une  relation 
en  X,  y,  qdi  sérail  r((|ii.ilioii  de  la  projection  sur  le  plan  des  x,  y 
d'une  ligne  géodésicpic  (pielconcpie.  On  prendrait  pour  la  seconflc 
équation  de  cette  li{;ne,  celle  de  la  surface  dév('!()pj)able  qui  les  con- 
tient toutes,  ot  on  l'obtiendrait,  en  éliminant  a  entre  les  équations 


de  la  tangente  de  la  courbe  donnée. 


4.  Revenons  au  cas  général  où  l'angle  /  est  quelconque,  et  dési- 
gnant,  pour  abréger,  par  T  =  o  l'équation  (3),  différentions-la  en 

faisant  varier  toutes  les  quantités  qui  y  entrent,  a,  —  ou   y'  et  5,   ce 

qui  donne 

rfT   ■         d1  jr       dl    j   , 


rfa    "^    '    d^)  "'    '    dr 

On  y  mettra  pour  d'i  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (4) ,  et  pour  dy. 
la  valeur  suivante,  tirée  de  l'équation  (i)  différentiée, 

[x  —  <fa)i|(  a  —  (j  — -ilajç   a 

L'équation  </T  =  o  deviendra  une  relation  entre  a,  5.  x,  J^y' ■,  dx,  dy', 
et,  en  éliminant  enfin  a,  6  entre  cette  équation  et  les  équations(i) 
et  (3),  on  aura  une  équation  entre  x,  y,  y\  dx,  dy'  qui  sera  l'équa- 
tion différentielle  du  second  ordre  de  la  projection  d'une  trajectoire 
quelconque  sur  le  plan  des  x,  y.  L'intégration  de  cette  équation  in- 
troduirait deux  constantes  arbitraires  qu'on  déterminerait  par  les  don- 
nées initiales,  et,  en  y  joignant  léquation  delà  surface  dévcioppablequi 
contient  toutes  les  trajectoires,  on  aurait  les  équations  d'une  trajectoiie 
quelconque. 

5.  On  peut  appliquer  à  la  question  que  nous  veiions  de  résoudre 
une  méthode  plus  simple  qui  permet  de  ne  pas  faire  usage  de  l'équa- 
tion (3).  Elle  repose  sur  l'expression  de  la  partie  de  la  tangente  de  la 
courbe  donnée  comprise  entre  cette  courbe  et  la  trajectoire;  nous  dé- 
signerons par  p  cette  longueur,  qui  est  égale  à  MN  au  point  M  de  la 
courbe  TU  ;  au  point  suivant  M',  cette  longueur  est 

M'N'  =  p-+-dp. 
Soit  décrit,  du  point  M'  comme  centre  avec  le  rayon  M'N',  l'arc  in- 
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Hniinent  petit  N'H;  MH  étant  le  prolongement  de  MM'  =  ds  ,  on  a 

M'N'=  M' Mil, 

oU     bien 

p  +  dp  —  Mil  4-  ds. 

D'un  autre  côté,  l'angle  NM'N'  étant  égal  à  e,  on  aura 

N'H  =  (p  +  4).£; 

par  suite,  an  moyen  du  triangle  NN' Il , 

NH  =  N'H  X  cot9=:(p  +  dp)tcoX^. 

Donc 

MN     ou     p  =  MH  +  (p  +  c/p)£Cot5, 

relation  qui ,  retranchée  de  la  première,  donne  enfin 

(7)  dp  -^  pi  cot  0  =  ds  , 

en  négligeant  col  5.6 i^/p ,  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre. 
Si  6  était  connu  en  fonction  de  a  ,  cette  équation,  qui  est  linéaire  et 
du  premier  ordre  par  rapport  à  p,  serait  intégrable  et  déterminerait  p 
en  fonction  de  a  et  d'une  constante  arbitraire;  par  suite,  on  obtien- 
drait les  équations  d'une  trajectoire  quelconque  en  éliminant  a  entre 
les  équations  de  la  tangente  de  la  courbe  donnée  et  l'équation  suivante  : 

(8)  p'-  z=(x  -  sa)^  -h(j-  'ifOi)-  +  {z-  af. 
Iif)rs(pie  l'angle  /  est  droit ,  on  a 

5  =  E  +  C; 

et  si  l'on  remplace  £  cot  5  par  <^/./sin  (E  -l-  C) ,  on  trouvera  ,  pour  l'in- 
tégrale de  l'équation  (7), 

(9)  p  =  ^-^^^^[C"  +  /sin(E-.-C).^.], 

C"  étant  la  nouvelle  constante  arbitraire.  Portant  enfin  cette  expres- 
sion dans  l'équation  (8',  on  obtiendra  les  écpialions  d'une  ligne géodé- 
sique  quelconque  de  la  surface  donnée  en  éliminant  a  entre  les  équa- 
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/  X  —  9a  =(p'a.(z  —  a) ,    ^  —  (|/a  =  <]f'a..{z  —  «) , 

On  remarquera  qiu  l'on  a 


9'^''^[^^i9'^^'+W<^% 


et 


^/j  =  Y  j  -f-  (9'a)*  +  ((];'«)*.(/«, 


valeurs  qui,  substituées  dans  la  dernière  des  équations  (  10),  foui  re- 
trouver l'équation  (6)  obtenue  par  la  i)reniière  méthode. 

6.  Il  existe  entre  les  angles  de  contingence  et  de  torsion  de  la  courbe 
donnée  et  ceux  de  chacune  des  trajectoires,  des  relations  remarquables 
et  fort  sunples  qui  se  déduisent  du  triangle  sphérique  que  nous  avons 
déjà  considéré.  Ce  triangle  donne 

cosB  :=  —  cosA  cosC+  sin  A  sinC.  cosA 
ou  bien 

—  ces  (/  -f-  6),)  =  —  cos  cj  ces  /  -f  sin  o)  sin  /  cos  (5  -t-  s). 

Développant  cos(j  + w,),  cos(6  +  c),  et  négligeant  dans  les  deux 
membres  les  infiniment  petits  du  second  ordre  par  rapport  à  ceux  du 
premier,  on  trouve 

(11)  u,  =  w  cos  B. 

D'un  autie  côté,  l'on  a 

sin  a         sin  c  ,  .  sin  e,         sin  (9  -f-  f/9) 

-. — -  ■=  ^—^i     ou     bien      -. —  =  — ^-^ — :-  : 
sin  A        sin  C  sin  w  sin  1 

d'où  l'on  lire,  en  procédant  de  même, 

(ta)  s,  sin  ;  =  w  sin  6. 

Les  relations  (1  i  1  et  (la)  font  connaître  les  angles  de  contingence  et  île 
torsion  de  chaque  tiajectoire  ,  au  moyen  de  l'angle  de  torsion  de  la 
courbe  donnée  et  de  Tangle  5  qui  lui-même  est  déterminé  par  Téqua- 

5i .. 
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tion  (4)  an  uiovon  (\v  e  et  w.  Si  l'on  fait  la  somme  des  cairés  de  ces 
relations ,  on  trouve 

(i3)  f,)^  =  0)7  -I-  c^  sin'-  /■ , 

et  si  on  les  divise  l'inie  |)ar  l'autre,  on  obtient 

(i4)  tang  6  =  — sin  /. 

Dans  le  cas  où  les  trajectoires  sont  des  lignes  géodcsiques  tracées  sur 
la  surface  développable  donnée,  les  relations  (i3)  et  (i4)  deviennent 

«2  =  «"-  +  £=,      tango  =  -• 

Supposons  nuiinlenant  que  l'on  connaisse  une  trajectoire  quel- 
conque, et  que  l'on  veuille  exprimer  £  et  w  en  fonction  de  c,  et  u,. 
I/équation  i3)  détermine  d'abord  00;  pour  déterminer  c,  nous  ferons 
usage  de  l'équation  (4),  qui  donne 

f  =  cot  / .  M  sin  5  ■+■  <iO , 

ou  bien,  en  vertu  de  léquation  (12), 

c  ^  c,  cos  /  -t-  fl9. 

D'ailleurs  l'angle  5  est  déterminé  par  l'équation  (  i4),  qui  donne,  par 
la  différentiation, 

— -  = ,- sin  i. 

cos' 9  w? 


ou  bien  ,  en  remplaçant  — -  par  1  +  tang^  5 


1  .»■>/■        M;  +  £;sin'/ 

•  I  +  tang 


f/9  =  -, — ^^— 5--.-— sni  /. 
«,  +  e;  sin'  / 

Substituant  entin  cette  valeur,  on  trouve  poiu-  celle  de  s, 

w,  dii  —  (i  r/o),     . 
£  =  £,  cos  /  H i ■  ,  .  sm  /. 

7.  Nous  appliquerons  ce  qui  précède  à  la  détermination  des  lignes 
géodésiques  de  l'héliroïde  développable  dont  laréte  de  rebroussement 
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est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit.  Nous  emploie- 
rons, comme  plus  commode  pour  la  discussion  de  ces  courbes,  la 
méthode  exposée  au  n"  li.  Si  l'on  prend  le  centre  de  la  hase  |)our  ori- 
gine tl'un  système  d'axes  coordonnés  reclangidaires  dont  l'axe  des  r 
serait  l'axe  du  cylindre;  si,  de  plus,  on  l'ait  passer  l'axe  des  x  par  la 
trace  de  l'hélice  sur  le  plan  de  la  base,  et  qu'on  a|)pelle  R  le  rayon  du 
cylindre,  a  la  cotangentc  de  l'angle  constant  cpie  font  les  tangentes  de 
l'hélice  avec  les  génératrices  du  cylindre,  on  trouvera,  pour  les  écpia- 
lions  de  cette  courbe, 

,r  =  R  cos  -^  '      r  =  \{  sin  -—  : 

par  suite ,  les  fonctions  désignées  plus  haut  par  «pa,  i|/a  sont  ici 

ça  :=  R  CO&  zr- ^     dia  =  Rsin--- 

Pour  appliquer  la  méthode  du  n"*5,  nous  avons  besoin  de  la  valeur 
de  p  dont  l'expression  est  doimée  par  l'équation  (9)  :  or  on  trouve 
aisément 


Rn  v'i 


par  suite , 

et,  comme  l'on  a 
on  aura  aussi 


ou 


e=      , 

Ra  V  •  -+-  a' 

La  valeur  de  la  constante  C  peut  se  déduire  de  la  valeur  5^  qii<^  prend  5 


pour  a  =  0 , 

ds=r. 

par  suite , 

C  =  Ravi  +«'.9o; 

On  trouve  aussi 

/.  =  Rav  I  -f-rt^(5  —  5o). 
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Portant  ces  valeurs  de  E  et  ds  dans  l'équation  fg),  on  ettectuera  uumé- 
diatenienl  l'intégration  qui  y  est  indiquée,  et  l'on  aura  '~  ■" 


sin  ( 


Soit  po  la  valeur  de  p  répondant  à  a  =  o,  la  valeur  de  la  constante  est 

C"  =  jSoSinô,,  +  R(i  4- a^)cosôo,       ■ 
par  suite 


sinO,,        R(i  +<j»; 
sin  6  sin  d 


,1  5)  P  =  po  ^-T  H ■-•-^  (cos&o  —  cos  Si. 


Avant  de  nous  servir  de  cette  valeur  de  p  pour  former  les  équations 
des  lignes  géodésiques,  il  est  bon  de  voir  ce  qu'elle  fait  connaître  sur 
la  nature  de  ces  courbes. 

Si  l'on  fait  croître  a  à  partir  de  zéro  ,  6  croîtra  aussi  a  partir  de  5=6„ 
et  deviendra  égal  à  ;:  pour  la  valeur 


a  =  lia  \  \  -h  a^  {n  —  6o). 

Or,  pour  6  =  -,  la  quantité  p  devient  infinie,  et  il  en  résulte  que  la 
tangente  de  l'hélice,  au  jjoiut  qui  répond  à  cette  valeur  de  a,  est  une 
asymptote  de  la  ligne  géodésique.  Si,  au  contraire,  on  fait  décroître  a 
à  partir  de  zéro,  Q  décroîtra  aussi;  or,  si  l'on  égale  à  zéro  le  numéra- 
teur de  la  valeur  de  p  ,  on  trouvera 

-  ,  Po  sin  6o 

COS^.   =  COS&o  +  -^^^-^^,,, 

valeur  qui  n  est  admissible  qu'autant  que  l'on  a 

fjo sin 9^-hRii-Jr  a')  cos 6j,  <  R  (i  +  a^). 

Supposons  cette  condition  satisfaite  :  pour  cette  valeur  de  6  que  j'ap- 
pelle 0,  et  qui  est  moindre  que  5^,  on  aura 


a  =  —  Rrt  VI  +  n^  ipo  —  5,), 

et  la  quantité  p  est  nulle.  Donc  la  ligne  géodésique  coupe  l'hélice  au 
point  qui  répond  à  cette  valeur  de  a.  Si  l'on  fait  encore  dc-croître  a, 
(3   sera  négatif  et  deviendra   égal   à   —  ce  pour  6  r=  o,  qui  répond  à 

a  =  —  Ravi  -f-  a*.6o, 
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ce  (jiii  monlrc  {jhiiik!  partit!  de  la  ligne  géocU'sique  est  siUuV  sur 
la  seconde  na|)|)e  de  l'iiéliroïde  et  a  |)oiir  asymptote  la  tangente  di 
l'hélice  an  point  déterminé  par  cette  dernière  val(  nr  de  a.  On  remar- 
quera que  la  dillérence  îles  valeurs  de  a  lépondant  aux  deux  asymptotch 
est  égale  à  nlia  \  i  ^-  «*.  Pour  les  valeurs  de  0  comprises  entre  n  et  2;r, 
p  reprend,  mais  en  sens  inverse  et  avec  un  signe  différent,  les  mêmes 
valeurs  que  de  3  =;  o  à  ô  =  ;:.  En  continuant  ainsi  et  concevant  <pi( 
l'on  doiuie  à  a  toutes  les  valeurs  possibles,  on  voit  (pie  la  ligne  géodé- 
sique  se  compose  d'un  nombre  inlini  de  branches,  dont  chacune  est 
formée  de  deux  parties  situées  respectivement  sur  les  deux  nappes  de 
riiéliçoïde.  Deux  branches  consécutives  ont  une  asymptote  commune, 
et  les  diverses  branches  coupent  l'hélice  en  parties  alternativement 
égales,  lie  telle  manière  que  la  différence  des  distances  de  deux  points 
de  division  consécutifs  au  plan  de  la  base  du  cylindre  est  égale  tantùi 
à  o.Ra  V  i  -h  n^  {n  —  9 ,) ,  tantôt  à  aRrt  y  i  +  a*. 9,.  Si  la  ligne  géodé- 
sique  coupait  l'hélice  à  angle  droit,  on  aurait 


Ô, 


Tr 


2 


et  il  est  clair  que  toutes  les  parties  de  l'hélice  deviendraient  égales. 
C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  développées  de  l'hélice,  qui  sont  des  lignes 
géodésiques  tracées  sur  un  hélieoide  développable  dont  l'arête  de  re- 
broussement  est  une  autre  hélice ,  de  même  axe  et  de  même  pas  que  la 
première,  mais  située  sur  un  cylindre  d'un  rayon  égal  à  Riz*.  Ees  équa- 
tions de  la  nouvelle  hélice  se  iléduiraient  de  celles  de  la  première  en  v 

changeant  a  en  -■  Remplaçant  R  par  Ra^ ,  a  par  -  >  et  3,  par  -  dans 

l'expression  .iRa  \/ 1  -f-  a'^O,  ,  on  obtient  ;iR  \  i  -+-  a",  pour  la  diffé- 
rence des  distances,  au  plan  de  la  base  du  cylindre,  de  deux  points 
de  rencontre  consécutifs  de  la  nouvelle  hélice  et  d'une  développée 
quelconipie  de  l'Iiélice  donnée.  On  en  conclut  ce  résultat  connu,  que 
la  longueur  de  chacune  des  divisions  de  la  nouvelle  hélice  est  égale  à 
7lR(l  +  «='). 

Supposons,  en  second  lieu, 

po  sin  9„  +  R  (i  -I-  rt*)  cos  5o  >  R  (i  +  a^)  : 
dans  ce  cas ,  p  ne  pouvant  devenir  nul ,  la  ligne  géodésique  ne  rencontre 
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pas  l'hélice.  Mais  si  l'on  égale  à  zéro  la  quantité 


tlp  _  R  (i  -f-<7=j  —  [p„sinâ„-f-  R(i  +  a')  cos  6,,]  cos 0 
rfë  "~  sin'9  ' 


nu  eu  déduit 


cos  5  —  ^ 


f.»  sin  fl„  -(-  R  (  I  -4-  a'  )  cos  9„ 


valeur  admissible  puisqu'elle  est  moindre  que  1  unité,  d  après  l'hypo- 
thèse actuelle.  En  outre,  pour  cette  valeur  de  Q ,  que  j'appelle  Q, ,  on  a 


'''P  ^ 
^^>°' 


ce  qui  prouve  que  la  valeur  de  p  correspondante  est  un  muiimum  ;  et 
ce  minimum  sera  donné  par  la  formule 


p  =  S  [poSin5„-'-R(f  -^a^)cos9o]»  -R^(i  -a^. 

Four  des  valeurs  de  6  moindres  que  6, ,  la  quantité  fi  restera  positive  et 
ira  en  croissant  jusqu'à  ao  ,  ce  qui  indique  l'existence  d'tuie  seconde 
asvmptote  qui  répond  à  6  =  o.  Par  où  l'on  voit  qu'aux  valeurs  de  6, 
comprises  entre  o  et  -,  répond  une  branche  de  la  ligne  géodésique. 
située  tout  entière  sur  une  seule  nappe  de  l'héliçoïde.  On  voit,  en 
outre,  que  la  courbe  se  compose  d'un  nombre  infini  de  branches, 
situées  alternativement  sur  les  deux  napj)es,  et  dont  deux  consécutives 
ont  ime  asymptote  commune. 

Déterminons  maintenant  les  équations  d'une  ligne  géodésique  quel- 
conque. Nous  nous  servirons  des  équations  (lo)  dont  les  deux  pre- 
mières donnent 

(i6)  a-— Rcos^  =  — -sin^(r  — a),    j— Rsin^  =  -cos^- (z— a), 

dou  l'on  tire,  en  éliminant  z  —  a, 

f.7)       ■  ^cos^-f-jrsin£^  =  R. 

Quant  à  la  dernière  des  équations  (lo),  son  second  membre  devient 
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Or,  SI  l'on  lirt'  de  l'équation  (17)  les  vnlenrs  décos  „    >  sin        en  lonc- 
lioii  »lp   >  ,  >■.  on  trouvera 


-r  —  R  cos  — 


Mil 


Par  suite ,  le  second  membre  de  la  troisième  équation  (10^  deviendra 

{x'^  -\-  y"  —  R")  (i  -+■  a'-) ,  et  cette  équation  elle-même  deviendra 


±:  v'  I  -I-  a'^  sjx'^-^y^  —  R" 

poSin  6,  -+-  R  (  I  4-  rt')  j  cos  60  —  cos  I  e„  - 


sin 


\  RaVi  +  fl'/ 


Enfin,  l'élimination  de  a  entre  les  équations  (16)  donnera  l'équation 
de  l'héliçoïde,  sur  lequel  se  trouvent  toutes  les  lignes  géodésiques;  et 
l'élimination  de  a  entre  (17)  et  (18)  donnera  l'équation  de  la  projection 
sur  le  plan  des  x,  y ,  d'une  quelconque  de  ces  lignes. 
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,SV//'  (jtichjuvs   cds  jxutwidh'is  oii  les   équations  du  nioitvcnicnt 
(I  un  i>(>iiil  uudrrici  peuvent  s  intéa;rer  ; 
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§     l 

!.  Dans  mon  premier  ÎMénioire  [*],  je  me  suis  occupé  du  mouve- 
ment dun  point  matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  fixe; 
et  après  avoir  exposé  le  principe  général  de  ma  méthode,  j'en  ai  fait 
en  particulier  l'application  au  cas  du  plan,  de  la  sphère,  de  l'ellip- 
soïde et  de  rhéliçoïde  gauche.  J'ai  surtout  attaché  quelque  importance 
à  bien  montrer  comment  la  forme  même  des  équations  du  mouvement 
d  im  pouit  dans  un  plan  conduit  par  une  analyse  très-directe  à  ces 
coordonnées  qu'on  nomme  elliptuiues ,  coordonnées  dont  l'usage 
s'étend  naturellement  ensuite  à  la  sphère  et  à  l'ellipsoïde,  et  dont  nous 
nous  servirons  encore  dans  ce  deuxième  Mémoire,  où  nous  nous  pro- 
posons de  traiter  par  une  nouvelle  méthode  les  équations  du  mouve- 
ment d'un  point  libre  dans  l'espace.  La  méthode  employée  dans  le 
premier  Mémoire  peut  sans  doute  être  étendue  à  divers  cas  du  mou- 
vement d'iui  point  libre.  L'extension  est  même  très-facile  quand ,  en 
exprimant  les  coordonnées  du  point  mobile  à  laide  de  trois  variables, 
on  peut  clioisir  ces  variables  de  telle  manière  que  l'une  d'elles  manque 
à  la  fois  dans  la  fonction  des  forces  et  dans  les  coefficients  des  différen- 
tielles composant  l'expression  du  carrée*  de  l'arc  parcouru  à  chaque 
instant.  Alors,  en  effet,  une  des  équations  du  mouvement  s'intègre 
de  suite;  ce  qui  permet  d'éliminer  dans  les  deux  autres  la  différen- 


[  *  ]  Tome  XI  do  ce  Journal ,  page  345. 
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tielle  (le  la  v;iiial)le  (|iii  mainjiK  ,  cl  rarm*iif  vit  quelque  soi  le  li  (jiies- 
lioii  an  cas  du  plan.  I,r  iiioblcnie  de  raltraction  vers  deux  ou  tiois 
centres  tixes,  coniinc  la  considéré  Lagrange,  est  compris  dans  Thypo- 
tliese  que  nous  senons  d'in(li<pier.  Mais  cpiand  les  trois  variables  enli'-nl 
toutes  dans  la  fonction  fies  forces,  et  mêlées  entre  elles  de  façon  à  ne 
plus  permettre  d'intégrer  séparément  une  des  équations  et  d'élimniei' 
une  des  variables,  la  marche  des  calculs  devient  pénible  et  end>ar- 
rassée.  Il  est  bien  préférable  d'employer  alors  la  nouvelle  méthode , 
qui  d'ailleurs  comprend  tons  les  résidtats  (pie  l'autre  luurnit,  en 
sorte  que  nous  la  développerons  ici  exclusivement.  (Jette  méthode,  qui 
repose  sur  la  considération  d'une  équation  non  linéaire  aiix  différences 
paitielles,  et  dont  le  point  de  départ  est  empnmté  à  un  Mémoire  cé- 
lèbre où  M.  Jacobi  a  développé,  en  la  fécondant  et  en  la  débarrassant 
d'nmtiles  entraves,  une  idée  ingénieuse  de  M.  Ilamilton  ,  peut  d'ail- 
leurs être  aussi  employée  dans  le  cas  d'un  |)oint  mobile  sur  une  surface 
donnée.  Mais,  pour  abréger,  nous  ne  dirons  que  quelques  mots  de  ce 
dernier  cas. 

2.  En  désignant  par  U  la  fonction  des  forces  accélératrices,  que 
nous  supposerons  indépendante  du  temps,  de  manière  cjue  le  principe 
des  forces  vives  ait  lieu ,  on  a  .  pour  le  mouvement  d'un  point  libre 
rapporté  à  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oj,  Oz.  les  équations  diHé- 
rentielles  suivantes  : 

il'x  _  dv 

dp  ~  dl' 

d'x  _  dV 

^-    ~~  dx  ' 

d'z  _  d\i 
\dt'   ~  dz' 


(•) 


Or  M.  Jacobi  a  démontré  (tome  III  de  ce  Journal ,  page  8i)  que ,  pour 
intégrer  ces  trois  équations,  il  suffit  de  trouver  une  fonction  B  de  .r. 
j,  z,  contenant  trois  constantes  arbitraires  A,  B,  C,  distinctes  de 
celle  qu'on  peut  toujours  introduire  <lans  6  par  simple  addition .  et 
vérifiant  identiquement  l'équation  aux  différences  partielles 


</0\  -  id®\-         jd& \  - 


W  lSr-i")--(S)'=nu 


C). 

02.. 
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Ea  foncfion  (-")  mio  fois  obtenue  ,  les  intégrales  demandées  seront 

Ci)  'J^-  V       -  -  R'      --t  +-  C 

A',  II',  C  étant  trois  constantes  arbitraires  qui  coni[)ietent,  avec  A  .  H  , 
C,  le  nombre  six.  En  démontrant  ce  théorème,  on  obtient  aussi  les 
trois  équations  suivantes  : 


dx        d& 

dy        de 

dz       de 

dt~  dx' 

dt         dy' 

7t~  TïE' 

qui  sont  du  |)remier  ordre  et  renferment  trois  constantes  arbitraires; 
en  sorte  qu'on  peut  très-bien  leur  donner,  avec  M.  Hamilton,  le  nom 
d'intégrales  intermédiaires.  On  en  déduit 

par  où  l'on  voit  que  la  constante  arbitraire  C  est  précisément  celle  qui 
entre  dans  l'équation  des  forces  vives. 

Nous  trouverons  luie  valeur  convenable  de  0,  au  moins  dans  un 
cas  tres-étendu,  en  substituant  aux  coordonnées  rectangulaires  x,  j. 
z  des  coordonnées  elliptiques  p,  |x,  v,  liées  aux  premières  par  les  for- 
mules connues 


p' 

+ 

r 

■  — 

T' 

-+■ 

p' 

- 

c' 

x' 

+ 

a' 

; 

T' 

— 

c' 

z- 

(-= 

— 

P'' 

X» 

— 

.r' 

— 

z' 

v  = 

b 

i 

•r- 

c' 

— 

v' 

=  I. 


(4) 


ou  h  et  c  sont  des  constantes:  nous  supposons  b  <  c,  p  >  c,  p.  com- 
pris entre  b  et  c,  v^  <  b-.  De  ces  équations  on  tire,  sauf  à  prendre 
les  seconds  membres  avec  des  signes  convenables, 

X  = 


-6'sV  =  - 

Vp- 

-b'<,fb---,' 

b\Jc-' 

-6' 

v/?'- 

-fx'v'c'  — v' 
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ou,  si  l'on  veut,  sans  ambiguïté  :  .   , 

r  ■=.  ' yc'  cos   9  -+-  /;-  sirr  ç  , 

(6)  \y  ^^  Vp*  ~  ^*  •  S'"  '}  cos (p , 

en  posant 

(7)  v=:Acos(|i,     ju,  =  v''^"' cos' (p -»- Â*  sin*çi. 

Les  coordonnées  p,  ^j.,  'j  étant  substituées  aux  coordonnées  j:,  >',  :: 
dans  l'équation  (^2),  nous  nous  trouverons  facilement  conduits  à  ce 
résultat,  qu'on  peut  former  la  valeur  de  6  et,  par  suite,  intégrer  les 
équations  (i)  toutes  les  fois  que  la  valeur  de  U  se  ramène  à  la  form<; 

^     !  (p'-^')(p'-v')(^^-v', 

lesfonctionsy,  F,  70  étant  quelconques.  Ce  théorème,  qu»;  nous  avions 
déjà  énoncé  dans  notre  premier  travail  [*],  sera  l'objet  principal  du 
présent  Mémoire.  iVIais,  pour  lui  donner  toute  l'étendue  dont  d  est 
susceptible,  observons  que  la  liaison  des  équations  (i  1  avec  la  fonc- 
tion 9  et  l'équation  aux  différences  partielles  (i)  est  purement  analy- 
tique et  tout  à  fait  indépendante  de  la  signification  géométrique  des 
variables  x,  j,  c;  qu'il  en  est  de  même  aussi  de  la  substitution  des 
variables  p,  tj.,  v  a  x,j,  z;  que,  par  conséquent,  les  mêmes  formides 
intégrales  trouvées  pour  le  cas  des  coordonnées  jc,  j-,  z  rectangulaires 
seront  encore  les  intégrales  des  équations  (1)  considérées  comme  aj)- 
partenant  au  mouvement  d'un  mobile  sollicité  par  les  forces  accéléra- 
trices 

(W        dV        r/V 

tlx         dy  dz  ' 

suivant  les  directions  respectives  de  trois  axes  obliques  Ox ,  Oj ,  Oz, 
la  fonction  U  étant  toujours  exprimée  par  la  formule  (8).  Analytique- 


[*]  Nous  en  avons  depuis  indiqué  rapidement  la  démonstration  dans  les  Additions  à 
la  Connaissance  des  Temps  pour  i8^q. 
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lutMil  parlant ,  il  y  a  identité  entre  le  problème  pour  des  axes  reclangu- 
laires  et  celui  pour  des  axes  obliques,  des  que  la  fonction  U  est  com- 
posée de  la  même  manière  en  x.  y,  z  dans  les  deux  cas.  Mais  si  l'on 
passe  aux  détails  et  à  Tinterprétation  géométrique  et  mécanique  des  for- 
mules, de  grandes  différences  auront  lieu.  Cette  remarque  faite,  nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  les  coordonnées  x-,  y,  z  rectangu 
laires  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  Ainsi  les  équations  (4),  pour  chaque 
système  de  valeurs  constantes  attribuées  à  p,  /:/,  v,  représenteront, 
cotnme  a  l'ordinaire,  trois  surfaces  homofocales  du  second  degré,  dont 
liiitersection  s'effectuera  à  angles  droits. 

.">.  Four  démontrer  notre  théorème,  opérons  d'abord  la  transforma- 
tion lie  l'équation  (2).  Comme  il  s'agit  d'une  substitution  de  variables 
bien  connue  des  lecteurs  de  ce  Journal  ,  je  serai  bref  dans  mes  expli- 
cations. 

On  a  d'abord  les  tiois  équations 


dp  dj.         rlp  f/p         rfp  d^ 
dx  dx        dy  dy    '    dz  dz 

—  0, 

dp  dt         dp  dv         dp  dv 
dx  dx        dy  dy        dz  dz 

=  0, 

dfi  dv         dfn  d-j         dfi  dv 
dx  dx        dy  dv        dz  dz 

=  0, 

d'où  résulte  la  perpendicularité  des  surfaces  {p),  (/jl),  (v)  entre  elles.  On 
trouve  ensuite  aisément 

\dz)  (p'_u')(p=-v')' 

Cela  étant,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


\dxl 

2 

1    -t- 

(1)' 

/d^\ 

\dxt 

)"- 

m' 

3 

1    + 

(!)■ 

dp 


>J{p'-à'){p'-c'] 


=  dt, 


(9)     .  /  ^    — ■ —  =  ^0, 

v/(*'  —  v')(c'  — v')  ' 
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I  t'quation  (a)  se  translbrine  en 

Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  identiquement,  et  quelles  que  soient 
les  quantités  \,  R.  (',.  dont  nous  ferons  trois  constantes  nrlulraires; 

(fA'-v').A  — (p'  — v').A+(p'  — (t')  A  _ 

(p'-f')(p'-v')(p"-v')  -°' 

l>^  — »').Bp'  — i>'r-v').B(t'H-(p'  — (X').B»'  _ 
(/x'— v'^    aCp'— (p'— y')    2C;jt'+(p'— pL').2Cv'  _ 

Et  il  suffit  (l'ajouter  membre  à  membre  ces  trois  équations  et  celle-ci, 

(>•— v^)   a/(p)  +  (p-— y')  2Fipi)+(p'— ^').2ni(v,  _ 

qui  dérive  de  la  valeur  même  de  U  fournie  par  la  formule  (8  el  que 
nous  adoptons,  pour  en  conclin-e  que  l'on  vérifiera  l'équation  r  i^  eu 
prenant 

an  '  '  '  ■'   ' 

f^)'  =  A  +  By-  -^  2Cv'  +  a5r(v). 

De  là  on  tirera  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  0  relatives  a 
c,  ïj,  >t,  puis  facilement  celles  des  dérivées  de  0  relatives  à  o,  ,a,  v;  eï 
comme  les  valeurs  dont  il  s'agit  ne  dépendent  évidemment  que  d'une 
seule  variable,  savoir,  successivement,  de  p,  u.  ou  v,  les  conditions 
d'intégrabilité  seront  remplies  d'elles-mêmes,  et  l'on  pourra  former  de 
suite  l'expression  de  9  avec  trois  constantes  arbitraires  A,  B,  C,  dont 
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on  a  besoin.  Les  équations  (3)  donneront  ensuite  les  intégrales  du 
système  différentiel  (i).  Voici  la  valeur  de  0  : 


■f'W 


2  El  (v)  -H  A  -H  B-J  ■■'-)-  2  Cv 


(7»'  — v'):c>  — v') 


4.  Avant  de  passer  aux  applications,  nous  devons  encore  rappeler 
quelques  formules  générales 

Soient  ds' ,  ds" ,  ds°  les  éléments  des  trois  courbes  orthogonales 
suivant  lesquels  les  surfaces  (p),  (fi),  (v)  se  coupent  en  chaque  point  M 
de  l'espace,  ds'  étant  perpendiculaire  à  la  surface (p),  ds"  à  la  sur- 
face (fji),  r/.r"  à  la  surface  (v).  On  aura 


d'où 


dl'-- 

-V(l)'- 

(î) 

■^        [dz  \  - 

ds"-- 

=  *\/(î)'- 

(1) 

2            /rf2\ï 

ds-: 

-"■'^'m- 

Ct) 

Ids' 

_rf..  Ap'-p') 

(p'- 

v') 

-^9\  iy-b') 

{?■'- 

C')' 

L'élément  ds  décrit  par  le  mobile  pendant  le  temps  dt,  et  qui  a  ds', 
ds"  et  ds"  pour  projections,  s'exprimera  par 


ds  =  V^:r*  -H  <^*  -h  f/z'  =  yW^"  +  ds"^  -h  </i' 


PURES  11    A1'1'IJ01]|':F,S.  /il 7 

fl  les  cosinus  des  angles  que  ds  fait  avec  ds',  (L  ,  ds    seront  ies|iecli- 


veniciil 

,js^        ds"         ds'" 
ds  ils  ds 

Ainsi .  en  désignaiil  par  /,  /',  /'  ces  angles,  compléments  de  eeux  sous 
lesquels  ds  coupe  les  trois  siu'faces  (p) ,  (jj.),  (v).  nous  devons  écrire 

/    Q  N  .        ds'  .,         ds"  ...         ds" 

(lo  cos<=-r->      cos  /    =— r-î     ces/    =:  — 7-- 

ds  as  ds 

Le  carré  R*  de  la  distance  du  point  (.r,  j,  z)  ou  {(S,  a,  v)  à  l'origine  O 
des  coordonnées,  centre  de  Jios  surfaces  liomofocales ,  sera  fourni 
indifféremment  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  formules 


ou 


R-  =  X"  +  J^  -H  z'\ 
R-  =  p-  +  IL-  -h  'j-  —  h- 


Knfin  ,  nous  ajouterons  l'équation  des  forces  vives,  mise  sous  sa  forme 
ordinaire  : 

(.4)  (J;)''  =  hu  +  c). 

§  II. 

3.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  Ion  prendy  (p)  r=  o,  F(fji  =  o, 
zs(y)  =  o,  d'où  U  ^o.  Le  mobile  alors  n'est  sollicité  |>ar  aucune  force 
accélératrice.  La  valeur  de  0  devient 


Ba'+aCi; 


6»)(^'— c') 


et  en  posant,  pour  abréger, 

<l)(f>)  =  (A  +  Bf=+  2Cf>*)(p=-è-)(/i^  -  c^, 

Tome  Xn.  -  Octobre  1847.  '' 
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on  en  conclut ,  par  les  formules  (3) ,  ces  trois  intégrales  en  f,,  ix,  v  ,  t , 
qui  doivent  leprésenter  un  mouvement  rectiligne  uniforme: 

J  ^/1.(p)     J  v/i-ffi)     J  v*(v) 

J   ^l'ip)       J   s/t-iy-)      J    v/<I>(v) 

Poiii  ([lie  ces  formules  donnent  un  résultat  réel,  il  faut  que  les 
lieux  quantités  ^((s),  ^(p-)  soient  de  même  signe.  Mais  les  facteurs 
(p-  —  h-)  {p-  —  c'^)  et  (|x-  —  l)-)  (p.*  —  C-)  sont  de  signes  contraires, 
le  premier  étant  essentiellement  positif,  tandis  que  le  second  est 
négatif,  la  valeur  de  [j.-  étant  comprise  entre  h'^  et  c- .  Donc  les  deux 
autres  facteurs  A  +  Bp^  +  aCp*,  A  +  Bix-  +  aC/ji*  doivent  être  aussi 
de  signes  opposés,  ce  qui  exige  que  l'équation 

A  +  Bm  +  2  Cm  ^  =  o 

ait  une  racine  réelle  comprise  entre  j2*  et  fJL".  La  seconde  racine  est 
donc  aussi  réelle ,  et  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  est  comprise  entre  fi.*  et  v*  : 
cela  tient  à  ce  que  les  deux  facteurs  A+Bp.*  +  aCp.*,  A+Bv^  4-  aCv* 
doivent  aussi  être  de  signes  contraires.  Les  deux  racines  dont  il  s'agit 
étant  ainsi  positives  d'après  leurs  limites,  nous  les  représenterons,  la 
première  et  la  plus  grande,  par  a°,  la  seconde  par  |S^,  et  nous  aurons 

A^  Bp-''  +  2Cp'  =  aC(p=  -a'Mp-  -/3')., 

A^-Bfx=  +  2C/x'=2C(p.--a=')(p.'^-  |3^), 

A  ^-  Bv^  +  aCy*  =  2C(v'^  -  a-)[v^  -  /5*). 

Le  facteur  yaC  sera  donc  commiui  aux  dénominateurs  de  tous  les 
termes  de  nos  équations;  et  en  différentiant  pour  avoir  des  résultats 
plus  siuï|jles,  et  posant 

A(p»)  =  v(p^-A^)(p''-c-A,.^-«*)(p'-|3'), 


lions  trouverons 


PURES  ET  APPEIQUr.ES.  /jio 

rfp  tly.  d'i 

Os  équations,  où  jS,  |jl,  v  sont  les  coordonnées  elliptiqnes  du  niol)ile 
au  bout  du  temps  /,  doivent  convenir,  nous  l'avons  déjà  dit,  à  un 
inouvenienl  retiiligne  et  uniforme.  Elles  doivent,  en  d'autres  termes, 
s'accorder  avec  les  trois  équations 

oc  =  mt  -h  n,     j-  z^  in't  ->r  ii' ,     z  =  ni  t  -H  n 

d'un  tel  mouvement.  Or,  en  remplaçant  x,  j,  z  par  leurs  valeurs  en 
(5,  fA,  V,  on  a,  en  |S,  ^a,  v,  i,  trois  équations  algébriques.  Les  intégrales 
de  nos  trois  équations  différentielles  sont  donc  susceptibles  d'une 
forme  algébrique.  Les  deux  premières,  qui  constituent  le  cas  le  plus 
simple  des  équations  différentielles  que  M.  Jacobi  nomme  ahélieiines , 
ne  contiennent  pas  le  temps,  et  leurs  intégrales  seront  de  la  forme 

j  =  px  -h  q,     z  =  p'x  -h  (j'. 

Ces  intégrales  se  trouvent  ainsi  représentées  géométriquement  par  une 
ligne  droite,  trajectoire  du  mobile  dans  la  question  de  dynamique 
dont  nous  sommes  occupés. 

M.  Jacobi  a  indiqué  depuis  longtemps  l'application  des  coordonnées 
elliptiques  aux  équations  du  mouvement  d'un  mobile  abandonné  à  lui- 
même  comme  propre  à  conduire,  dans  le  cas  du  plan,  à  l'intégrale 
fondamentale  d'Euler  pour  les  fonctions  elliptiques,  et,  dans  le  cas  de 
l'espace,  aux  intégrales  des  équations  abéliennes  citées.  La  forme  sous 
laquelle  il  a  mis  depuis  ces  dernières  intégrales  [*]  en  les  exprimant 
par  deux  équations,  l'une  du  premier  et  l'autre  du  second  degré, 
entre  trois  quantités  qui  reviennent  à/s^+^a^-f-y-,  p-ij.^-hf>'-v--hu.-y-. 


[*]  f'ojez  le  Journal  de  M.  Crelle ,  et  le  tome  XI  du  présent  Recueil ,  page  342 . 

53.. 
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p'lj.'^y',  lésullf  avec  facilité  de  nos  formules 

j  —  px -{- q,     z  —  p'x  +  q'. 
En  (levant  au  carré,  on  a 

j-  —  p-x'-  -^  "ipqx  -f-  r/-,     z-  ~  p''^ x"^  -+■  ip'q'x  +  q'', 
d'où 

i>''i'r'"  -  p(i^^  =  {p-p'({'  -  pw'')  ^'  +  rp'H'  -p'N'^'- 

En  leniplarant  a-,  j,  z  par  leurs  valeurs  en  p,  ij.,  v  que  fournissent  les 
foriiudes  (5),  on  aura  d'abord  l'équation  du  premier  degré  entre  les 
quantités  dont  il  s'agit;  celle  du  second  degré  résultera  de 

(j'^  —  p-x^  —  (/*)*  =  ^p^q^x^. 

Il  y  a  des  résultats  analogues  pour  toutes  les  classes  d'équations  abé- 
liennes,  connue  M.  Jacobi  l'a  encore  observé.  Mais  nous  ne  nous  occu- 
pons ici  que  de  la  classe  la  plus  simple,  et  même  nous  n'avons  pas  le 
temps  d'insister  beaucoup  sur  ses  propriétés  [*]. 

G.  Toutefois  nous  devons  donner  la  signification  géométrique  des 
deux  constantes  a,  /3  introduites  tout  à  Theure  dans  nos  formules. 
De  là,  en  effet,  découlent,  comme  nous  le  montrerons  ailleurs,  une 
foule  de  résultats  curieux. 

Quand  une  des  variables  p,  p.  ou  y  devient  égale  à  une  des  constantes 
a.,  fi,  la  différentielle  correspondante  dp,  dp.  ou  dv  doit  s'évanouir 
comme  le  radical  AfjC--  ,  A(^u.-jou  A(v-  qui  lui  sert  de  dénominateur. 
Soit ,  par  exemple ,  p  =  a,  on  aura  en  même  temps  dp  =  o;  par  consé- 
quent aussi, 


^.-<^.\/p?p3  =  - 


et,  par  la  premi<re  des  formules  (i  3), 


ds' 
COS  ?   rr:  --    =  O. 

(Is 


[*]  Od  tnouvera  quelques  développements  sur  les  équations  abéliennes  à  radicaux 
carrés  quelconques  dans  un  Mémoire  (|ui  <l()it  fairi'  partie  des  Additions  à  la  Connais - 
sancc  (les  7>v«y;.ç  pour  i85o. 
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I/aiigIc- /  sera  donc  dtoil  ,  cl  l;i  ti;ij((  (oiic  (  ici  rccfiligii»')  du  iiii.l)il.- s<- 
trouvera,  par  i()iis('i|uiiil ,  laiigeiite  à  la  surface  (p).  L'nc  coiisi-qurno- 
aiialogiii'  a  li<-ii  (iiiaiid  iitic  des  vaiiables  (i,  p.,  y  devient  égale  à  [^.  Dont- 
la  droite  parcourue  par  le  mobile  esl  tangente  aux  deux  siiHa  es  (>/} . 
(|3).  On  a  ainsi  ce  théorème  important  : 

«   Les  deux  équations  différentielles 

dp  f/(i  f/v 


=    O, 


'    pj^  p^rf^  vVv^  _ 

)'  re|)réseutent  des  droites  tontes  tangentes  aux  deux  sinfaces  lionio- 
»  focales  (a),  (|3),  on  plutôt  Tensemble  des  droites  tangentes  à  la  lois 
»  à  ces  deux  surfaces.    » 

Pour  bien  comprendre  cette  conclusion,  il  faut  observer  que,  dans 
les  équations  de  la  trajectoire,  on  peut  regarder  comme  indépendante 
une  des  variables  p,  fx,  v,  et,  par  conséquent,  lui  donner  toutes  les 
valeurs  que  sa  nature  comporte,  en  particidier  la  valeur  v.  ou  la  va- 
leur /3,  si  cette  valeiu-  a  ou  jS  se  trouve  contenue  dans  les  limites  ou 
la  variable  indépendante  doit  être  renfermée.  Si,  par  exemple,  on  a 
a  >  c,  on  pourra  faire  p  =  a;  les  deux  autres  variables  /x,  v  prendront 
de  certaines  valeiu's  en  conséquence  de  la  valeur  de  p ,  et  au  point 
[p,  ix,  v)  amsi  déterminé,  il  y  aura  contact  entre  la  trajectoire  et  la 
surface  (a).  De  même,  on  pourrait  faire  (j.  =  a.  si  l'on  avait  y.  <  c.  La 
valeur  a,  quand  p  peut  la  prendre,  est  pour  cette  variable  p  un  mini- 
nnun,  tandis  que,  pour  la  variable  p.,  c'est  un  maximum;  car,  en  in- 
troduisant la  constante  a,  nous  avons  vu  qu'elle  est  essentiellement 
comprise  entre  (5  et  a,  et,  par  conséquent,  toujours  au  moins  égale  à  ia 
plus  petite  [i,  et  jamais  supérieure  à  la  plus  grande  p  de  ces  deux  quan- 
tités. Il  est  visible,  par  cela  même,  qu'on  ne  peut  jamais  prendre  v  =  a, 
mais  on  pourra  poser  v  =  p,  si  j3^  est  <  h";  tandis  qu'd  faudra  faire 
jj.  =  j3,  si  l'on  a  /3'  >  h-.  Dans  aucun  cas,  on  ne  pourra  poser  p  =  ^■ 
La  valeur  p-  sera  pour|u,^  un  minimum,  et  poiu*  v*  uu  maximum.  En 
analyse,  chacune  des  deux  équations  que  l'on  obtient  en  égalant  ainsi 
une  des  variables  p,  fx,  v  à  a  ou  à  (i  est  une  solution  particulière  de  ces 
équations  différentielles.  Cette  solution   représente   une  surface,  qui 
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uaturellenieiil  est  tangente  aux  droites  représentées  par  les  intégrales 
générales. 

7.  On  |)eiit  donner  à  nos  équations  différentielles  diverses  formes. 
Et  d'abord  la  dernière  des  équations  (i6) ,  savoir, 

fournit  la  valeur  de  ds;  car,  à  cause  de  U  =  o,  l'équation  des  forces 
vives  se  réduit  à 

dsy 


\  2  , 

1    =  2C,     ds  =  dt  yaC. 

(18)  ds 


Ainsi  nous  avons 

Mais,  en  ajoutant  à  cette  équation  les  deux  autres 

dp  dfi  d-j 

multipliées  respectivement  par  les  facteurs  |l;.-v^  et   —  (jx"  +  v^),  il 
vient 

Or  on  a 


et,  d'après  les  formules  du  n"  4,  /  étant  le  complément  de  l'angle  sous 
lequel  ds  coupe  la  surface  (p) , 


ds'  =  dp  i  Allu^^IPlzl^  =  cos  ids , 


d'où 

(Ip  cos  ;  ds 


i(p')  y/(p'_^..)(p>_.,.)(«  =  _a')(p'-P') 

En  substituant  donc  dans  l'expression  précédente  de  ds ,  on  en  tire 
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sans  (lilliculté 


V^(p'-_"J)(^'-^') 

v/(p''-f')(p 

De  là  ce  groupe  de  formules 


eos^,-^(p'-«')(p:nF_'). 


(.9)  , ^^ 


(p'-!^')(p'--v') 


'0 


où  /,  /',  /  "  sont,  je  le  répète,  les  angles  que  l'élément  cls  tait  avec  les 
trois  normales  aux  siu-faces (p),  (fx),  (v)  passant  par  le  point  (p,  (ji.,  v  de 
cet  élément,  ou,  si  Ton  veut,  les  compléments  des  angles  qu'une  ilroile 
tangente  aux  deux  surfaces  homofocales  (a),  (3)  fait  en  chaque  point  de 
l'espace  avec  les  surlaces  (p),  (,y.),  (v)  qui  passent  i)ar  ce  point.  Je  nie 
propose  de  donner  dans  un  autre  Mémoire  une  démonstration  directe 
et  simple  de  ces  formules.  On  voit  que,  quand  une  des  variables  f,,  u.,  > 
devient  égale  à  une  des  constantes  a,  j3,  le  cosinus  d'un  des  angles  /, 
/',  /"  devient  nul  ;  cet  angle  est  donc  droit ,  son  complément  égal  ;i  o . 
et,  par  suite,  r/s  touche  une  des  surfaces  [p],  (p.),  (v).  Si,  par  exemi)le, 
p  ==  Ci,  il  vient  cos  1=0;  l'angle  i  est  donc  droit,  et  l'élément  tls  est 


[*]  La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  l'ellipsoïde  (o)  sur  le  plan  tangent  à  cet 
ellipsoïde  au  point  (p ,  pi ,  v)  est  exprimée  par 


p^ps/(p'-6')(p^-e) 

v/(p^-p')(p'--') 


Donc  la  valeur  de 


P      ^py/(p^-é')(p^-c') 
ces,-  y/(p._a.)(p._p=) 

est  indépendante  de  ft  et  de  v.  Cela  donne  lieu  à  un  théorème  de  géométrie  dont  l'énonié 

P 
deviendra  assez  élégant  en  observant  que  •.  est  la  portion  de  droite  partant  du  point 

(p,  fi,  v)  et  tangente  aux  deux  surfaces  (a) ,  (P),  qui  est  comprise  entre  le  point  et  U 
plan  diamétral  de  l'ellipsoïde  (pi  parallèle  au  plan  tangent.  La  grandeur  de  cette  portion 
de  droite  reste,  comme  on  voit,  constante  pour  tous  les  points  d'un  même  elli|)soi(l''. 
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(aiigeiil  ;t  la  surface  [f]:  co  (jui  s'accorde  avec  les  résultais  ohlciuis 
ci-dessus.  Mais  nos  dernières  fornuiics  sont  peut-être  plus  nettes  et  plus 
précises  encore.  Ou  y  voit  tout  de  suite  que  la  droite  décrite  par  le  mo- 
bile ,  qu'inie  droite  quelconque  par  conséquent,  touche  deux  des 
surfaces  (o),  (p.),  (v),  et  n'en  touclie  que  deux.  11  peut  arriver  cpie  ces 
deux  surfaces  à  la  fois  soient  dc^s  liyperboloïdes  à  une  nappe,  qui  même 
se  confondront  en  ini  seul ,  si  la  droite  coïncide  avec  uiie  de  leurs  géné- 
ratrices. INIais  jamais  ce  ne  sont  deux  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  ni 
iUnn  ellipsoïdes. 

H.  Des  fornudes(i9),  qui  vérifient,  comme  cela  devait  être,  l'équa- 
tion de  condition 


cos-  /  -+-  cos'^  /'  -+-  cos^  /" 

on  tire, 

en  outre,  aisénient 

(ao) 

cos-/           cos'f'           cos';" 

1                    1 

p'  —  a'    '     p-  —  a'    '     v'  —  a' 

(ai) 

cos- /            cos-/'          cos'/" 

1                               1 

?'-r    ^'-r    -^'-r 

—  o, 


G. 


Les  équations  (20,  et  ai)  ont  été  données  par  M.  Chasles  avec  la  signi- 
fication que  nous  leur  trouvons  ici ,  à  savoir,  comme  appartenant  à 
une  droite  tangente  aux  deux  surfaces  homofocales  (a),  (|3)  ;  et  de  là  , 
comme  nous  lavons  déjà  dit  à  la  J)age  aSS  du  présent  volume, 
M.  Chasles  aurait  pu  déduire  les  intégrales  algébriques  des  équations 
abéliennes  (17).  Cette  déduction  est  très-facile,  et  nous  aurons  occasion 
de  l'opérer  um  autre  fois  :  on  peut  partir,  pour  cela,  des  équations (19), 
auxquelles  les  écpiations  lao)  et  (aij  se  ramènent  de  suite  en  ayant 
éo;ard  à  la  relation  cos-  i -+-  cos' i'-\-  cos*/""  =  i  et  éliminant  tour  à  tour 
deux  des  cosinus. 

Pour  le  moment,  démontrons,  ce  que  l'on  sait  déjà  par  le  Mémoire 
de  M.  Chasles,  que  chacune  des  équations  (ao) ,  (ai),  considérée  iso- 
lément, convient  a  toutes  les  génératrices  d'un  cône  ;  l'équation  (ao), 
par  exemple,  représente  en  ce  sens  le  cône  formé  par  toutes  les  droites 
qui, passent  par  le  point  (|5,  [ji,  v)  et  vont  toucher  la  surface(a).  Et,  en 
effet ,  une  quelconque  de  ces  droites  qui  louchent  la  surface  (a)  touche 
aussi  une  seconde  surface  (,3    dont  le  paramètre  varie  d'ailleurs  d  une 
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droite  à  l'autie:  c'est,  en  effet,  iinc  inopositioii  comme  de  g«''oméliie. 
et  d'ailleurs  c'est  tiii  fait  résiiltaiil  de  nos  discussions  antérieures, 
qu'une  droite  quelct)n(|ue  est  toujours  tangente  à  deux  de  nos  sur- 
faces hotnofocales.  Cela  étant ,  on  a  ,  pour  celte  droite,  les  deux  équa- 
tions (20),  (21) ,  et ,  en  particulier,  l'équation  (20)  ;  donc  j'écpiation  'uo) 
convient  en  eflet  à  toutes  les  droites  de  la  même  espèce,  c'est-a-dire 
à  toutes  les  génératrices  du  cône  ilont  le  sommet  est  au  point  [fi,  a.  v), 
et  qui  enveloppe  la  surlace  (a). 

On  voit  que  ]\I  Chasles  a  suivi  une  marche  inverse  de  la  notre  ;  d 
démontre  d'abord  que  chacune  des  équations  ;  20) ,  {•21)  représente 
un  cône  ayant  son  sommet  au  point  j-/ ,  ij.,  v!,  puis  il  en  conclut 
que  toutes  deux  appartiennent  a  une  droite,  intersection  de  ces  {\k'\t\ 
cônes. 

9.  Un  point  .p,  ij.,  v)  ou  ÎM  étant  donné,  c'est  donc  |)ar  liiitersec- 
tion  de  deux  cônes  du  second  degré  que  l'on  obtiendra  les  droites 
qui,  partant  de  ce  point,  sont  des  tangentes  comnumes  aux  deux  sur- 
faces homofocales  a),  (]3).  Ces  droites  seront  ainsi  généralement  au 
nombre  de  quatre.  Et,  en  efï'et,  les  formules  (u)  fournissent,  poiu- 
chacune  des  quantités  cos/,  cos /',  cos/".  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires,  d'où  huit  combinaisons  qui  ne  répondent  qu'à  quatre 
droites  distinctes,  parce  que  deux  combinaisons  à  signes  part;)ut  op- 
posés appartiennent  à  une  seule  et  même  droite  prolongée  dans  les 
deux  sens.  Toutefois,  pour  que  les  angles  /,  /',  /"  soient  réels,  il  faut 
que  les  seconds  membres  des  éipiations  (19)  soient  positifs  et  <  1 
Mais,  cette  condition  remplie,  on  construira  sans  peine  les  droites 
demandées.  Il  v  a,  du  reste,  entre  ces  droites,  luie  liaison  simple  (pu 
permet,  quand  l'une  d'elles  est  connue,  d'en  déduire  innnédiatement 
les  trois  autres.  Soient,  en  effet,  AIN,  MP,  MQ  les  normales  aux  sur- 
faces (p) ,  {il),  (v)  relatives  au  point  M,  et  M.\,  MB,  Mt;,  MD  nos 
quatre  droites  prises  toutes  d'un  même  côté  du  plan  PMQ,  de  ma- 
nière à  faire  avec  MN  des  angles  aigus.  Ces  angles  seront,  des  lors, 
égaux  entre  eux,  puisque  la  valeur  (essentiellement  positive,  d'après 
jiotre  hypothèse)  de  chaque  cosinus  sera  fournie  par  la  formule  unique 

cos  /  =    ,  '  • 

v/(p'-(*')(p'--'^) 

ToniP  Xll.  —  Or.TOBEE  1847.  ^4 
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Quant  au\  angles  de  MA,  MR.  MC,  MD  avec  MP,  leurs  cosinus  seront 
égaux,  abstraction  faite  du  signe;  par  suite,  il  en  sera- de  même  des 
cosimis  des  angles  que  font  avec  la  même  normale  MP  les  projec- 
tions MA',  MB',  MC,  MD'  de  MA,  MD,  MC,  MD  sur  le  plan  PMQ.  Cela 
résulte  de  la  formule 

»  /  nir.  <"0!>    AMP 

cos  A'MP  =  -. — ~  --, 
sin  AMN 

qui,  par  le  changement  successif  de  A  en  H,  en  C  et  en  D,  donne  ces 
deiniers  angles  sans  que  le  second  membre  change  de  valeur.  I^es 
angles  A'MP,  B'MP,  C'MP,  D'MP  sont  donc,  ou  égaux  entre  eux,  ou 
supplémentaires.  Donc  les  droites  MA',  MB',  MC,  MD'  sont  deux  à 
deux  le  prolongement  lune  de  l'autre  :  MB',  par  exemple,  sera  le  pro- 
longement de  MA',  et  MD'  celui  de  MC.  Dans  l'espace,  les  droites  MA 
et  MB  sont  donc  situées  dans  un  même  plan  avec  la  normale  MN,  sur 
laquelle  elles  sont  d'ailleurs  inclinées  également.  En  d'autres  termes, 
si  la  droite  MA  est  la  direction  d'un  rayon  de  lumière  incident,  MB 
sera  la  direction  du  rayon  réfléchi  sur  la  surface  [fS).  Il  y  a  entre  MC 
et  MI)  une  liaison  send)lal)le.  .^lais  on  fera  naître  encore  ces  deux  der- 
nières droites  de  la  seule  droite  MA,  en  considérant  les  rayons  réflé- 
chis sur  les  deux  autres  surfaces  (a),  (y).  Ainsi,  une  des  quatre  droites 
MA,  MB,  MCjMD  étant  donnée,  on  en  déduira  les  trois  autres,  en 
regardant  la  droite  donnée  comme  un  rayon  incident,  et  les  trois  autres 
comme  des  rayons  réfléchis  sur  les  trois  siu'faces  (p),  ffjt,),  (v). 

Nous  pourrions  à  présent  suivre  la  marche  d'un  rayon  de  lumière 
successivement  réfléchi  en  divers  points  d'un  ellipsoïde  (p),  ou  même 
en  divers  points  de  plusieiu's  surfaces  homofocales  à  volonté.  Dans 
toutes  ses  directions,  ce  ravon  restera  tangent  aux  deux  surfaces  fixes 
(a) ,  (^).  On  voit  assez  les  conséquences  qui  en  résultent  pour  certaines 
questions  de  maximum  ou  de  minimum,  et  j'ajoute  que  cela  conduit 
facilement  à  la  belle  propriété  donnée  par  M.  Chasles  (tome  XI  de  ce 
Journal ,  page  1 1)  poiu*  les  tangentes  des  lignes  géodésiques  des  sur- 
faces du  second  degré.  Mais  qu'il  nous  suffise  ici  d'avoir  établi  nette- 
ment la  dépendance  réciproque  qui  lie  entre  elles,  d'une  manière  si 
remarquable,  les  droites  MA,  MB,  MC,  MI^. 

Si  le  point  M  était  situé  sur  une  des  surfaces  (a),  (|3),  le  cône  cir- 
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conscrit  à  cette  siirtace  se  récluirail  a  un  plan,  et  ne  |)(jun.wl  conper 
l'autre  cône  que  suivant  deiw  droites,  qui  nuine  se  réduiraient  à  une 
seule  si  le  point  M  se  trouvait  à  la  lois  sur  les  deux  surfaces  (a),  {fi).  Il 
est  aisé  de  \oir  et  je  ne  m'arrête  pas  à  montrer  comment  ces  cas  par- 
ticuliers résultent  du  ras  général,  deux  ou  plusieurs  des  droites  MA  , 
MB,  MC,  Ml)  venant  alors  à  coïncider  entre  elles. 

Revenons  au  cas  général,  et  désignons  par  A,  li,  (.'.,  I)  les  points  ou 
un  plan  mené  perpendiculairement  à  la  normale  MN,  par  un  point  N 
pris  à  volonté  sur  cette  normale,  coupe  nos  quatre  droites  MA  ,  MU. 
MC,  MD.  On  conclura  facilement  de  ce  qui  a  été  dit  pins  liant ,  que  les 
deux  droites  AB,  CD  passent  par  le  point  N  ,  et  que  ,  de  plus,  ce  point 
est  le  milieu  de  l'une  et  de  l'autre.  Donc  le  point  N  est  le  centre  com- 
mun des  deux  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  U, 
soit  sur  le  cône  tangent  à  la  surface  (a),  soit  sur  le  cône  tangent  à  la 
surface  (/B).  II  suit  de  là  qi  •^  MN  est  un  axe  principal  pour  l'un  et  j)our 
l'autre  de  ces  cônes;  MP  '  MQ  sont  évidemment  les  deux  autres  axes, 
et  nous  retrouvons  un  tl    ôrème  connu. 

On  démontrera  d'une  autre  manière  et  l'on  complétera  ces  résultats 
en  cherchant  les  équations  de  nos  deux  cônes,  rapportées  aux  trois 
axes  rectangulaires  MN,  MP,  MQ.  En  effet,  soient  x,  v,  z  les  coor- 
données, relatives  à  ces  axes,  d'un  point  quelconque  de  la  génératrice 
qui  fait  avec  MN ,  MP,  MQ  les  angles  /,  /',  /".  On  aura 

COS  /  =:  =^?       COS  /'  =   ----  ?       COS  /      =^ 

Vx'-Hy'+z'  y/x'-l- ¥■-(-•/.'  ;x--(-v-|-/ 

Les  équations  demandées  seront  donc 

x'  Y'  /.' 


et 


—  a^  -j'—'x' 


z' 


—  =  o. 


pî_P"         F'— P'         v'— P' 


=   O. 


Or  ces  équations  montrent  de  suite  que  les  axes  actuels  de  coordon- 
nées, MN,  MP,  MQ,  sont  précisément  les  axes  principaux  de  nos 
deux  cônes;  elles  prouvent,  de  plus,  tpie  ces  cônes  ont  mêmes  lignes 

54.. 
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focales  [*],  et,  par  coDséqiient ,  se  coupent  à  angle  dmil;  enfin,  on 
en  conclut  sans  peine  la  liaison  de  position  des  quatre  droites  d'inter- 
section MA,  MB,  MC,  MD. 

10.  Ia's  quatre  espèces  différentes  de  droites  tangentes  aux  deux 
surfaces  (a),  (|3)  qu'on  peut  mener,  en  général,  par  chaque  point 
[p,  u,,  v)  de  l'espace,  expliquent  le  caractère  multiple  des  équa- 
tions 117),  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

±-^^  =  o, 


Mp') 

± 

lia 

-+- 

fuit 

■+- 

^■rfp 

■+- 

v'  d-j 

Mp')       A(ft')        û(v')        "' 

et  qui  offrent ,  par  conséquent,  quatre  combinaisons  de  signes. 

Pour  avoir  l'équation  précise  d'une  droite,  il  faudra  donc  détermi- 
ner par  une  discussion  spéciale  les  signes  qu'on  doit  prendre  au  point 
de  départ  pour  les  radicaux  contenus  dans  les  équations  (17)-  Mais 
il  importe  de  remarquer  que  si  l'on  marche  le  long  de  celte  droite, 
toujours  dans  le  même  sens,  le  signe  de  chaque  radical  A  (/s*),  A(p.'), 
ou  Av"),  devra  changer  au  moment  où  ce  radical  s'évanouit.  En 
effet,  des  équations  (17)  on  tire 

h 

A(v')' 


ir- 

i^') 

4 

= 

(f^^- 

'^')i 

ip'- 

F-') 

du. 

:::z: 

-ir- 

-v^) 

Comme  on  ti  p^  >  y.^  >  v",  il  s'ensuit  que  les  trois  quantités 

dp  df).  dv 

doivent  toujours  être  de  même  signe.  On  voit  encore  que  quand  un 
radical  s'évanouit,  la  différentielle  correspondante  s'évanouit  aussi, 


[*]  Les  lignes  focales  conimiines  sont,  comme  on  sait,   les  deux  génératrices  de 
hypeiboloide  (ji)  qui   passent  par  le  point  M. 


P11UF.S  KT  APPLIQUKES.  ^r'(, 

et  vice  vcrsii.  Il  csl  clair,  (r:iili('iii's,  (|u'iiii  radical  tic  |)ciii  s'cvaiionii 
que  pour  les  valeurs  a^,  fj'^,  />''  ou  c^  des  variables  (->',  tj.-,  ou  v^,  (|ui 
deviennent  alors  ini  maximum  ou  un  minimum.  Maintenant  suppu- 
sons,  pour  fixer  les  idées  (car  dans  les  di(((;renls  cas  la  discussion  »sl 
la  uicmc),  qu'au  moment  où  l'on  coinmeiice  à  marcher  sur  la  droite, 
les  trois  cpiantités  p  ,  (J.,  v  aillent  à  la  fois  en  augmentant,  en  sorte  que 
les  différentielles  dp,  dix,  dv  soient  alors  toutes  trois  positives.  11 
faudra  pretidre  -^{p'^)  et  A  (v^)  avec  le  même  signe,  tous  deux  |)ositi- 
vement  si  l'on  veut,  et  A  (y.*)  avec  un  signe  contraire  ou  négative- 
ment. Mais  que  plus  tard  un  des  radicaux  A(p^),  A(/x^),  A(v') 
vienne  à  s'évanouir.  Nous  veiions  de  faire  observer  que  la  valeur  a-, 
P°,  /»"  ou  c*,  de  p^,  \}},  ou  V*,  pour  laquelle  cela  arrive,  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimum;  la  différentielle  correspondante  dp,  du.  ou  dj 
va  donc  se  réduire  à  zéro,  puis  changer  de  signe.  Mais  les  signes  île 
deux  des  rapports 

df  djjL  dv 

restant  les  mêmes,  celui  du  troisième  rapport  doit  aussi  se  conserver. 
Donc  le  radical  placé  sous  la  différentielle  qui  change  de  signe  doit 
comme  elle  changer  de  signe  en  s" évanouissant. 

11.  Ce  qui  précède  suffira,  je  crois,  pour  la  discussion  des  .signes 
de  nos  radicaux  dans  les  formules  (17) ,  discussion  qu'il  est  d'ailleurs 
facile  d'étendre  à  la  formule  (18),  liée  naturellement  aux  deux  autres. 
Je  passerai  donc  à  un  autre  sujet  en  donnant  une  transformation  de 
la  valeur  de  f/v  que  fournil  la  formule(i8).  A  cause  des  équations  [ij), 
la  formule  (18)  donne  évidemment 


v'  —  (a'  ■+■  P')v'+a'P' 


dv. 


En  effet,  rensen\ble  des  termes  affectés  du  facteur  (a*  -t-  /S*  ),  ou  du 
facteur  a*/3-,  présente  une  somme  nulle,  en  vertu  des  équations  (!7), 
ce  qui  fait  retomber  immédiatement  sur  la  formule  (18;. 
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Mais  un  a 


et 


^  ip')  =  Ap'  -  b')  ip'  -  c)  (y-  «*)  ip'  -  n 

La  fraction 


est  donc  égale  à 


Les  autres  termes  contenus  dans  la  valeur  précédente  de  «/^sont  suscep- 
tibles d'une  modification  du  même  genre.  On  a  donc  linalement 

{-..)  ds  =  do i^îE^MEn  +  du.'ME^^^Eh  +  ./v  s/("'-v'Hp^). 

V/(p»  — 6')(p'  — c')  "^   Vif'— *')('^'— (*')  y/(i'— v')(c»— v') 

La  formule  (22)  peut  se  démontrer  d'une  autre  manière ,  en  obser- 
vant que  ds  est  la  diagonale  d'un  parallélipipède  rectangle  dont  ds' ^ 
ds"  et  ds'"  sont  les  côtés.  Cette  diagonale  vaut  la  somme  des  projec- 
tions des  trois  côtés  sur  sa  direction.  Donc 

ds  =  cos  i ds'  -+■  cos  /'  ds"  h-  cos  i" ds'". 

En  mettant  pour  ds' ,  ds" ,  ds'",  et  cos  /,  cos  /',  cos  /",  leurs  valeurs, 
on  retrouve  la  formule  (22).  Cette  manière  d'y  parvenir  indique  bien 
quels  signes  on  doit  donner  aux  coefficients  des  différentielles  pour 
avoir  la  valeur  absolue  de  ds.  En  effet,  la  valeur  absolue  de  ds  doit 
être  la  somme  des  valeurs  absolues  des  projections  de  ds',  ds",  ds'" ; 
les  trois  ternies  qui  la  composent  doivent  donc  être  pris  positivement, 
et,  par  conséquent,  le  coefficient  de  chaque  différentielle  dans  la  for- 
mule (22)  doit  être  pris  avec  le  signe  même  de  cette  différentielle. 

12.   Enfin  la  formule  (22)  conduit  à  une  dernière  forme  des  équa- 
tions (17),   laquelle  est   très-utile  dans  un  grand  nombre  de  cas. 
Posons 


,3^  =  2g',     a  =  p«  =  2A, 


PURES  KT  APPI.IQIIÉRS.  /i3i 

iM  MOUS  aurons 

Maintenant  attribuons  aux  paramétres  ^',  /i  des  variations  infiniment 
petites,  la  variation  correspondante  de  fis  sera,  comme  il  est  aisé  de 
le  voir. 


elle  sera  donc  nulle  à  cause  des  équations  (i  7)  ;  et  réciproquement, 
on  retrouvera  ces  équations  en  posant 

âds  =  i) , 

la  variation  étant  relative  aux  paramètres  ^  et  h,  ou ,  ce  qui  revient  ;ui 
même,  aux  paramétres  a  et  /3  considérés  comme  indépendants  1  un  de 
l'autre.  Les  équations!  17)  sont  ainsi  remplacées  par  la  seule  équation 

(23  )  âds  =  o, 

ou  ,  si  on  l'ainu'  mieux  ,  par  les  deux  équations 

, ,  Sds  Sds  ,  V  1 

1^4)  17  =  0'     Ifi=ol   ]• 


a 


Dans  certaines  questions  de  innxiina  et  ininima,  ces  équations  abrègent 
beaucoup  le  calcul.  Déjà  au  n"  0  nous  avons  indiqué  un  théorème  qui 
peut  servir  de  base  à  une  méthode  synthétique  pour  de  telles  questions. 
La  méthode  analytique  dont  nous  parlons  maintenant,  plus  directe 
d'ailleurs,  surtout  plus  générale,  devient  tout  aussi  simple,  grâce  h 
l'emploi  des  équations  (a/J)-  Mais  nous  n'ajouterons,  pour  le  moment, 
aucun  détail  à  ce  sujet,  nous  réservant  d'y  revenir  dans  lui  autre  Mé- 


[*]  Dans  noire  premier  Mémoire,  nous  avons  déjà  trouvé  une  «•quation  du  même 
genre,  Sds  :=  o,  |)oui-  nos  lignes  géodésiqucs ,  et,  dans  le  ras  particulier  d'une  sur- 
face plane,  pour  la  ligne  droite  ellc-nièrae. 
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inoiic,  ainsi  que  sur  les  développements  géométriques  auxquels  peii- 
v»-nl   (loniiei-  lien  toutes  les  formules  de  ce  paragraplie-[*]. 

lô.  On  est  conduit  à  un  problème  de  Dynamique  qui  peut  aussi 
fournir  un  texte  intéressant  à  la  Géométrie,  en  prenant  dans  les  for- 
muios  (lu   §  I  : 

F  (p.)  =  -  Af/i''-(A^  +  r^\a']. 

Bt(v')    =   A[v«-(A--i-6--)V*j, 

k  «'tant  une  constante.  Il  vient  alors 

L  =  k  [p *  -I-  /JL-  ■-(-  V  -  —  //^  —  C-), 

c'est-à-dire 

U  =  klW 

R  étant  la  distance  i\ii  mobile  à  l'origine  des  coordonnées.  D'après 
la  valeur  de  la  fonction  des  forces  telle  que  je  viens  de  l'écrire,  le 
mouvement  sera  celui  d'un  point  matériel  attiré  ou  repoussé  par  un 
centre  fixe  proportionnellement  à  la  <listance  Les  diverses  trajectoires 
que  l'on  obtiendra  suivant  les  circonstances  initiales  et  la  valeur  di'  k 
seront  donc  des  coniques  concentriques.  Or  les  formules  du  §  1 
donneront,  j)our  représenter  ces  coniques,  des  équations  transcen- 
dantes. La  comparaison  des  résultats  fournira  ici,  comme  dans  le 
cas  de  la  ligne  droite,  des  conséquences  utiles  sur  lesquelles  je  ne 
veux  pas  insister. 

§  m. 

14.  Dans  certains  cas  particuliers,  tels  que  ceux  de  c  =  A,  ou 
(le  />  =^  G,  par  exemple,  nos  formules  générales  du  §  I  ne  peuvent  être 
appliquées  qu'après  une  transformation  préliminaire. 

[*]  Le  travail  ([iio  nous  annonçons,  et  qui  doit  au  reste  rouler  sur  des  questions 
irtfs-diverses,  portera  ce  titre  :  Rrclirrclics  de  Gromrtri)'  luiahtir/iie.  ISoiis  y  parlerons 
aussi  des  propriétés  des  coniques  lioinofocales  dans  le  plan ,  et  des  lignes  de  différente 
nature-qu'on  peut  tracer  sur  l'ellipsoïde,  principalement  des  lignes  géodésiques  et  des 
lignes  de  courbure,  sujet  fécond  dont  on  est  encore  bien  loin  d'avoir  approfondi  tous 
les  détails. 


PURES  ET  AI'IM.IQIJI^IF.S,  4V3 

Consich'ioiis  il'aljord  le  cas  dv  c  ■-=  h;  <'l ,  pour  \  impaur  les  loi- 
mules,  introduisons  au  lu  u  dt-  la  variable  ij.  l'aiif^le  9,  (|m  est  lie  a  // 
par  l'équalioii 

[X  =  \c' co9>' f -{- h' s\n' (fi. 

l'aisoiis  .  en  d'autres  ternies, 

X-  ^j-  >Jc^  cos'''  9-4-  /;^  sin  ^  ç. 

J= ^ ces  9. 


i/p'  —  c'  Je'  —  v' 

z  =  -■- — ■ sin  a. 

c  ' 

Si  nous  posons 

K  {(i)  =  F  (\/c*cos''(p-+-  //^sin'ç)  =  -'^(9) . 

'■^^(9)  sera  une  fonction  quelconque  de®,  comme  F(p.,  était  une  fonc- 
tion quelconque  de  /j.;  et  la  valeur  de  V  pour  la(pielle  notre  méthode 
d'intégration  réussit  ,  s'écrira 

Ij (c- cos' y -f- 6' sin' y  —  «')/(p)  +  (  p' —  i*')  .f  (?)  +  (  p'  —  '''''"s'o  —  /<'sin'e))gi(v) 

(p'  —  c'cos'<p — 6' sin' (f)  ( p'  —  v')  (c' cos'ç -h  i- --iii         -  •'') 

Enfin  la  lonction  0  dont  cette  méthode  dépend,  qui  conduit  aux 
intégrales  (3),  et  que  la  formule  (11)  fournit,  s'exprimera  par 


/i        /a  .;f  (y)  —  A  —  B  (c  '  cos'  y  +  6-  sin-  y)  —  2  C  (c  '  cos-  (p  -f-  6=  sin=  »1  - 
'V  <"'  cos'  y  -I-  i-  sin-  y 

r   ,         /2ci(vl  +  A+Bv'-<-  2C7' 
^J  V         (i'-v')(c'-v') 

Jusqu'ici  les  constantes  A  et  c  sont  restées  quelconques  et  sans  liaison 
nécessaire  entre  elles.  Mais  soit  à  présent  c  =  A.  Il  nous  viendra 

pv 


Jp'  — 6'  ^è'  — v' 
vp'  —  6'  i/*'  —  ••<'    . 

z  :=  -^^ 7^ SUl  Ç. 

Tome  Xll   —Octobre  1847. 


55 


434  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Or  ces  équations  ilonnent  d'abord  , 


ta"g  9  =  ^ 


en  sorte  que  (p  désigne  l'angle  que  lait  avec  l'axe  des  j^  la  trace  tlu  plan 
qui  passe  par  le  point  (x,j,  Z;  et  j)ar  l'axe  des  .r  sur  le  plan  des ^2. 
On  en  tire  aussi 


X' 

p- 


y 

+  z' 

p' 

—  6-- 

y 

-hz' 

b^-  —  ■ 


Ce  sont  (en  regardant  p  et  v  connue  des  paramètres)  les  équations  de 
deux  surfaces  du  second  degré  hoinofocales  et  de  révolution  autour  de 
Taxe  des  x.  La  première  de  ces  surfaces  est  un  ellipsoïde;  la  seconde 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes.  L'ancien  hyperboloïde  à  vuu;  na|)pe  , 
qui  répondait  à  /ul  =  constante,  est  remplacé,  comme  on  voit,  par 
un  plan  méridien  de  ces  deux  surfaces  de  révolution,  qui  répond  à 
ç)  ^  constante. 

Pour  chaque  valeur  donnée  de  (p ,  cl  en  faisant  varier  (S  et  v .  on  a 
successivement  tous  les  points  du  plan  méridien  relatif  à  la  valeur 
donnée  de  9;  p  et  v  sont,  dans  ce  plan,  des  coordonnées  elliptiques 
toutes  sendjlables  k  celles  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  notre 
premier  Mémoire.  Les  foyers  constants  des  ellipses  et  des  hyperboles 
employées  pour  ce  système  de  coordonnées  sont  situés  sur  l'axe  des  x , 
à  une  distance  de  l'origine  égale  à  h;  ils  restent  donc  les  mêmes,  quel 
que  soit  le  plan  méridien  que  l'on  considère  et  où  se  trouve  le  mobile. 
Nous  les  ilésignerons  par  F  et  F'.  Les  distances  du  mobile  à  ces  deux 
|)oints  seront  représentées  à  chaque  instant  par  p  -h  v  et  0  — v.  Il  est 
bon  d'observer  que  les  foyers  F,  F'  de  nos  coniques  dans  chaque  plan 
méridien  sont  en  même  temps  ceux  de  toutes  les  surfaces  de  révolu- 
tion I  p)  et  (v  . 

La  valeur  de  U,  pour  laquelle  notre  méthode  d'intégration  réussit 
dans  ce  cas  de  c  =  i ,  est 


pijhes  i:r  aimmjqukks.  43.'5 

ri  l'on  a,  jx^iir  la  valeur  de  (-)  coi  rcspondaiile, 


(li^ 


+  /6^=n/^^)    ■    -^    ^    i'>"    ■    ■^''^'^*- 

Mais  puisque  sous  le  second  radical  les  constantes  A,  B,  C  u'enlreiil 
que  dans  la  quantité  A  -hBb" -{-  iCl>\  où  ne  figure  auciuie  variable , 
il  est  naturel  de  prendre  pour  constante  cette  quantité  que  nous 
représenterons  par  —a,;  elle  remplacera,  par  exem|)le,  l'ancienne 
constante  A  que  nous  chasserons  au  moyen  de  l'équation 

A  =  _  x_  Bè-  -  iCb". 
il  nous  viendra  ainsi 

(27)  j  -jTV2%r+^ 

et  c'est  de  cette  valeur  de  0  que  nous  déduirons  nos  intégrales  au 
moyen  des  écpiations 

rTX  -  ^^'  '       rfB  -  ^  '       rfC  -  ^  "^  *"  ■ 

On  peut  observer  en  passant  que  la  première  de  ces  trois  intégrales  est 
la  seule  dans  laquelle  la  variable  y,  et,  par  conséquent,  la  fonction 
i{<f),  puissent  se  trouver.  I.a  seconde  donnera  donc  la  valeur  de  p  en  v  , 
et  la  troisième  celle  de  t  en  p  et  v,  indépeudartiment  de  la  première;  et 
les  valeurs  de  0  et  t  ainsi  formées  ne  dépendront  en  aucune  manière 
de  la  fbnctioïi  arbitraire  '?((p).  Dans  un  Mémoire  intitulé  De  iiioiu 
piincti sin-^idaris ,  M.  Jacobi  a  déjà  rencontré  un  cas  particulier  de  cette 
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pro|)().sili(jii  dont  on  voit  ici  la  cause  et  l'origine  générale,  et  que  plus 
tard  nous  retrouverons  encore  clans  ime  autre  question. 

I  .">    Quand  on  pose 

la  valeiu- de  U  du  numéro  précc'dent  se  simplifie ,  et  quoiqu'elle  perde 
ainsi  beaucoup  de  sa  généralité,  elle  renferme  pourtant  encore,  comme 
cas  très-particulier,  le  cas  d'un  point  mobile  attiré  par  trois  centres 
fixes,  tel  que  Uagrange  l'a  traité.  En  faisant,  pour  abréger, 

0T.-np),   ^,  =  -"("), 

la  valeur  de  V  dont  nous  parlons  devient  alors 

U  =  MZL?  W, 

p'  —  v' 

et  se  trouve  ainsi  toute  semblable  à  celle  c^ui  s'est  présentée  dans 
notre  premier  Mémoire  comme  remplissant  les  conditions  d'intégra- 
bilité.  On  en  déduira  donc  encore  le  cas  des  trois  centres  fixes  en 
prenant 

nrv)  =gv  -g'v  + A-(v"  -  b^'v'), 
g,  g',  ^  étant  des  constantes.  De  là  résulte,  en  effet, 

U=  -f-  +  -^  -^  k  Ip' +  v^  -  b^). 

Mais  en  représentant  par  r,  r'  et  11  les  distances  du  point  mobile  aux 
deux  foyers  fixes  F,  V"  de  nos  surfaces  liomofocales  ((s) ,  (v)  et  à  leur 
centre  O  ,  on  a 

r=:p-^-^^      r'^rp  — V,      R'' =  |3*  +  V- —  />''. 


Donc 


U  =  ^  +  ^'  +  /tR^" 


C'est  bien  là  l'expression  de  la  fonction  des  forces  pour  le  problème 
des  trois  centres  fixes. 


PURES  ET  APPLIQUEES.  V^7 

16.  Revenons  aux  tonniiles  (9.5),  (aGj  et  (27)  qui  conviennent  au 
cas  de  c  •=--  h,  h  étant  quelconfjuc,  et  voyons  ce  (iii'rlhs  (Ifiuiitnt 
lorsqu'on  prnul  h  -r-  o.  Pour  cela,  |)Osons  (l'alxnd 

V  =  /;  cos  (|/. 
I>es  valeurs  de  JC,j,  z  qui  étaient,  d'après  les  formules  (a5), 

^  =  J'    J  =  - é^ COS?»     z=    '         7, «'"?- 

deviendront 


aj  =  pcosi]/,    j- =  v7>°  —  i' sin  i|;  cos<p,      z  =  y/p^  — />^  sin  •{/ sin  9  ; 

et,  pour  /)  =  o,  elles  se  réduiront  à 

X  =  p  cos  i|/ ,     ^  =  jO  sin  (]/  cos  9 ,     z  =  p  sin  i|/  sin  9 . 

Ainsi  p,  (f,  ij;  seront  les  coordonnées  polaires  ordinaires  à  trois  dimen- 
sions. Mais  pour  que  les  formides  (26  j  et  (a^)  se  prêtent  bien  à  Tliv- 
pothèse  de  h  =  o.  il  convient,  après  y  avoir  fait  v=:Acosil/,  de 
remplacer  ^?((p)  par  b^ê{(f),  X  par  ^^h'^,  et  enfin  tziy),  qui  est  une 
fonction  quelconque  de  v,  par  une  fonction  quelconque  de  ^^  telle  que 
A*  n  (tj<).  Nous  aurons  de  la  sorte 

_  sin'rj^/fp)  +  (p'-  6'cos'^i,).f  (y)  H-  (p-  -  b')  n(>i>) 
(p'— 6')  (p'— 6' cos'i}-)  sin' ij- 


et 


•/ 


^vanf'i;) Bsi   n^J^-aC6"sin*<j;(i  +cos=(l^;. 

sin  -j;   '  ^' '  ' 


De  là,  pour  ^  =  o, 

fs8)  u  =  «"'•l/(p)+p'^"(y)  +  p'"  W 

*-      '  p'sin'iji 
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et 

(ag)  \      —  J  il(^  V  2  ^  (f)  +  ''° 

En  faisant 

la  valeur  de  U  prendrait  cette  forme  plus  simple  encore , 

!7  \oyons  à  pn'sint  ce  que  deviennent  les  formules  générales 
(lu  §  I  lorsqu'on  y  prend  h  =o,  mais  en  laissant  cette  fois  c  quel- 
conque. Conservons  p  et  |7. ,  mais  remplaçons  v  par  une  autre  va- 
riable. Poiu'  cela,  employons  la  première  des  formules  (7),  c'est-à-dire 
posons 

V  :=  b  cos  ij; , 

et  substituons  partout  la  variable  t|i  à  la  variable  v,  ce  qui  nous  don- 
nera 

X^    —  cos  ij/  , 


Alors,  en  faisant 

sr(v)=n(4;), 

la  valeur  de  II  fournie  par  la  formide  (8),  c'e.st-à-dire  la  valeur  de  U 
pour  laquelle  notre  niélliode  d'intégration  réussit,  s'écrira 

_    (^iL'-^>^COS'^(.)/(p)-^-(p'-6'C05'^^)F(^)+(p'-(.^)^(^}.) 

(p'  — pi')(p'  — 6'cos'-{')(fx'— 6=cos'-}) 


l'iiRi-s  i:t  appliquées.  /|3«, 

Enfin .  la  fonction  W,  dont  cette  méthode  dipeiid  i-r  (|iif  la  foiiniile  (i  i  ) 
lionnf^,  s'exprimera  ici  par  ■ 


J      f'  V        (p'-6')(p'-cO 


—  aCfi' 


r   ,        /a^(^j()+■A^-B6»cos'•J/^-2Ci'côs•^;, 


f'  —  t'  ros'  -^ 

Jusqu'ici  la  constante  /'  est  restée  quelconque,  et  nos  lormules  ont 
conservé  toute  leur  généralité.  Mais  soit  à  présent  b  =  o.  Nous  trou- 
verons 


l                c 

cos 

1. 

(3.) 

■'           c 

sin 

-]'. 

1 
2  =  -N 

\?' 

i'^ 

Or  ces 

équations 

donnent 

d'abord 

tang  '1 

— 

y 

-  5 

^Yc^—0?). 


en  sorte  que  <^  désigne  l'angle  que  lait  avec  l'axe  des  x  la  trace  du 
plan  qui  passe  par  le  point  [x,  j,  z)  et  par  l'axe  des  z  sur  le  plan 
des  xy.  On  en  tire  aussi 

—  H =  i,  =   I. 

p'  p' c'  fl'  c' [*' 

Ce  sont  les  équations  de  deux  surfaces  homofocales  et  de  révolution 
autour  de  l'axe  des  z  :  la  première  est  un  eUip.soïde ,  la  seconde  un 
hyperboloide  à  une  nappe.  L'ancien  hvperboloide  à  deux  nappes, 
qui  répondait  à  v  =  constante ,  est  remplacé,  comme  on  voit,  par 
un  plan  méridien  de  ces  deux  surfaces  de  révolution,  qui  réjjuiid  a 
•^  =  constante. 

Pour  chaque  valeur  donnée  de  di,  et  en  faisant  varier  o  et  fj. ,  on  a 
successivement  tous  les  points  du  plan  méridien  qui  correspond  à  la 
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valeur  de  'h;  p  el  ix  sont ,  dans  ce  plan ,  les  cooidoiiiiées  elliptiques  que 
nous  avons  emplovées  dans  notre  preniier  iMénioire ,  et  p  -h  jj.,  p  —  p. 
représentent  les  distances  d'un  point  M  ou  [p,  p.)  de  ce  plan ,  par  con- 
séquent, (lu  point  {p,  fx,  <^)  de  l'espace,  aux  deux  foyers  F,  F'  des 
coniques  qui  constituent  ce  système  de  coordonnées.  Mais  ici  les 
foyers  I',  F'  ne  sont  pas  des  points  absolument  fixes  et  nidépendants 
de  la  position  du  mobile.  Ils  sont,  en  effet,  situés  sur  la  trace  du  plan 
méridien  dans  le  plan  des  xj,  à  une  distance  de  l'origine  toujours 
(gale  à  f,  et  changent,  par  cons('quent,  avec  ce  plan  méridien,  mais 
en  restant  cependant  sin-  un  cercle  de  rayon  c. 

La  valeur  de  U  |)our  lacpielle  notre  méthode  d'intégration  réussit 
dans  ce  cas  de  A  :=  o ,  f  quelconque,  est 

pM'p'— f*')       f^'ip'  — f')       p>'' 
et  1(^11  a.  pour  la  valeur  de  0  correspondante, 

0  =fHp  ^^/(TH^âTb^^T^p' 


p'(p'-C') 


■fW' 


-f 


c 


V2ri((|;)-f- A. 


Ua  prenuere  des  trois  intégrales 

c/o  de  de 

dÂ  —  ^'     dB~      '      Te 


=  A',     ~  =  B',      '^  =  i  ^  C 


est  la  seule  dans  laquelle  la  variable  (J^,  et ,  par  conséquent ,  la  fonction 
II  (']/)  figureront.  La  seconde  donnera  donc  la  valeur  de  ij.  en  p,  et 
la  troisième  celle  de  t  en  p  et  p.,  indépendamment  de  la  première;  et 
les  valeurs  de  p.  et  t  ainsi  fornK-es  ne  dépendront  en  aucune  manière 
de  la  fonction  arbitraire  II .  Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  faire  une 
remarque  analogue  au  sujet  des  formules  du  n°  14. 

18.   Prenons  d'une  manière  plus  particulière 

n((l.)=:0, 

F(p.)=  -  p.'(g:.a  -  g'a  +  lnj.'  -kc^tj.^), 

A?)=  ?'{ë?  +8>  ^kp'  -kc'p'), 


l'UUIS  KT  Al'l'IJOlJÉKS.  /,/|i 

;,',  ^'',  K  ctJiiil  fies  constantes;  cl  la  loi-iiiiilf 


U  = 


deviendra 


pMp'-c^)       (^'(p'-p'l       p>' 


P  +  F        p-f  ^'^  ' 


Mais  en  représentant  [)ar  /■,  /',  K  les  distances  du  poinl  niol)iic 
aux  deux  foyers  F,  F'  situés  dans  le  même  |)laii  méridien,  et  à  l'ori- 
gine O  des  coordonnées  ,  on  a 

/•  =  p  -H  fJi ,      /■'  =•  p  —  |j. ,      R  -  =  /-/  '  -f-  a  -  —  (•  ^ . 
Donc 

U  =  ^  +  C  +  AR». 


r 


Cette  expression  de  la  fonction  des  forces  est  celle  qui  convient  au 
cas  d'un  mobile  sollicité  par  des  forces  qui  émanent,  pro|)ortionn(l- 
lement  à  l'inverse  du  carré  des  dislances,  des  deux  centres  variables 
F,  F',  et  proportionnellement  à  la  distance,  d'un  troisième  centre  O 
fixe  et  placé  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres.  Notre 
analyse  fournit  donc,  en  particulier,  la  solution  de  ce  cas  nouveau  et 
remarquable  du  mouvement  d'im  point  matériel  sollicité  par  trois 
centres  en  ligne  droite,  mais  dont  un  seul  est  fixe,  tandis  que  les 
deux  autres  tournent  à  l'entour,  sur  une  circonférence  de  cercle, 
de  manière  à  être  situés  à  chaque  instant  aux  deux  extrémités  du 
diamètre  qui  a,  dans  le  plan  du  cercle,  même  longitude  que  le  point 
matériel  proposé.  Nous  n'avons  pas  l'intention  dy  insister  ici  davan- 
tage, mais  par  la  suite  nous  y  reviendrons  dans  un  article  spécial, 
en  faisant  usage  delà  méthode  de  notre  premier  Mémoire;  car  cette 
méthode  qui  s'étend,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  au  mouvement  d'un 
point  libre  dans  l'espace,  s'applique  avec  beaucoup  de  facilité  et 
d'élégance,  et  au  problème  des  trois  centres  fixes,  et  à  celui  des 
centres  mobiles.  Le  problème  des  centres  mobiles,  tout  aussi  curieux 
et  moins  rebattu  que  celui  des  centres  fixes,  mérite  bien  d'ailleurs 
d'être  traité  à  part. 

19.   Nous  indiquerons  enfin  en  peu  de  mots  lui  dernier  cas  particulier 
dans  lequel  les  formules  du  §  I  ont  encore  besoin  d'une  transformation 
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préalable  el  qui  offre  aussi  de  l'intérêt.  C'est  celui  où  l'on  prend  à  la 
fois  h  =  o,  c  —  o ,  mais  en  établissant  entre  b  et  6'  le  rapport  qu'un 
voudra  avant  de  faire  évanouir  ces  deux  quantités.  Au  n"  16,  ce 
rapport  était  celui  d'égalité,  piiisqu'on  avait  poséc=i  avant  de  faire 
b  =  o.  ^lais  en  |)renant  un  rapport  <iuelconque,  et,  pour  conserver 
b  et  V  dans  le  résultat  fnial ,  remplaçant  b  par  nb,  c  par  ne,  puis  fai- 
sant «  =  o  après  une  préparation  convenable,  on  aura  d'autres  for- 
mules sur  lesquelles  je  me  contente  d'appeler  l'attention  du  lecteur. 
Je  dirai  .seulemeiit  que  le  système  général  de  nos  coordonnées,  résul- 
tant de  l'intersection  de  trois  surfaces  homofocales,  se  réduit  alors  à 
cidui  de  trois  séries  de  surfaces  spliériqiies  et  coniques  ayant  toutes  le 
même  centre  et  ortbogonales  entre  elles.  Les  cônes  dont  il  s'agit  sont, 
bien  entendu  ,  du  second  degré,  et  tracent  sur  les  différentes  sphères 
des  coniques  sphérispies  d'une  excentricité  plus  ou  moins  grande  , 
suivant  la  valeur  du  rajjport  donné  de  c  à  b.  Mais  en  voilà  bien  assez 
sur  tous  ces  cas  particuliers. 

§  IV. 

20.  Occupons-nous  maintenant  du  mouvement  d'un  mobile  assu- 
jetti à  demeurer  constannnent  sur  une  surface  donnée.  Les  trois  coor- 
données rectangulaires  x ,  j,  z,  qui  déterminent  à  chaque  instant  la 
position  du  mobile,  s'exprimeront  au  moyen  de  deux  variables  indé- 
pendantes a,  (S.  Supposons  ces  variables  tellement  choisies,  que  l'ex- 
pression dx^  -^  dj"^  +  dz"^  prenne  la  forme 

dx-  -H  d)-  -(-  ^/z^  =  Ida^  +  ),V//3», 

>.  et  ).'  étant  des  fonctions  de  a,  [i.  Il  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que 
les  variables  a,  ,3  soient  les  paramètres  de  deux  systèmes  de  courbes 
orthogonales  entre  elles  sur  la  surface  donnée. 

Cela  posé,  en  désignant  par  U  la  fonction  des  forces,  les  équations 
du  mouvement  seront 


dt 

"dt       ~ 

1  d\ 
■2.  da 

m 

-1- 

1  dV 

2  da. 

m 

dV 

dM'^l 

dt 
dt       ~ 

t  d\ 

2  dp 

m 

-t- 

1  d\ 

2  df 

m 

d\] 
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Or,  poiii'  (Il  Itntncr  les  intrf^ralcs ,  il  siiKira  d'avoii  iinr  snliitu)!!  H 
de  l'équation  aux  (liUcTcnces  |)aili('lli's 


contenant,  outre  la  constante  ('.  (|iii  entre  (hins  l'équation  aux  dillé- 
rences  jtartielles  ellc-rnènie,  \iiw.  autre  constante  aihiliaire  A  dis- 
tincte de  celle  que  Ton  peut  toujours  introduire  dans  fc)  par  siin|)le 
addition.  Les  intégrales  demandées  seront,  en  effet. 

A'  et  C  étant  deux  nouvelles  constantes.  Et,  de  plus,  on  aura  les 
intégrales  intermédiaires 

.  rfa  (l&       -,  dp  de 

df  ~  Tu'         7t  ~  dp' 

qui  donnent 

et  uiouln.'ut  ainsi  i[\w  la  constante  C  est  précisément  celle  qui  eiitie 
dans  l'équation  des  forces  vives.  Ce  théorème  est  tout  semblable  à  celui 
qui  nous  a  servi  pour  le  mouvement  d'un  point  libre ,  et  il  se  démontre 
à  peu  près  de  même.  Au  besoin,  du  reste,  on  peut  consulter  un  Mé- 
moire de  M.  J.  Rinet ,  inséré  dans  le  Journal  de  l'École  Polytech/iic/ue. 

21.  Lorsqu'on  a 

).  =  X'^ç(a)  -cr(/3) 
et 

XU  =/(«)- F  (P), 

ce  qui  est  le  cas  discuté  dans  notre  premier  Mémoire,  la  fonction  0 
s'obtient  aisément.  En  effet,  l'équation  aux  différences  partielles  peut 
alors  se  mettre  sous  la  foiine 

(sy+  {%y = -/(«^+^C9(«)  -  .F(i3)  -  -.c^iii), 

56.. 
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«•I  l'(Mi  \  satisfera  en  prenant 

(ï)"  =  ^^(«^-^  2C?(a)-  A, 
('^P''  =  A-2F(|3)-aCz.(/3), 

A  étant  une  constante  arbitraire.  Donc 

0  =  /  d'y.  V  -7/ (a)  4-aC(p(a)  -  A  +  /  ^//3  VA-  2F(jS)  -  2Cw(/3). 

Cli'tic  valeur  de  H  nous  ramène  à  nos  anciens  résultats,  en  ayant 
toutefois  soin  d'observer  que  la  constante  de  l'équation  des  forces 
vives  désignée  par  ("  dans  notre  j)remier  Mémoire  est  représentée 
ici  par  o.  C. 

Nous  terniiiieroiis  ici  l'exposition  de  nos  recherches  sur  l'intégra- 
tion des  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  point  matériel. 
L'extension  au  cas  de  plusieurs  points,  libres  ou  non,  des  deux  mé- 
thodes que  nous  avons  suivies  pour  le  cas  d'un  seul  point,  fera  l'objet 
d'un  autre  travail.  C'est  dans  les  Additions  à  la  Connaissance  (la 
Temps  pour  i85o  qu'on  trouvera  ce  nouveau  Mémoire,  auquel  nous 
avons  déjà ,  du  reste ,  renvoyé  le  lecteur  à  l'occasion  des  équation.*; 
abéliennes  d'ordre  élevé. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  /|4''> 

NOTE 

SUR    LA    RECTIFICATION  DE   QUELQUES    COURBES; 

i*Ai.  M  WiiLivM  ii(>i5i:urs. 


Oïl  doit  à  M.  Serret,  comiiu'  l'un  sait,  le  tliéotriiie  {■icgaiit  rt-latil 
à  la  rectification  de  la  cassinoïde,  que  son  arc  s'exprime  par  mie  {onc- 
tion abélienne  déconiposable  en  la  somme  on  la  différence  de  den\ 
fonctions  elliptiques  de  première  espèce  à  modules  complémentaires. 
Cet  habile  géomètre ,  qui  s'est  distingué  depuis  par  des  recherches  fort 
ingénieuses  sur  le  problème  inverse  de  rectification  ,  a  aussi  étudié  une 
classe  de  courbes  [ilus  générale  que  la  cassinoïde ,  savoir,  le  lieu  géomé- 
trique d'un  point  tel ,  que  le  produit  de  ses  distances  aux  sommets  d'un 
polygone  régulier  soit  constant.  On  peut  ap|)elpr  ces  courbes,  ce  me 
semble,  cassinoutes  à  n  foyers.  M.  Serret  a  donné  l'expression  géné- 
rale de  l'arc  de  ces  courbes  en  fonction  du  rayon  vecteur,  mais  il  n'a 
pas  remarqué  (ce  qui  est  le  but  de  cette  Note),  qu'on  est  conduit,  en 
considérant  la  cassinoïde  à  trois  foyers,  à  des  résultats  analytiques 
identiques  avec  ceux  qu'il  a  trouvés  poiu'  la  cassinoïde  ordinaire  à 
deux  foyers,  sauf  la  seule  différence  que  les  modules  des  fonctions  cHip- 
tiques  ne  sont  pas  complémentaires  dans  le  cas  nouveau  dont  il  s'agit. 

L'équation  polaire  de  la  courbe  dont  nous  nous  occupons  est . 
d'après  le  théorème  de  Moivre  , 

(a)  /■"  —  1  a^r^  cos  3w  -f-  rt°  =  A' , 

l'origine  étant  au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  équilatéral 
donné  dont  on  désigne  le  rayon  par  a,  et  le  produit  constant  étant 
égal  à  />'\ 

On  pourrait  démontrer  notre  proposition  en  exprimant  lare  île 
la  courbe  en  fonction  de  u,  ce  qui  exigerait  des  procédés  différents 
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dans  les  deux  cas  de  h  <_  a,  et  f)  >  a.  Mais,  afin  d'éviter  cette  distinc- 
tion de  cas,  nous  empriuiterons  à  M.  Serret  une  niéthode'tiu'il  a  indi- 
(|uée  dans  le  lonic  IX  de  ce  Journal.  Toutes  les  courbes  (a)  dans  les- 
riiielies  h  varie  sont  coupées  ortiiogonalement  par  les  courbes  données 
par  l'équation 

,  -  ,  a  '  cos  3  8 

■"•  cos  3(t,i  —  0) 

5  étant  un  ])arainetre  variable.  On  peut  aussi  regarder  9  et  i  comme 
un  genre  des  coonlonnées,  et  si  l'on  cherche  à  exprimer  /•  et  o)  par  ces 
«piantités,  on  trouvera  facilement 

r  «  .  /  1      ■  £  le  .  -J  —  i  H-OS  3  6 

r°  =  a"  ~  ia'  fr  sin  ib  +  tr ,     tang  ow  =  ,  ,  •    -.^  _i_    ,' 

'  "  i)  '  sin  3  9  ±  «  ■ 

il  est  évident,  d'ailleurs,  cpie  l'équation  de  notre  cassinoïde  proviendra 
de  l'élimination  de  (5  entre  ces  dernières  écjuations,  en  sorte  qu'on  aura 
pour  lare  s  de  cette  courbe,  en  se  rappelant  que  b  ne  varie  pas,  Tex- 
pi'essioi!  suivante  : 

Ce  qui  nous  ajjprend  qu'une  courbe  du  système  (/3)  qui  répond  à  une 
valeur  particulière  de  B  détermine  sur  notre  cassinoïde  deux  arcs  s^, 
.Vj,  dont  voici  les  expressions  : 


J  \^^' 


i' sin  36  +  6« 

de 


2a  ' h'' sin  30 -h  b'' 

Or  ces  transcendantes  ont  été  étudiées  par  Legendre  dans  le  premier 
volume  du  Traité  des  Fonctions  elliptiques,  et  il  résulte  de  son  ana- 
lyse que  leur  somme  et  leur  différence  sont  exprimables  chacune  par 
une  fonction  elliptique  de  première  espèce.  Les  amplitudes  des  deux 
fonctions  sont  différentes,  et  la  relation  qui  existe  entre  leurs  modules 
est  assez  compliquée. 


PURES  ET  AI'I'EI(^)1]I^:ES.  '|/i7 

Dans  le  cas  pailu  iilici  de  h  ^  a,  l'équation  (a)  devient 

r'  =  art'  cos  ?»',), 

et  l'arc  de  cette  cnnrhc  représente  exactement ,  sans  aucune  (uldition, 

la  Jonction  eUiptùjue  de  première  espèce  à  module  siu  —,  (unsi  ipw 

celle  à  module  complémentaire ,  à  cause  de  la  reialioii  suivante,  dé- 
moiiliée  par  Legeiulie, 

F  (cos  — »  u  I  =  v'3Ff  sin  — î  yj  > 

u  étant  lié  avec  q)  par  l'équation 

tangi(«  -»-?)  =  ^—  tang  ?. 

Il  est  intéressant  d'observer  que  la  même  fonction  elliptique  se 
trouve  représentée  également,  et  avec  la  même  exactitude,  par  l'arc  dt^ 
la  courbe  dont  l'équation  |)olaire  est 

(7)  r'  =  a'  cos  — 

La  courbe  dont  nous  venons  de  donner  l'équation  est  le  lieu  géomé- 
trique des  projections  orthogonales  de  l'origine  des  roordouiiées  sur 
les  tangentes  à  la  courbe 

r '  cos  3 'j  =  a^ . 

et  cette  dernière  est  le  lieu  d'iui  point  tel ,  que  le  produit  do  ses  dis- 
tances aux  sommets  d'un  triangle  équilatéral  soit  égal  au  cube  de  sa 
distance  au  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  Un  peut  donc 
voir  une  analogie  géométrique  entre  la  courbe  (y)  et  la  lemuiscate  di 
BernouUi. 

A.  propos  du  sujet  actuel ,  voici  une  extension  tlune  [)ropriété  d'iuie 
suite  de  courbes  dérivées  de  l'hyperbole  équilatere,  que  j'ai  donnée 
dans  le  tome  K  de  ce  Journal.  Considérons  la  courbe 

/■'"  cosm&j  =  a'" . 
Les  projections  orthogonales  de  l'origine  sur  ses  tangentes  en  forme- 
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loiit  une  antre,  et  si  l'on  fait  dériver  de  cette  deninTe  une  antre  en- 
core par  la  répétition  de  la  même  construction  ,  et  ainsi  de  suite ,  l'équa- 
tion de  la  n'^""'  sera 

\°'  r""-'  =  fl'""- '  cos(     ""■'     ]-, 

\mn  —  1  / 

où  la  courbe  primitive  répond  à  «  =  o. 

Maintenant,  soient  P„_, ,  P„,  P„+, ,  trois  points  correspondants  sur 
la  n  —  i)"'""",  la  «'""'',  et  la  [n  -i-  1)'^'"%  et  soit  V  un  soniinel  conunun 
de  toutes  les  courbes;  on  aura 

arc  VP„_,  -+-  ligne  droite  P„_,  P„  =  — "'"  ~  '      arc  VP„^,. 

Si  l'on  prend  n  avec  un  signe  négatif  dans  l'équation  ((?),  on  aura 
une  classe  de  courbes  dont  la  première  sera  l'enveloppe  des  perpendi- 
culaires menées  aux  extrémités  des  rayons  vecteurs  de  la  courbe  pri- 
nntive,  et  dont  les  autres  s'obtiennent  successivement  en  répétant  la 
même  méthode  de  génération. 


PIJRKS  m  AlM'LigUlŒS.  /,,., 

Non: 

SUIl    QUKLQUES  INTÉGRALES    rUANSCENDAM  KS; 
Pau  m.   WiLuvM   IIORKRTS. 


1.   La  Fonction  transcendante 

log(i  —  X-sin'O  sin^yi 


X 


v'i —  /'sin'iy 


f/çp, 


([iii  dépend,  en  général,  de  trois  quantités,  jouit  de  la  propriété  détre 
exprimée  par  des  fonctions  qui  n'en  contiennent  que  deux,  à  l'instar 
de  l'intégrale  elliptique  de  troisième  espèce  à  paramètre  logarithmique. 
En  effet,  désignons  par  ii  la  fonction  dont  il  s'agil .  et  nous  aurons, 
en  la  diîférentiaiit  par  rapport  à  6  , 

—  =  2  cotang  6  [F  ((p'i  —  n  i  —  A^  sin-  6,  rp)]. 

Or  on  a.  d'après  la  découverte  célèbre  de  Ai.  .Incohi  (Lf.gexdre, 
tome  III ,  page  1 54),  en  désignant  par  V  la  transcendante  /  -======• 

2  cotang  9[F{o)-Tl{-f('  sin=  d ,  y)] 

V I  —  ^  '  sin-  6 
où 

(p'  =  am[F(y)  -  ¥{$)],     ç'=am[F(ç)  +  F{6i]; 

en  sorte  que     ' 

du  I 


'"  y  I  —  /'sin'  6 

5- 


y' I  —  X'  sin'  6 
Tome  XII.  —  Kovembrf.  [847. 
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Mais  SI  l'on  regarde  9  conmie  constant ,  on  ;i 

yl I _  X ' sin' •? '  v/i—  ^'sin-15        \'i  — /'sin- tp"  y'i— /'siii'O 

In  intégrant  '"  par  rapport  à  5,  il  vient  donc  iacilemeni 

„=f^ifcià==,-Hr-=^';^-.F(9)ï(6)-+/W. 

J    s/i— X'sin'y        J    y/i  —  X'sin'ip 
Maintenant  soit  5  =  o,  ce  qui  donne  ^  =  ip'  =  (p";  on  en  conclura 

•^  ^^'  J    v/i-/i->sin"y 

(iOii  l'on  lii'iluira  finalement 

J  \Jx  —  *'sin''j  '        J   \J\  — /'siiTV 

J     VI  —  /   sin' ^  J    y' 1  —  A^sin'ç 

(■(juation  qui  constate  la  propriété  énoncée. 

On  pourrait  aussi  arriver  à  l'équation  qu'on  vient  d'obtenir  en 
employant  une  fornuile  donnée  par  ,M.  .lacobi  fJoiu'iial  de  M.  Crelle, 
tome  XV),  savoir  [*], 

■>.  Y  ani  (  />)  +  2  Y  am  [q)  =  Y  am  (  /;  +  ^)  +  Y  ani  (  p  —  </) 

—  log  [  I  —  k^  sin^  am  (  p)  sin*  am  (i^)J , 

en  la  multipliant  par  Hp,  et  en  intégrant  ensuite. 

2.  11  serait  intéressant  peut-être  d'étudier  d'une  manière  approfondie 
les  propriétés  de  notre  nouvelle  transcendante  j  —'  '  '^  ..  mais  je 
me  suis  borné  pour  le  momeut  à  déterminer  les  valeurs  qu'elle  prend 
pour  <r,  ^  ~,  i  étant  un  entier  quelconque  :  ces  valeurs  peuvent 
s'exprimer  assez  simplement  par  des  fonctions  elliptiques.  En  effet, 


[*]   f'')i/  aussi  le  Tiaiti'  rléinc/ttairr  de  M.  Vf.rhulst  ,  page   i  l4- 
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v)iri)l  o  pl  •]/  riciix  ampliliidcs  satisfiiisatil  à  rr(|iiali(»ii 

F(Â-,,p)-HF(A-,,J;)  =  F(/(-); 

1)11  ;i .  comiuc  on  sail, 

V;A,  s)  -   V(A,  .})-)- r(^,J7:)  =  E(A)F(A,  ^j  -  ;logl.  -■  A^sm^9;, 

<*l,  |KU-  conséquent,  en  dôsii^Mianl  par  la   caracfrristiiinc  H  rintcijralc 
flonf  nous  nous  occupons, 

Z  (A-,  9)  4-  H  {k,  ^)  4-  ï  ,/■,  ^  ;r;  F  (^  ,  <p) 

=  1K(A-)[F(A-,  f)f  -  i  r'  '"t^Cjl^v)  ^^  ^  t-, 

•/o        V  '  —  ''■■  sin-  ^ 

ou,  parce  c|ue  la  constante  C  est  évidemment  égale  a  £  /f,  i  ;r) , 

=  iE(AO[F(A-,?)P  -  r(A,i7:)F(A,<p;  _  .  ^  lag(^^.v,)  ^^ 

i/o        V  '  —  "'■'  sin'ip 

Si,  dans  cette  formule,  on  pose  à  la  fois  9  =  tt,  J/  =  —  ^n,  on  ob- 
tiendra, en  se  rappelant  que  H  est  une  fonction  inqiaire,  el  que 

",- j-.---     ^9  =  ■>■  log  A'F  (A) , 

0         yi — A-sin-ip 

T(A,47r)  =  |E(A)F(A-)-^logA', 

(A'  étant  le  complément  de  A,   comme  de  coutume),  on  obtiendra, 
dis-je, 

(a)  H  (/f ,  7r)  -  -^ H  (/t ,  iTr)  =  E  (A)  [F  {k)\\ 

Nous  allons  maintenant  établir  une  autre  relation  entre  H(/i)  etS(-j7T). 
laquelle,  combinée  avec  (a),  servira  à  la  complète  détermination  de 
ces  quantités.  Voici  comment  cela  s'effectue. 

Désignons  cette  fois  par  ç  et  d>  deux  am|)iitu(les  satisfaisant  .1  la 
fornude  de  duplication 

F(A,tJ;)  =  2F  (A,  o\ 

et  Ton  aura,  pour  la  relation   correspondanle  entre  les  fonctions  ) 
(Lf.gendre,  tome  III,  page  i56), 

TC  (A  ,  ,]^)  =  4  T  (A ,  ip)  +  log  (  I  -  A^  sin'  y)  ; 
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[liii   conséquent , 

./      V  ■  —  ^   sin''^ 
ce  f|iii  iloniu'  encore 

-,/       \        0-/1     (     \  T'"  log(i— X'sin'tt.)    . 

(  »i  cette  dernière  intégrale  définie  peut  être  ramenée  aux  fonctions 
elliptiques  à  l'aide  de  quelques  formules  que  j'ai  déjà  données  dans  ce 
Journal    tome  XI ,  pages  47^  ^t  474  •  I^^s  voici  ; 

J^ ^  "  log  (  1  -f-  rotang-  6  sin'  a)     , 
0  v'  I  —  /  '  siri'  ? 

=  nY  {k',  6)  -  '>.F{k)Y{k',  6)  -  [E{k)  -  ¥  (k)]  [F(/.',  6)\' 
-  2F(yt)logsmô  -  ^TtF{k')  -  logArF(A), 

rv^  log[i-(i-X"sin'0)sin'yJ    , 
Jo  V  '  —  ^'  sin'  ç 

=  7îF  {k\  6)  -  9.F{k)  Y  {A',  6)  -  [E{k)  -  F  (A-)]  [F  [k',  6)Y 

-log(^JFii:)-i7:F(A:'). 

F'aisons,  dans  ces  équations,  cotang*  6  =  k,  ce  qui  nous  donnera 

F{k',Q)  =  iF(k'),     r{k',  5)  =  iF[k')E.{k')  -  ilog  (^). 
et  nous  conclurons  de  la  première  de  nos  deux  formules  ; 

r^"  l0g(.  +  /isiD'y)     , 

Jo         y/i  —  X-'sin'g 
=  è  log  (^TT^)  F(^)  -  iF(A-')[F(/:)E(X-')+  E(A)  F(A':  -  F(A-)F{^')J 

=  ilos(^^)F(A)-^F^/:'); 

semblahlement  on  trouvera,  en  vertu  de  la  seconde, 

f'^  ^'-^""'^^  cio  =  I  log  (^-=/^)  F , A)  -  ^ F  (A'), 
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et ,  par  conséqueiU, 


Df)iic 


H  (A,  71)  =  8E  (A-,  i  m  +  log  (^-^  F  (A)  -  |  rrF  (A') , 


ce  qui  est  la  relation  clierchée. 
On  a  donc 

H  (A,  Itt)  =  X  ^F  if^')  +■  i  E  (A)  [F  (A)]«  +  ^  log  (-^A,)  F  (A) , 
H  (A,  ;:)  =  ^  7rF(A' )  +  ;•,  E  (A)  [F  (A:)]'  +  ^  log  (^)  F  (A). 

Ayant  obtenu  les  valeurs  de  H  (^ti),  H  [iz) ,  ou  peut  en  déduire  celles 

que  prend  la  même  transcendante  pour  les  amplitudes   —  i  ^.n.  —  •  ■  ■  ■■, 

en  suivant  une  marche  tout  à  fait  semblable  à  celle  de  Legendre  dans 
le  cas  de  la  fonction  V  (tome  III,  page  137).  En  effet,  on  a,  lorsque 

(p  -^  i\i  ^  n, 

T(9)  =  Y(^)--2E(A-)[F(A)-F(o>l, 

d'où  l'on  déduit  aisément 

H(y)  +  H(;:-  9)  =  3  (tt)  -  a  E  (A)  F  (ç)  [F  (A)  -  iFl^)); 

ce  (jui  nous  donnera  ,  en  changeant  le  signe  de  0,  l'équation  suivante; 

H  (tt  +  (p)  -  £(;:  -  (p)  -  2H(,p)  =  4E(A)  F  (A)  F  (?). 

En  faisant  dans  celle-ci   successivement  tp  —  -n,  n,  y'  ■"   '"^"^  '^" 
tirerons 

r  ^^^  _  3  r  ^j  ^  4  E  (A)  [F  (A)l%      H  (  2  ;r1  -  2  Z  y-)  =  8  E  (A)  [F  (A)]=. 

et  ainsi  de  suite. 

5.  On  aurait  pu  obtenir  les  résultats  du  luunéro  précédent  plus 
promptcment,  en  employant,  au  lieu  de  la  fonction  V,  la  transcen- 
dante nommée  0  par  M.  Jacobi.  Cette  fonction,  qui  dépend  de  (\eu\ 


/, 
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(|ii;\ntités,  est  cicfuiic,  coinnu'  1  on  sait,  par  l'équation^ 


-  —  — /K\~ 

<r)  itj,  a-  —  f/    '"i-îkk')'  (-  I    {i  —  i(icos-i.r-h(]*){i  —  'i(f'co>iy.x-hif)..., 

où  K  est  la  fonction  complète  F  (A),  (/  =  e       ^  .  K'   étant   la  fonction 
Lontplèle  à  module  complémentaire,  et 

D'ailleurs,  6  ((/,  x)  est  liée  avec  T  {k,  tp)  par  l'équation 

log  0  (7,  a:)  =  Y  {k,  ç)  -  i  ^  [F  [k,  rp)Y  +  i  log  (^  ) 
I^KGENDRE,  tome  III ,  page  ifn);  en  sorte  que 
('  =  ^  log  0  (V,  ^  ^-r  =  :;^  T'^  j;M^--^.KE(A:,+i;rlog(iH:\. 

J.,  -'^J<,       y*!— X-sin=y  \    ^     / 

On  a  aussi  évidemment 

X'  ~  fK  -       -  I 

log  0  (</,  j:  I  <:/.r  =  {  n  log    -  (2  X/'  ]'q    " 

-4-  ^  /  '    log  (1  —  27  -'■'■'  cos  2  j:  +  cy  *'*- ; dx , 

où  la  somme  ^  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières  de  / ,  depuis  zéro 

jusqu'à  l'infini.  Mais,  en  se  rappelant  que  7  <  i,  on  verra  que  chaque 
terme  de  cette  série  s'évanouit,  en  vertu  d'un  théorème  de  Poisson 
Jonrnnl  de  l'École  Polj/ec/innjiie,  xvii'"  cahier),  savoir: 


X 


log  (  1  —  ■in  cos  X  -h  n *)  r/.r  =  o . 
lorsque  n  est  plus  petit  que  l'unitéy].  Donc 


X 


log0  (/,  a^)  rAr  =  J  t:  log    —  ('i  AA')' 7    ' 


[  *  ]   Voir  une  (Irmonstration  de  ce  théorème  ,  déduite  de  celui  de  Cotes ,  par  M.  De- 
lannav,  ton^c  III  de  ce  Journal ,  page  355. 
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^^\  .  |);ti' (onst'-qiienl ,  .iprés  quelques  rédiutious  , 

conforméinciif  ;i  ce  (juc  nous  avions  dtîjà  trouvé. 

f.  Il  est  lion  (l'observer   (|ue   la   inétliode  (|ii'ou   vieiil    (riiKliqnei 
nous  (!onti(>  avec  facilité  les  valeurs  des  intégrales  délinies 

Jf''^  log  (sin  ip)  cl(f  /"î  ^  loy  (cos  <ji I  <iif 

0       \/'—  ^'sin'f       Jo       \/i — /-'siii'o* 

i|ue  j'ai  déduites,  dans  ce  Journal  (tome  XI ,  page  ''175),  de  la  considé- 
ration de  la  fonction  V.  En  effet,  on  a 


m  an,  ^— j 


20'               I — 2(7- ros  2X  +  «'     I — 2(7' cosax -f- «■ 
— '_  sni  ,ï' ^ —  • —  ■ 

,j  '      I — 27   <-0S2j;+i/-'      I  —  27-'<OS2j:-|- 7' 


cos  a 


cos.r 


I  ->-2(/''coS2X-^rf      I  -(-7.7  '  l()S2jrH-(/' 


I — 27  cos  2.r-(-(y-     I — ?7   cos?,.r-H7' 

(Legendhi:,  tome  III  ,  page  97),  d'où  l'on  déduit ,  en  se  rappelant  que 

J'       log  (sin  x)  dx  =    I       log  'cos  œ)  (la-  —  ■!,  n  log  -.. , 
et  en  ayant  égard  à  la  formule  de  Poisson  que  nous  avons  citée  , 

X'  "  '°g  '^"'  '-'"^  C-7^)  '^•^'  =  4lc  \^  '°g  (i)  -  ^"  ^^' 

X      '°§  '■os  a'"  (  ^  )  ^-^  =  4T<.  [^  '°8  (7)  ~  •'  ""  '^' 

5.  Je  terminerai  cette  Note  en  remarciuant  que  lanalyse  précédeuti 
nous  conduit  immédiatement  à  évaluer  trois  intégrales  doubles  déli- 
nies d'une  forme  î'emarquable,  savoir  : 

(I)  Ç'^^  r      '°g-^^-'"'^-'">^     /^r^, 

(III)  r   r;^log[,-(-r-sin-9)sin-,]^,^^ 

Jo       Jo        V'  —  /•sinoyi  —  /î'-'sin  0 
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Ka|)|)eloiis-ii<)us.  en  effet,  que 

r-|og(,-/-sin-Osin-o)^  =  E  (  A-)[F  (A",  ô)]^  -  ,  F  (A)  V 'A ,  5). 

ce  qui  nous  donnera,  pour  la  valeur  de  (I), 

iE(A-)[F(A)f-  2F(A)H(A-,  iTT),       _       - 
1)11  l)ien  encore 

iFW[log(^)F(A:,-i;TF(A')]- 
De  même,  on  trouvera,  pour  la  valeur  de  (II) , 

-  •>.F(A-)H(A',  {  ;:,  -X|F(A')r  |E(A-)  -^^  "  log /"F'A)  F(A:') 

expression  (ju  on    peut    mettre,   après  (pielques   réductions,   sous    la 
forme  simple 

i;TlF(A-)]^  -  Jr:[F(A')]^  +  i  log  (4/-)  F  (A)  F  (A')- 
Knfin,  la  valeur  de  la  troisième  de  nos  intégrales  sera 

i  log  (^-Ç)  F  (A)  F  (A'  )-\n[Y  (A)]=  -  i  ;r  [F  (A'  )]^ 
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Dciiioiistratiun  ituia'cllc  cl.  l'iéincnlairc  de  la  loi  de  réviprocitr  de 
Legendre,  par  M.  Eisenstein  ,  précédée  et  suivie  de  rowartpic.s 
sur  d'autres  dénumstrations  (pii  peuvent  être  tirées  du  rnc'nir 
principe  ; 

Par  m.  V.-A.  LEBESGUE, 

Corrcspondanl  de  l'Inslitnl ,  P.roIVssi^in-  à  la  l'acullu  «les  Sciences  de  Burdcaux. 


La  déinonstiation  de  M.  Eisenstein,  dont  je  veux  parler  ici  (car 
M.  Eisenstein  en  a  donné  plusieurs),  est  celle  qui  a  paru  en  1844  dans 
le  tome  XXYII  du  Journal  de  M.  Crelle.  Il  est  dit,  dans  le  préambule  , 
que  dans  l'espace  de  près  de  trente  ans,  on  n'avait  rien  ajouté  de 
nouveau  aux  six  démonstrations  de  M.  Gauss.  Désirant  connaître  le 
fondement  de  cette  assertion,  j'ai  relu  les  six  démonstrations  de 
M.  Gauss  et  celles  qui  sont  parvenues  à  ma  connaissance;  j'ai  été 
conduit  à  quelques  remarques  que  je  vais  exposer  brièvement  : 

1".  La  démonstration  de  M.  Jacobi,  communiquée  à  Le^^endre 
en  1827,  et  qui  a  paru  en  i83o  dans  la  troisième  édition  de  la  TJiéorie 
des  Nombres,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  démonstration  donnée 
par  M.  Cauchy,  en  1829,  dans  le  Bulletin  de  Férussac,  peut  être 
regardée  comme  une  simplification  de  la  sixième  démonstration  de 
M.  Gauss. 

2°.  Le  pruicipe  fondamental  de  la  démonstration  nouvelle  et  élé- 
mentaire de  M.  Eisenstein  parait  emprunté  à  la  sixième  démonstration 
de  M.  Gauss. 

En  d'autres  termes,  ces  démonstrations  emploient  le  développement 
suivant  : 

Tome  Xl(— Novembre  1847.  58 
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où  le  symbole  (  -)   représente  -f-  i   si   /est   résidu   quadratique  du 

nombre /J,  premier  impair  et  positif,  et  —  i  si  /  est  non-résidu  qua- 
dratique de  p. 

M.  Gauss  suppose  x  tout  à  tait  indéterminée. 

MM.  Jacobi  et  Cauchy  supposent  xP  =  \  ,  x  imaginaire. 

M.  Eisenstein  suppose  j?''  =  i ,  a:  =  i . 

3".  La  démonstration  que  j'ai  donnée  dans  le  tome  lïT,  page  \[\7. 
de  ce  Journal  ;  Recherches  sur  les  Nombres),  peut  être  considérable- 
ment abrégée  par  l'emploi  du  développement  indiqué  plus  haut,  ou 
plutôt  par  celui-ci , 

'    1=1  ) 

qui  s'y  ramène  immédiatement  quand  x^  =  i. 

I. 

I.  î>a  sixième  démonstration  de  M.  Gauss  dépend  du  développe- 
i—p—\ 
ment  de  la  somme  1=2    i'')^'  élevée  à  la  puissance  q.  L'auteur, 

i  =  l 

qui  emploie  une  autre  notation,  commence  par  montrer  que  la  quan- 
tité 

p-i   _ 


S2 


c 


est  divisible  par 


i-i)^-    p 


-P-' 


i  -{-  X  ~h  x^  +...-h  xP-'  =    2  x'; 

i  =  i 

le  nombre  p  est  supposé  positif  premier  et  impair.  La  quantité  x  est 
tout  à  fait  arbitraire. 

On  voit  donc  que  pour  x^  =  i,  on  a 

|^-(-  0^/^  =  0, 

ce  qui  avait  été  déjà  prouvé  par  le  même  auteur  dans  ses  Recherches 

arithmétiques. 


PURES  ET  API'l.IQTIÉES.  45») 

M.    (iaiiss  donne  eiisiiile  une  double!  «'xprcssion  de  la  somme  Ç'', 
d'où  résulte  une  identité  qui  conduit  à  la  loi  de  réciprocité. 

*2.  La  lédaclion  que  l.egendre  a  donnée  de  la  démonstration  de 
M.  Jacobi  n'est  pas  complètement  satisfaisante.  D'après  luie  Note  qui 
se  trouve  à  ia  page  17a  du  tome  XXX  du  Journal  de  M.  Crelle,  la 
démonstration  de  M.  Jacobi  serait  celle  que  M.  Eisenstein  a  ex|)Osée 
dans  un  article  intitulé:  «  La  loi  de  réciprocité  tirée  des  formules  de 
»  M.  Gauss,  sans  avoir  préalablement  déterminé  le  signe  du  radical  » 
(Journal  de  M.  Crelle,  tome  XXVIII).  La  démonstration  de  M.  Cauchy 
n'est  qu'indiquée  dans  le  Bulletin  de  Férussac  (septembre  1829)  :  elle 
se  trouve  avec  tous  les  développements  nécessaires  dans  la  quatrième 
Note  du  Mémoire  sur  la  théorie  des  nombres  {Mémoires  de  l'ylcddémir 
royale  des  Sciences,  tome  XVII). 

Voici,  avec  une  légère  modification  ,  la  rédaction  de  M.  Eisenstein. 

Soit 


'=/'  -•  '=/'- 


s=2  (,0---     2(î)-"  =  s.=  a)s; 


comme  on  a 


d  en  résultera 


d'où 


S=  =  (-  i)^    p, 
S'-'  =  {-  i)  ■"  '  ■"  p  ■■ 


■2      n     2     • 


S.S«=:(-   l)    ■-<    p.{-Ù    ■■' 

d'ailleurs 

S.S,=  (-i) 
donc 


2 


p—'    (  p—'  i—>    1—'       , 

s(s"-s,)  =  (-i)  -  pY-x)  --  -  p-  -[^ 


Mais  on  reconnaît  tout  de  suite  que  S'  — S,  se  réduit  à  une  somme  de 
termes  de  la  forme  </ Ax'  où  A  est  entier,  pourvu  que  </  soit  lui  nond)if 

•.8.. 
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premier  et  impair;  il  en  sera  donc  de  même  de  S  (S''  —  S,),  et  l'on 
aura 

'«  =  (-')    ^    /'}(-   ')-^    ■    ■•'    /^    -^    ~[l)] 

=  7  (A  +  Bx -f-..  -4- Gx''-- -t- H^''-'). 
Soit  donc  l'équation 

m  =  7(A  +  Bx  +  ...  Gx''--+  H^P-'), 

ou  m,  cj,  A,  B,...,  H  sont  des  nombres  entiers;  comme  on  a 

fj  II  (l  -h  ce  -h  X^  -h  ■■  .-h  XP'')  —  O, 

l'équation  précédente  deviendra 

m  =7[:A  -H)  +  (B-  H)x +...^  (G  -  H jx''^']. 

Or  l'équation 

I  -+-  X  -i-  x'^  -h...-+-  x^'*  =  o 

est  irréductible  :  il  faut  donc  qu'on  ait 

B  =  H, ,G  =  il, 

et 

m  =  ly  (A  —  H), 

ce  (pii  montre  que  ^  divise  m,  et,  par  conséquent  aussi, 
puisque  </  est  premier  à  /;.  D'ailleurs 

est  aussi  divisible  |)ar  </;  il  suit  de  là  que 

sera  également  divisible  par  (y ,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  pour 

ce  qui  est  la  loi  de  réciprocité. 


PURES  ET  APPMOIJÉES.  /|fii 

.">.   Cette  clémonsfralioii  a  et»'  tlomiée  coinine  la  plus  tourte;  mais 
si  l'on  remarque  qu'elle  suppose  la  clériioiistratiou  de  réquatiori 

?*  =  {-o'~p, 

on  reconnaîtra  qu'elle  est  réellement  plus  longue  et  d'ailleurs  inouïs 
simple  que  la  troisième  démonstration  de  M.  Gauss.  Quand  on  fait  in- 
tervenir l'équation  .%■''=  t  dans  la  démonstration  <le  la  loi  de  récipro- 
cité, la  démonstration  la  plus  courte  est,  ce  me  semble,  celle  (|iie 
M.  Liouville  a  donnée  dans  ce  Journal  (février  1847);  1  équation 

v  =  {-^y^  p 

est  remplacée  par  la  suivante,  où  p  est  une  racine  imaginaire  de  l'équa- 
tion xf  =  i, 

p^i-^)-"  ip'-p-'np'-p-r--\p'  -p   V; 

l'élévation  à  la  puissance  \{q  —  i)  donne,  comme  on  le  voit  aisé- 
ment , 

Cette  équation  ,  comparée  à  celle-ci , 

donne  immédiatement  la  loi  de  réciprocité. 
Quant  à  l'équation  fondamentale 

P  =  (-  i)-  n(f)«-p-)% 

où  a  =  I,  2,  3,...,  ^^^^7  c'est  une  conséquence  presque  immédiate  de 
l'identité 

I  -i-  X  -+-  X-  +...-I-  xP-'  =  (x  —  p){x  —  p'^'j.-.ix  —  /S''"'). 
Il  est  à  remarquer  que  l'équation 
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revient  à 


œ=" 


sin  a  ■ 


27r 
sin  «  — 

P 


cette  équation  ,  combinée  avec  cette  autre 


a  conduit  M.  Eisenstein  à  une  démonstration  qui  a  son  analogue  dans 
la  théorie  des  résidus  biquadratiques  et  cubiques. 

Voyez  son  article  sur  l'application  de  l'algèbre  à  l'arithmétique 
transcendante  (Journal  de  M.  Crelle,  tome  XXIX). 

II. 

i.  La  démonstration  nouvelle  et  élémentaire  de  M.  Eisenstein  s'ap- 
puie sur  le  calcul  de  certaines  sommes  iji  (fjt,,  v),  qui  se  présentent  tout 
naturellement  quand  on  développe 

?'=i2G)-!'=io)--G)-"— e-^)-'-r 

dans  l'hypothèse  de  jr/"  =  i. 

En  supposant  p  premier,  le  terme  général  du  développement  de  |'* 
sera 

©©•■•(y)""'"'"-**'-     ^ 

en  représentant  par 

des  nombres  égaux  ou  non  pris  dans  la  série 

I,     1,     3,...,     p  —  I. 

Si  donc  on  pose 

«,  + f7, +  ...-)- a^^v     imoA.  p). 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  \(i^ 

et  qu'on  fasse 


on  aura 


-4-   <\i{lX,  p  —  i)xP-'. 

Or  c'est  précisément  de  la  considération  des  sommes  ij*  (  ,u  »  v) ,  définies 
connue  il  vient  d'être  dit,  que  JM.  Eisenstein  tire  sa  démonstration. 
Pour  JT  =  I  ,  £  =:  o,  il  en  résultera  donc 

ij/ffx,  o)  +  ^{ij.,  i)-)-^(a,  a) -+-...+ il/ (/x,/>-  i)  =  o. 
Soient  d'ailleurs  les  congruences 

il  en  résultera ,  K  n'étant  pas  divisible  par  p , 

è, -f- ^2 -I-...+ i//^  I      {mod.  p); 
et  comme 

on  en  conclura  l'équation 

i".  Soit  jj.  =  aX  +  I  ou  impair,  alors 

^(aX+  i,K)=  (^)  .j;(aX+  .,  i); 

de  là 

<]i{2'k  -I-  i,  t)  -H  iJ;(2X  ■+•  I,  a)  +...+  <]/  (aX  -+-  i  ,  p  —  i)  =  o, 

et ,  par  conséquent , 

i|>  (aX  -+-  I,  o)  =  o. 

a°.  Soit  p.  =  aX  ou  pair,  alors 

.|.(aX,  K)=  ij;(aX,  0; 
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donc 

^(2).,0)+(/7-l)(|>(2X,K)  =  0, 
4;(2).,o)-  (|;(2>,R)=  -  p'i^i'i.l,  K), 

<if{l\,  O)  —   lj^(2).,    l)  =    —  p']f(l'k,    I  ). 

Par  ce  qui  précétle,  on  ramène  (|/ (|7,,  v)  à  dépendre  de  <^{[i-,  ij»   o" 
peut  aussi  faire  dépendre  i^  (fx,  v)  de  |(ju.  —  i  ,  i). 
On  posera 

«,  -\-  «3  +...-f-  a«-i  ^  V  —  fl„     (mod.  p), 

e)(l;)-(?)-C7)-(l;)©-(^')' 

et  il  en  résultera 

où  il  faut  donner  successivement  à  a,,  les  valeurs  i,  a,.-,  /'  —  •• 
Pour  V  =  o,  on  a 

'i'  (F-'  o)  =  2  (y)  ^  (/^  -  I .  -  «/O  ; 
or  pour  [j.  ^=  2/,  on  a 

<if{p.-i,  -a;}  =  (^-^j^([j.  —  i,  i), 
delà 

ou  bien 

^(/^■>  o)  =  (^^j  (/>  -  0  i]^  (/J-  -  ',  •), 

mais,  dans  ce  cas, 

é{[j.,o)  =  {i  -p)à{ii.,  i). 

On  a  donc,  pour  jj.  =  2/,  i     ,      , 

«j/:>,  i)=  -  (=^)d;(p.  -  I,  1)=^([J.,V). 


PURES  ET  APPLIQUÉIiS.  /i<r. 

Mais  si   ^.  =  2),  +  i  ,  on  aura 

((l)  +  (£-)+..-^('_-J)| 


Voici  donc  le  résumé  des  formules  obtenues  : 

if(7>, -H  1,0)  =0,  ^{i\-hi,v)=  -l^^j  p<}^[-i).,  i), 

|(2)„o)=  (=i)(p-,)|(2X-i,i),     ^(2),,v)=  -  (:^)|(,.)-,,,\ 
On  aura  donc,  pour  v  =;  i , 

J/(2X4-  I,  1)  =   —  />l}/(2X,    l), 

ij;(a>,  —  I,  i)  =  —  pKaX  —  2,  i), 


4^(3.  i)  =  -  /)ij;(2,  i), 
et  comme  <|i(i,  1)=  i   et   ( — )=( — 0   ^   »  la  multiplication  donneni 

<j'(2X  +    1,0)   =  O, 

vj;(2X,  i)  =  ,|.(2X,v)=-(-l)  2      ^       ,      |(2X,o)=(-i)   '^      {p-i)p'-' 
on  aura,  par  exemple, 

+  (t2,   ,)  =  ,;.(2,v)  =  -(-l)~  cp(2,0)  =  (-l)~(^-l), 

Tome  XII.  —  Novesiure  1847.  9 
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il'où  l'on  tirera 

s.  Pour  déduire  des  formules  précédentes  la  loi  de  réciprocité ,  on 
prendra  un  nombre  premier  impair  c/,  et  l'on  aura 

t(,,.)  =  (-.r-'ï';-?=2(^)(=;)'-é)- 

sous  la  condition 

a,  -+-  rt,  +..-+-  a^^  I      (mod.  p). 

Or'  il  y  a  un  terme  qui  doime 

et,  par  suite,  ,  .        ,, 

qa,  ^  I      (mod.  p)  ; 

de  là  une  seule  valeur  de  a, ,  telle  que  (  — J  =  (  -]•  La  somme  ij>(^,  i) 

contient  donc  un  terme  (  — )   ^  (  -  j- 

D'ailleurs  des  nombres  a,,  a^.,..-,  tJq,  qui  ne  sont  pas  tous  égaux, 
donnent,  dans  le  cas  de  q  premier,  un  nombre  d  arrangements  mul- 
tiple de  q  ;  on  aura  donc 

le  nombre  M  étant  étant  entier.  Il  suit  de  là  que 


/'— I  î— '     '/— ' 


est  divisible  par  q,  et  que  l'on  a ,  par  suite, 
ce  qui  est  ta  loi  de  réciprocité. 


,   M  >/'■  "Il 


PL'HRS  KT  Al'IM.KjUÉES.  f^r^') 

III 

H.  J'rii  inoiilré  dans  mes  Rctlici'clH's  siii'  U^s  iionibifs  (Jih;,  t'-lanl 
donnt^e  une  foriuiiie  poui'  le  iif>nibr(^  des  solutions  de  la  con};;riJ<;ncc 

x] -^  x\-ir  ...-¥- x"^ -ii^a     (niod./'), 

on  en  tirait  très-facilement  la  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité. 
Voici  une  rédaction  simple  et  nouvelle  de  cette  démonstration. 

Représentons  par  //''  le  nombre  des  solutions  de  la  congrnence  précé- 
dente, ce  nombre  étant  déterminé  ainsi  qu'il  suit    On  iera  les  (  /;—  i)' 
arrangements  des  nombres   i  ,   i  ,    '>■,■■■•.  p  —  i   pris  </  a  r/,  le  menu 
nond)re  pouvant  être  répété.  .Soit 

Xi    :=  ^(1        X2  ~^'  ^2,...,        X,^  ~-^z  O^ 

un  de  ces  arrangements;  ce  sera  une  solution  si  l'on  a 
a J  +  «2  + . . .  +  a'  =  rt     '  mod.  j>). 

Le  nombre  de  solutions  ainsi  obtenues  est  celui  que  l'on  représente 
par  n".  1       ' 

Il  faut  distinguer  trois  cas  : 

i".   rt  :=  o,  le  nombre  des  solutions  est  //','. 

2°.  Soit  a  un  résidu  quadratique,  on  reconnaît  de  suite  (jue  si  l'on 

prend  pour  «  un  quelconque  des    —  résidus  quadratiques  de  p.  le 

nombre  de  solutions  restera  le  même,  ce  qui  résulte  de  ce  (pje  tous 
les  résidus  sont  contenus  dans  la  fornnde  nj-,  où  a  est  résidu.  On 
remplacera  donc  n;;  par  nJ  ou  n,,. 

3°.  Si  «est  un  non-résidu  quadratique,  comme  a)'-  sera  la  formule 
des  non-résidiis,  rt]  conservera  une  même  valeur,  quel  (pie  soii  le  non- 
résidu  a.  Cette  valeur  sera  représentée  par  //   . 

De  là  et  de  la  manière  d'obtenir  les  solutions ,  on  tire  l'équation 


P— 


l  {n^ -^  n\)  =  (p  -  1)1.   . 


Si  1  on   voulait  admettre  o  au   nombre  des  valeurs  données  ans 

59.. 
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iiuoiiiuies,  on  remplacerait  n.'/,  n,^,  n'.  par  IS,)',  N,,,  N',,  M  la  relation 
analogue  à  la  |)récétienle  serait 


N,r+V(N7  +  N;)  =  A''' 


les  nombres  pris  (j  à  </  étant  ici  o ,  i ,  2  .... ,  /^  —  i ,  et ,  par  .conséquent , 
en  nonibie  /;, 

7.  Cela  posé,  à 

ajoutons  '  ■  ' 

I  -+- .r -h  j:^ -)-...  +  Jc''"*  =  o, 
il  viendra  ,  . 

I  -r-  x'-i-  X*  H-, ..-4-  j:''  +...+  x'P^''  =  y  p{—  i)~  ; 

clans  cette  équation  on  a  remplacé  les  exposants  par  les  carrés  qui 
leur  sont  congrus  ou  équivalents.  Quant  au  signe  du  radical,  il  resl^- 
indéterminé;  le  radical  sera  représenté  par  ^  et  disparaîtra  du  résultat 
final. 

L'équation 

X-'  +  x'  +...-)-  a."''-"'  —ë,—  \ 

donne  ,  par  l'élévation  à  la  puissance  q  et  en  vertu  des  remarques  faites 
plus  haut , 

ni  +  «,  Ix"  -+-  il,  lx''=  {è—  ly, 
en  représenlani  par  Ix"  la  somme  des  ^' —   termes  x"\  x"",  x""\..., 
ayant  pour  exposants  les résidus  quadratiques,  et,  ci?  même,  par 

ix*  la  somme  des ^^^ —   termes  x'' ,  x''",...,  ayant  pour  exposani.s  ies 
non,-résidus  cpiadiaticjues. 


2 
Comme  on  a 


Ix"  -  Ix''  =r  e     et      1  +  Ix"  +  2.x  *  =  o , 


l'UBES  i:i   Al'lM, IODÉES.  '|0(, 

il  en  ivsii liera 

I  -H  X  Ix"  —  ^,      i  +  -1  l.x'-  —  -  é; 
on  aura  donc 

lA)  -i//';  —  n^  —  n,,  -(-  {n,,  —  «;,)  %—  a(H  —  i)''. 

En  parlant  de  ré(|iialion 

I  -1-  a,-'  -)-  x"  4-...-I-  .r'''"'''  =  ?, 

on  trouverait  lont  à  tait  de  la  même  manière 

(B)  aN,;  -  N,  -'n;  -f-  (N,  -  n:,)  -%  =  9.£''. 

Ciikiil  (lis  nombres  N'J,  N,,,  N,',. 

i"    Soit  (f  1=  ir,  réquation  (B)  ilevra  se  partager  ainsi  : 
aNy  -  N^  -  n;  =  ii_'',     TN,,  -  N,  =  o; 
joignant  à  res  deux  équations  celle-ci , 

il  viendra 

^N«  =  pi  +  (/;  -  0?^     N,,=:  n;  ==  N';  -  El. 
Or 


=^r^ 


(- 1)  -^  p      . 

donne 

I'-''    1       9 

on  a  donc 

]\[«=/>v-'  +  (-i)  -^    '^(/i-Ti/j'      .     N,,=1S '„=:/>''- '-{-0   -^   "î^^^' 
2".  Soit  (/  impair,  l'équation  (B)  se  partagera  ainsi  : 

'iN,^'- N^- n;=:  o,    Ny- n:,=--2 ?''-'. 

D'ailleurs  on  a 
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ilom- 

et  LOinini' 

/'— '  i-<     i~' 
I'-'  =(-■)   •'   '    '    p   '   , 
on  aura 

;>— ■  i—<    y— '  p— ■  y—'   2r"-i 

N,'?=p"^',    N,=/y'-<+i-i)  »  ■  -^^  p  "■  ,    N',=/^»-'-(-i)  ^"  -^  p  ■"   . 

Calcul  (le.i  nombres  n',  n^,  n'^. 
Si  q  est  pair  =  xi .  en  posant 


le  (it'veloppemcnt  ,  |  —  \  f  deviendra  (ç  —  i  )'  =  P  —  Q|;  en  posant 
P  =  (;„r  +  'i^  [piy-*  +.,.+  '''L^pi  +  ,  =  ,  +  p/.R. 

on  aura  les  équations 
(^111  donneront 

Si  7  est  impair  =  ar  ~  i ,  on  aura  (c  —  i)»  =  P|  —  Q, 
P  =  (piY-\-  '-'7'  (p/y-'  -H...+  7, 


PLUES  ET  Al'Pl.IQLÉliS.  47' 

On  aura,  île  plus,  les  équations 

a«';  — //,^-/i;  =-  aQ,  n,,~n,  —  i.  P,  2  /t'/ 4-(p—  i )(//,, -+-«;)  =  'i{/»-  1)'', 
d'où  l'on  tire 

u  /  \  K/*  — 0'^'— '  -ni  (/>— l)''4-l  .,.  L, 

""=  (/^  -  ')  j-— 7 '^\     "'/  =      ~^  —  +  'K  +    p, 

^  (/^-)'  +  -  _^  ,K  _   p. 
/' 

8.   Pour  tirer  des  formules  précédentes  la  loi  de  réciprocité,  il  faut 
d'abord  remarquer  que  la  congruence 

jc^  ^  m     (inod.  p) 

a  toujours  deux  solutions,  quand  elle  est  possible  :  l'une  de  ces  solu- 
tions étant  jr=  z,  l'autre  sera  x=^p  —  z.  Il  suit  de  Ui  que  les  nombres 
w,)",  riy,  n\  sont  de  la  forme 

a'' S»,     a'S„     :t''S:„ 

c'est-à-dire  multiples  de  1''. 
Quand  la  congruence 

Jc'j -\- x'I  +...+ jc^^a     (mod.  p) 

est  satisfaite  par 

^2    -.2    -.2 

*A,  I     tX-  2     •  •  -  7    î 

on  a 

qx\  ^a     (niod.  p). 
Ainsi 

(  qx,  y  E^  aif     (  mod.  p) ,     ;; 

mj  doit  être  résidu  quadratique  de  p.  Réciproquement,  si  «7  est  résidu 
quadratique,  on  pourra  résoudre 

qx'^f  ^  n     (mod.  p) , 
et  la  congruence  sera  satisfaite  par 

2    o    

Il  suit  de  là  que  l'on  a 

S,  =  ^Q  +  1    si  (/  est  résidu  quadratique  de  p,  et 
S,  =  qQ  si  y  est  non-résidu  ; 
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car  des  iionihies  .r;,  X'I.,...,  x-  in(''gaux  donnent  un  nombre  de  solu- 
tions multiple  de  (j ,  si  ry  esl  premier. 

De  même  S,  =  «yQ  -l-  i    si  <y  est  non-résidu  quadratique  de  ^,  et 
S,,  =  (/Q  si  «y  est  résidu  quadratique. 

D'ailleurs  on  a 

u,,  ~  2  S, ,        li^  ^  1  s:,     (mod .  7)  ; 
dont' 

■7^ 


«',  =  '  -  yj^j      (mod.  ^). 

Pour  le  cas  de  <y  premier  impair,  l'équation 

(/^-O^  +  .^-I^^p 
'  p 

lionne 

p-i   '/— ■     ?-' 
n^=p''  '  -f-  (—  i)   ^   "   -^    /?  '^        (mod.  ryj; 

d'ailleurs 


»,— 1+  (l)    (mod.<if), 


de  là 


;)=(-!)-'     -     /»    •^-        (mod.  7), 


ce  qui  revient  à  la  loi  de  réciprocité 

/7-1  ,7—1 


(^)  =  (-o--^fâ- 


Si  l'on  voulait  employer  les  valeurs  de  N,,  il  suffirait  d'établir  la 
formule 

N,,  =  //,  4-  7M,_,  +  -  '1~ '  «,_î  -f-...-t-  </rt,, 

d'où    . 

n,  =  N,-  r/N,_.  -<-  i:l=lN,_,  -...±  7N,. 
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Pour  le  cas  de  (j  \nn\w\\  il  en  irsiilte 
^,,^^11,1      (iiio(l.ry); 


ainsi 


".-■-(,')■ 


Mais 

la  comparaison  des  denx  valeurs  de  N^  donne,  comme  phis  liant,  la 
loi  de  Legendie. 

Dans  mes  Recherches  sur  les  nombres,  je  n'ai  donné  que  les  va- 
leurs de 

NON         IN'  • 
</ >         ^^7»  '■'7' 

celles  de 

<,      «?,      n,^ 

pouvant  s'en  déduire  au  moyen  de  l'équation 

n,^  =  N,  -  7N,_,  +  ^YT^  ^-/-ï  -^  ..±.  ^N, . 
Le  calcul  donné  plus  haut  est  plus  simple. 


»««« 


Tome  XII.  —  ^0VEMBRE  1847. 
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NOTE 

SUR    LA    STABILITÉ    DL    L  ËQl  ILl  BHE; 

Par    m.    LEJELTVE-DUUCULET[/]. 


(ïrailiiit  de  rallcinand  par  M.  Kopp,  Professeur  au  collège  de  Cherlmurg. 


Si  UH  système  de  points  matériels  est  sollicité  par  des  forces  attrac- 
tives ou  répidsives,  qui  ne  dépendent  que  de  la  distance,  et  qui  sont 
dirigées  vers  des  centres  fixes  ou  qui  proviennent  des  actions  mutuelles 
entre  deux  masses,  l'action  et  la  réaction  étant  égales;  si,  en  outre,  les 
équations  de  condition  qui  lient  les  coordonnées  des  différents  poujfs 
ne  contiennent  pas  le  temps,  l'équation  des  forces  vives  (établie  dans 
toute  sa  généralité  par  D.  Rernouliil  aura  lieu.  Cette  équation  est 


iiii'' 


'-/{^^  J'»  z,x-',...)-hC. 


Le  signe  >  s'étend  à  toutes  les  masses  du  système,  chaque  masse  étant 

représentée  par  m,  et  sa  vitesse  |)ar  v;  C  est  une  constante  arbitraire. 
La  fonction  des  coordonnées  ne  dépend  que  de  la  nature  des  forces, 
et  peut  s'exprimer  par  un  nombre  déterminé  de  variables  indépen- 
dantes ).,  a.  V,..  ,  de  sorte  que  l'équation  des  forces  vives  s'écrira 

^//if'-'  =  0  [}.,  tx,  V ,...  )  ■+-  c. 

La  fonction  y  est  liée  d'une  manière  intime  aux  positions  d'équilibre 
du  système;  car  la  condition  qui  exprime  que,  |)our  certaines  valeurs 


[♦]  .louinal  drM.  Crelle ,  KimeXXXII,   1846. 
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(lélermiiiées  de  /,  (j.,  v,...,  le  système  est  dans  iiiie  |josilion  d'équi- 
libre, coïncide  avec  celle  qui  exprime  qiu-,  pour  ces  mêmes  valeurs, 
la  différeuliellc  totale  de  9  est  mille.  De  sorte  qu'eu  yériérai,  [loiir 
cliaf|ii('  jxisitioii  (ré(|nilil)re,  la  (ouctioii  sera  un  maximum  ou  un 
minimum.  Si  le  maximum  a  lieu  réellement,  l'écjuilibre  est  stable, 
c'est-à-dire  que,  si  l'on  déjjlace  infiniment  peu  les  points  du  système 
de  leurs  positions  d'équilibre,  et  qu'on  donne  à  diacuu  une  petite 
vitesse  initiale,  dans  tout  le  cours  du  mouvement  les  déplacements 
des  différents  points  du  système,  par  rapport  à  la  position  d'équilibre. 
resteront  toujours  compris  entre  certaines  limites  déterminées  et  très- 
petites. 

Ce  théorème  est  un  des  plus  importants  de  la  Mécanique.  Il  est  la 
base  de  la  théorie  des  petites  oscillations,  qui  conduit  à  tant  d'appli- 
cations intéressantes  relatives  à  la  Physique.  On  doit  donc  s'étonn<i 
qu'on  n'en  ait  donné  jusqu'ici  qu'une  démonstration  peu  T-igoureu.se 
et  insuffisante. 

Supposons,  comme  il  est  permis  de  le  faire  sans  nuire  à  la  généralité , 
que  la  position  d'équilibre  du  système,  ou  le  maximum  de  la  fonction  9, 
corresponde  aux  valeurs  >.  =  o,  fx  =  o,  etc.  La  démonstration  donnée 
par  Lagrange  (Mécanique  analytique,  première  partie,  section  III)  se 
ramène  à  ceci  :  le  développement  de  la  fonction  suivant  les  puissances 
de).,  p.,  V,...,  qui  commence  par  les  termes  du  second  ordre,  est  réduit 
à  ces  termes;  puis,  d'après  la  condition  connue  du  maximum,  cpie  les 
termes  du  second  ordre  peuvent  être  considérés  comme  une  somme 
de  carrés  négatifs,  on  déduit  pour  X,  /j.,  v,...,  des  limites  que  ces 
quantités  ne  peuvent  pas  franchir.  Ce  genre  de  démonstration,  em- 
ployé encore  dans  d'autres  questions  de  stabilité,  et  surtout  dans 
l'Astronomie  physique,  manque  de  rigueur.  En  effet,  on  peut  douter 
avec  raison  que  des  grandeurs  pour  lesquelles  on  trouve,  avec  l'hypo- 
thèse qu'elles  seront  toujours  petites  (car  ce  n'est  que  dans  ce  cas  que 
l'on  peut  négliger  les  termes  d'un  ordre  supérieur)  de  petites  limites, 
resteront  toujours  renfermées  réellement,  au  bout  d'un  temps  quel- 
conque,  dans  ces   limites,   et   même,   en  général,    dans  des  limites 

petites. 

I..a  démonstration  que  nous  venons  de  citer  a  été  reproduite,  sans 
moditication  importante  que  je  sache,  par   tous  les  auteurs   qui  se 
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«^ont  occupés  (le  cette  matière;  et  tout  ce  que  Poissou -(  7^/yi/7</  de 
Mecanicjuc,  tome  II ,  page  49^)  y  a  ajouté  pour  faire  entrer  en  consi- 
dération les  termes  d'un  ordre  supérieur,  repose  sur  cette  hypothèse 
uiadmissible,  que  clin(jue  terme  du  second  ordre  surpasse  la  sonuue 
de  tous  les  termes  d'ordre  supérieur. 

Même  eu  complétant  les  considérations  de  Lagrange,  pour  le  cas 
luiquel  elles  s'appliquent  et  où  le  maximum  se  reconnaît  par  les  termes 
du  second  ordre,  le  théorème  en  question  ne  serait  point  prouvé  dans 
toute  son  étendue.  On  sait  que  l'existence  d'un  maximum  est  compa- 
tible avec  l'évanouissement  des  termes  du  second  ordre;  il  suftit. 
en  général,  que  les  premiers  termes  différents  de  zéro  soient  d'ordre 
pair,  et  que  la  somme  de  ces  ternies  soit  toujours  négative.  Les  for- 
nudes  relatives  à  cette  dernière  condition  n'ont  pas  encore  été  don- 
nées,  même  dans  le  cas  où  il  s'agit  des  termes  du  quatrième  ordre. 
Jl  faudrait  donc  les  rechercher  d'abord.  Cela  introduirait  nécessaire- 
ment dans  la  démonstration  i\u  théorème  de  Mécanique  dont  nous 
parlons  une  grande  complication.  Heureusement  on  peut  démontrer 
le  principe  de  la  stabilité  de  l'équilibre  indépendamment  de  ces  for- 
nudes,  par  une  considération  très-simple  qui  se  rattache  d'une  manière 
immédiate  à  l'idée  du  maximum. 

Outre  la  supposition  déjà  faite,  que  la  position  d'équilibre  ré- 
ponde aux  valeurs  /.  =  o,  /y.  =  o,...,  nous  supposerons  encore  que 
9(0,  o.  o,...)  =  o;  ce  qui  est  permis,  à  cause  de  la  constante  arbi- 
traire. Déterminons  la  constante  en  ayant  égard  à  l'état  initial  donné, 
pour  lequel  nous  désignerons  par  v^,  >,„,  a^,  v„,...  les  valeurs  de  c, 
>, ,  y.,  V,....  On  a  ainsi 

'^nH>'=  f{l,  p.,  V,...)  —  o{\„  p.„,  v„,...)  +2'"""- 

Puis([iie  par  hypothèse  s  (),,  p.,  y,-..),  pour  ). r=  o,  y.  =  o,...,  est  nul  et 
maximum,  ou  pourra  déterminer  des  grandeurs  positives  /,  m,  //,  ., 
assez  petites  pour  que  &(/,  f-,  v,...)  soit  toujours  négatif  pour  tout 
système  À,  p.,  v,...  où  les  valeurs  absolues  des  variables  sont  respec- 
tivement assujetties  à  ne  pas  dépasser  les  limites  /,  m,  «,...,  excepté, 
toutefois,  le  seul  cas  où  X,  p.,  v,...  sont  nuls  à  la  fois.  Ce  cas  est  exclu 
si  nous  ne  considérons  que  des  systèmes  tels,  qu'au  moins  une  des 
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variables  >.,  p.,  v,...  soit  égale  en  valeur  absolue  à  sa  limite  /,  /// ,  //,.. 
Supposons  que  de  toutes  les  valeurs  négatives  de  la  fonction   pour 
de  tels  systèmes ,  -  p ,  abstraction  laite  du  signe,  soit  la  plus  petite 

alors   on   peut   facilement  montrer  cjue,  m   l'on   prend  /„,  ,j.„,  v 

numériquement  plus  petits  que  /,  ,n ,  ,,,...,  et  «p,,.  I\.,,  s.'.t'is'ia'ssé  en 
même  temps  à  l'inégalité 

—  f-  (Xo ,  /j.„ .  Vu ,. ..)  -f-  ^  ,m'l  <  p. 

ehac.me  des  variables  X,  p.,  v,...  restera  pendant  toute  la  dure.,  du 
mouvement  au-dessous  des  limites  /,  /«,«,....  En  effet,  si  le  contraire 
avait  lieu,  comme  les  valeurs  initiales  >.„,  p.„,  v„,...  remplissent  la 
condition  que  nous  venons  d'énoncer,  et  k  cause  de  la  continuité  des 
variablesX,  fA,  v,...,  il  faudrait  d'abord  qu'à  un  certain  instant,  il  y  eut 
égalité  entre  une  ou  plusieurs  valeurs  numériques  de  ),,  y.,  v,...  et 
leurs  limites  respectives  /,  m,  «,...,  sans  qu'aucune  des  autres  valeurs 
eût  dépassé  sa  limite.  A  cet  instant,  la  valeur  absolue  de  9  (À,  ;jl,  v....j 
serait  supérieure  ou  au  moins  égale  à  p.  Par  conséquent,  le  Jecond 
membre  de  l'équation  des  forces  vives  serait  négatif,  à  cause  de  l'iné- 
galité écrite  plus  liant,  et  qui  se  rapporte  à  l'état  initial;  ce  qui  n'est 
pas  possible,  2] '«t'^  étant  toujours  positif. 

Il  suit  encore  de  là,  évidemment ,  que  les  vitesses  e  seront  toujours 
comprises  entre  des  limites  déterminées,  puisque  l'on  a  toujours 

'2^''<  -?(>o,/^-o,  Vu,...). 


nn>- 


Jl  est  évident  aussi  que  les  limites  pour  chaque  vitesse,  ainsi  que 
celles  de  chacp.e  variable  X,  fx,  v,...,  peuvent  être  aussi  petites  que  Ion 
voudra,  puisque  les  quantités  /,  m,  n,...  peuvent  devenir  aussi  petites 
que  l'on  voudra. 

Je  vais  encore  appeler  l'attention  sur  une  erreur  que  l'on  trouve 
dans  divers  auteurs,  et  qui  se  rapporte  au  sujet  que  je  viens  de  traiter. 
On  du  [Traite'  ffc  Mecariif/ne,  par  Poisson,  tome  II,  page  491)  que  si 
un  système  passe  dans  le  cours  du  mouvement  par  plusieurs  positions 
d'équilibre,  ces  positions  successives  sont  alternativement  des  posi- 
tions d'équilibre  stable  et  instable,  c'est-à-dire  telles,  que  des  maxima 
et  des  minima  de  la  fonction  y  (X,  ,u,  v,...)  leur  correspondent. 
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I  )n  tonde  cette  ass>ertion  sur  les  théorèmes  suivante  .    . 

I.  Lin  maximum  ou  minimum  ne  cesse  pas  d'être  maximum  ou  nu- 
nimum  si  les  variables/,,  ,u.,  v....,  considérées  d'abord  comme  variables 
indépendantes,  deviennent,  pour  les  valeurs  particulières  poui-  les- 
quelles lo  maximum  ou  le  minimum  a  lieu,  fonctions  d'une  nouvelle 
variable  t. 

IL  Dans  une  lonction  d'une  seule  variable  t,  les  maxima  et  les  mi- 
niina  se  succèdent  alternativement. 

Ces  deux  théorèmes  sont  vrais,  mais  ne  justiôent  pas  la  consé- 
quence qu'on  en  tire;  il  faudrait  que  la  réciproque  du  premier  théo- 
rème eût  lieu,  c'est-à-dire  que  si  la  fonction  155  ).,  ju,,  v,...),  fonction 
d'une  seule  variable  indépendante  l,  présente  pour  une  certaine 
valeiu-  de  /  un  maximum  ou  minimum,  la  fonction  conservât  cette 
propriété,  si  l'on  regarde  les  valeurs  correspondantes  de  ).,  p.,  v,.  . 
comme  des  valeurs  particulières  de  ).,  jj..  v,...,  considérées  comme 
variables  arbitraires.  Ce  qui  n'arrive  pas  nécessairement,  même  dans 
le  cas  où  il  n'y  a  qu'une  seule  variable,  par  exemple  ),  Ainsi,  la 
fonction  ).^  a  un  minmium  et  pas  de  maximum,  tandis  que  la  fonc- 
tion sin*  t ,  dans  laquelle  la  première  se  transforme  en  posant  /.  =  sin  t, 
a  une  infinité  de  niinima,  tous  égaux  entre  eux  et  au  minimum  de  ).^, 
et,  de  plus,  a  une  infinité  de  maxima.  L'erreur  dans  laquelle  on  est 
tombé  à  cet  égard  doit  étonner  d'autant  plus .  que  la  fausseté  du 
théorème  énoncé  se  manifeste  déjà  dans  le  mouvement  du  pendule 
ordinaire. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  ALFRED  SF.RRET 
l»An  M    William  ROBERTS 


"  ...  Je  viens  de  trouver  quelques  courbes  sphériques  analogues 
à  vos  courbes  ellij)li(iues  de  première  classe.  En  prenant  pour  mon 
point  de  départ  la  propriété  que  vous  avez  constatée  pour  ces  der- 
nières, savoir,  que  l'arc  est  une  fonction  elliptique  du  rayon  vecteur, 
je  cherche  à  déterminer  les  courbes  sphériques  dont  l'arc  peut  s  ex- 
primer par  une  fonction  elliptique  de  la  tangente  trigonométrique  du 
demi-arc,  rayon  vecteur  sphérique.  En  désignant  par  /j  le  rayon  vec- 
teur sphérique,  et  par  5  l'angle  polau-e ,  on  a,  pour  la  différentielle 
d'un  arc  s  de  courbe, 

et  si  Ton  fait  s  =  tang  l  p, 


(h 


a 


4^2'  ^z-dfi' 


Maintenant  posons,  conformément  à  ce  que  nous  avons  supposé, 

ds^  = 
ce  qui  nous  donnera 


4C'rf2' 

—  I   -l-XZ'—  3' 

/           2C'-a 

z- 

'  +  z- 

ou  bien  ,  en  taisant  C  =  — ^ — 


</5  =  I  V  2  +  a 


dz 


I  -h  212'  —  Z'     2 


Cette  équation  différentielle  est  tout  à  fait  semblable  a  celle  des  courbes 
elliptiques  de  première  classe,  et  j)eut  s'intégrer  de  la  nième  manière 
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Les  courbes  qu'elle   représente   seront  algébriques,   si  -i  +  a^rr, 
H  étant  une  quantité  commensurable. 

a   Voici  le  système  des  équations  appartenant  à  nos  courbes  ellip- 
tiques sur  la  sphère,  w  étant  une  constante  arbitraire: 


26 

^  =r  0)  —  A  —  p.  , 


2  tang-  ^  p  =z  n-  —  -i  -h  n  \jn^  —  4  cos  2  X , 
2 cotang^ ■|(0  =  n^  —  2  +  n  y/n*  ~  4  cos  2 ,a. 

L'arc  de  la  courbe  représentée  par  ces  équations  a  pour  valeur 

—„ — 7  r  dz 

\n-  —  /(  /    ,  => 

J    V— I  -!-{«'— 2)2'  — z' 


m\  bien  encore,  si  l'on  pose  z =  \/n''  —  4  cos  0 


—  SIU-  (f 


Note  de  M.  J.-A.  Serket. 

La  Lettre  que  M.  William  Roberts  m'a  fuit  l'honneur  de  m'écrire , 
et  dont  je  publie  ici  un  extrait ,  m'a  suggéré  l'idée  de  rechercher  si  les 
courbes  sphériques  qu'il  a  trouvées  étaient  susceptibles  d'un  mode  de 
génération  analogue  à  celui  que  j'ai  fait  connaître  pour  les  courbes 
elliptiques  de  la  première  classe  (tome  XI  de  ce  Recueil ,  page  89). 
J'ai  reconnu  aisément  que  les  courbes  de  M.  Roberts  ne  constituent 
qu'un  cas  très-particulier  des  courbes  elliptiques  que  l'on  obtient  en 
exécutant  sur  la  sphère  des  constructions  analogues  à  celles  qui  four- 
nissent sur  le  plan  les  courbes  elliptiques  de  première  classe.  C'est  ce 
que  je  vais  faire  voir  en  peu  de  mots. 

Considérons  une  sphère  dont  nous  prendrons  le  rayon  pour  unité, 
et  traçons  sur  sa  surface  un  triangle  sphérique  quelconque  OMP. 

Soit  posé 

OM  =  p  ,     >rP  =  « ,     OV  =  b,     MOP  =  a ,     OMP  =  |3 ; 
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désignons  aussi  par  5  l'angle  fine  \r.  côte  fj  lait  avtr  un  grand  (  en  !<■ 
li.\c  mené  [)ar  le  point  (),  «•(  par  j)  v\  <j  deux  nondues  cpiclconcpies 
doiniés.  Cela  posé,  imaginons  (pie  le  triangle  O.MI'  vaiie  de  (elle  ma- 
nière que  le  sommet  C)  resfe  fixe  ,  cjoe  les  cotés  a  et  h  restent  eon>tant>, 
et  que  l'angle  polaire  0  >\\\  sommet  variable  M  satisfasse  i(iristannn<'nl 
à  la  condition 

(0  6  =  pa-cffi; 

la  courbe  que  décrira  le  point  M  sera  algébrique  si  i>  et  (j  sont  roin- 
inensiirables,  et  l'on  pourra  toujours  faire  en  sorte  cpie  son  arc  soit 
exprimé  par  une  fonction  ellipticpie  de  ])renuere  espèce.  Il  sullira  poui 
cela  que  deux  conditions  soient  remplies  entre  les  deux  arcs  ri  et  h  et 
les  deux  nondjres  p  fi  r/ :  par  où  l'on  voit  que  les  résultats  seront 
beaucoup  plus  étendus  sui   la  sphère  que  sur  le  plan. 

Léquation  de  la  courbe  que  nous  considérons  résultera  de  l'élinu- 
nation  des  angles  a  et  jS  entre  l'équation  (i)  et  les  deux  suivantes  : 

cos  a  —  cos  I)  cos  6 

cos  a  =: ^v-T -■> 

sin  a  sin  o 

r-        COS  h  —  COS  a  cos  p 

cos  p    =  . : *^- 

'  sin  a  sin  o 

Posons 

tangip  =  z, 

A*  =  —  (cos  a  —  cos  l>f  -4-  2  (sin-  a  -t-  sin'  h)  z'-  —   cos  a  +  cos  li)"^  z*  ; 


on  aiu'a 


(cosn  —  cos /' I  -  -  i '-os  « -4- cos  ^  1  2'  A 

ros  cf  =  '  Sin  (Z  — .  -,  i 

•-"*  ^  -h  2  ï  sin  é 


^   '■        )  „         —  (cos  <  osfc)z' 

cosp 


sin  /S  = 


Maintenant  on  trouve,  par  la  différentiation  des  équations  (^i)  et  (2). 
,  (cos«  —  cos  h)  —  (cosfl  -f-  cosi)  z'  dz 

da  — — T 7' 

,f.         —  (cosrt  —  cos  b)  —  (cos  a  -h  cos  h)  z'  dz 
^P  =  1 ~  7" 

dô  =  pda  —  qd^; 

Tome  XII    —  Novembre  1847.  "' 
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ce  qui  donnera,  pour  l'équation  différentielle  de  la  courbe  entre  les 
coordonnées  z  et  0  , 

_    ,^  {p  +  q)  (cosa  —  COS  b)  —  [p  —  (j)  (cos  a    î-  (OS  h]  z'-      , 

Enfin,  si  ds  désigne  la  différentielle  de  l'arc  de  la  courbe,  on  a 


^f^'=l~^Âd^''+"^'<(^-')^ 


et .  dans  le  cas  actuel , 


dz 


(3)  ds  =  i{coi,  a  +  C0&  h)  \j{p  —  qY  —  \  —■> 

si  l'on  établit  entre  les  quatre  quantités  a,  b,  p,  (f,  les  deux  relations 
suivantes  : 

(  [iP  '^  'lY  ~  i](cosrt  —  cosby  z=  [(/;  —  (y)-  —  i]   cosa  -+-  cos  hY 
(  =:  sin^  a  -+-  sin^  h  -l-  {p^  —  (j^)  (sin"  a  —  sin^  h). 

Voilà  donc  l'extension  la  j)lus  complète  qu'on  puisse  désirer  du 
théorème  qui  nous  a  fourni  la  génération  des  courbes  elliptiques  sur 
le  plan.  Pour  obtenir  les  courbes  de  M.  Roberts,  il  suffit  de  supposer 

2 

Les  équations (^4)  deviennent,  dans  ce  cas, 

7  =  o ,     p  =  ± 

'  '  cos  et 

On  a  alors 


et 


ds  =:  2  \l  p^  —  I 


y' —  I  +  2  (2/?'  —  i)  z'  —  : 


ce  qui  est  bien,  à  un  changement  insignifiant  près,  la  fornuile  de 
rectification  de  laquelle  est  parti  M.  Roberts.  La  courbe  dont  il  s'agit 
ici  a  l'équation  très-simple 

0  1 

'  sm  û  cos  -  =  -• 

'^        P       P 
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.Sur   les  trajccloircs  ortf/of^onn/cs  des  sections  circtilaires   d' un 

ellipsoïde  ; 

Pau    m.   E.    catalan 


Les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  situés  sur  uu  ellipsoïde  et 
parallèles  entre  eux ,  n'ont  probahleinent  que  très-peu  de  propriétés 
remarquables,  soit  géométriques,  soit  mécaniques;  mais  leur  éipiafion 
différentielle,  très-difficilement  intégrable  lorsqu'elle  est  mise  sous  la 
forme  qui  se  présente  le  plus  naturellement,  s'intègre,  au  contraire, 
avec  la  plus  grande  facilité .  lorsqu'au  moyen  d'une  transformaiion  de 
coordonnées,  on  l'a  mise  sous  une  autre  forme.  Les  équations  diffé- 
rentielles que  l'on  sait  intégrer  étant  en  assez  petit  nombre,  il  n'est 
peut-être  pas  tout  à  fait  inutile  d'en  indiquer  une  de  plus,  qui  conduit 
d'ailleurs  à  des  développements  analytiques  assez  remarquables. 

I.  Soit  un  ellipsoïde  OABC[*],  ayant  pour  centre  le  point  O,  et 
dans  lequel  les  demi-axes,  rangés  par  ordre  de  grandeurs  décroissantes, 
sont  OA  =  n,  OB  =:  b,  OC  =  c.  Si,  dans  le  plan  de  la  section  princi- 
pale CA  ,  nous  menons  un  rayon  vecteur  OE  =  OB  =  />,  le  plan  BOF-^ 
coupera  l'ellipsoïde  suivant  un  cercle;  et  il  en  sera  de  même  pour  tous 
les  plans  parallèles  à  celui-là.  Les  limites  de  ces  cercles,  cest-à-dire 
les  points  I  et  1'  où  l'ellipsoïde  est  touché  par  deux  plans  parallèles 
à  BOE,  sont  deux  des  ombilics  de  la  surface.  Enfin,  les  angles  5  et  5'. 
que  forment  avec  OA  les  directions  OE  et  OI,  sont  donnés  par  les 
formules 


-         c       /a-  —  b-  .,  (■       /6'  ■ 


[*]  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  figure. 

6i.. 
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2  Si  nous  rapportons  lellipsoïtle  aux  droites  OE,  Olî  et  à  une 
perpendiculaire  Oz  au  plan  de  ces  deux  droites,  son  équation  sera, 
en  prenant  ()!'.  |)our  axe  des  x, 

•r  cos  î»  —  3  sin  6)"-         r'         (x  sin  6  4- z  cos  6)' 

•_ ^     _4_    "i.     _i_    ^ -J       -—-     I    • 

OU,  en  rétiuisant,  et  posant 

/ic      ^  /   \  '  '  a-  c' 

'  1  )  X'  +  y-  -h  2  rnjiz  ■+-  n-  z-  —  h^ . 

5.  Dans  cette  équation,  regardons  -  comme  un  paramétre  variable: 
elle  représentera  une  iniinité  de  cercles  situés  dans  le  plan  des  xj. 
Kt  comme  les  projections  orthogonales  de  deux  droites  perpendi- 
iidaires,  faites  sur  un  plan  parallèle  à  l'une  d'elles,  sont  perpendicu- 
laires, les  projections  sur  le  plan  des  .tj^  des  trajectoires  cherchées, 
couperont  à  angle  droit  tous  les  cercles  représentés  par  l'équation  (i  i  : 
elles  seront  donc  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  cercles. 

Or  l'équation  (i^i  donne 

dx  7        ' 

donc,  pour  les  trajectoires  cherchées, 

fiy^  _  .y^ •     . 

dx         X  -^  mz 

Elinuna;it   z   entre    cette    dernière    équation    et    l'équation   (i),    on 
obtient 

{'elle  est  l'équation  qui  représente  les  trajectoires  orthogonales  des 
sections  circulaires  de  l'ellipsoïde,  ou,  ce  qui  est  la  nîème  chose,- les 
lignes  de  plus  grandes  pentes  de  cette  surface,  relativement  à  lui  [)lan 
parallèle  aux  sections  circulaires. 

i.   Il  est  facile  de  voir  que  les  projections  des  oudjilics  ont  pour 
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coonlomiées 

III  b 


jr  —  O,       X  =:    :iz 


y*/!'  —  m' 


Si    I On  substitue   ces    valeurs  dans  l'équation  '•>),   rm  leconnail   que 
cette  équation  est  vérifiée,  in(lé|)en(lanimont  de  toule  valeur  particu- 
lière attribuée  à  -f-  Il   résulte  évidemment  de  là,  (lue  les  trajectoires 
ax  ' 

d'une  même  série  de  sections  circulaires  passent  toutes  par  les  om- 
bilics correspondants.  C'est  une  piopriété  que  l'on  jieut  vérifier  pni 
lies  considérations  géométriques. 

On  peut  vérilier  aussi  que  la  projection  du  contour  apparent  di 
l'ellipsoïde,  ou  l'enveloppe  des  cercles  représentés  par  l'équation  (i), 
est  une  ellipse  dont  les  foyers  sont  précisément  les  projections  des  ( 
bilics.  Cette  ellipse  a  pour  équation 


orn- 


m- 


5.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  d'observer  ipie  l'équation  ;•{) 
tient  lieu  de  deux  équations  du  [jremier  ordre  et  du  premier  degré  : 
on  aurait  obtenu  ces  deux  équations,  si  l'on  avait  sidjstitué,  dans  la 
formule 

^^      y 

dx         X  -(-  mz 

successivement  les  deux  valeurs  de  r  tirées  de  l'équation  (i).  Considé- 
rons, pour  fixer  les  idées.  Tune  quelconque  des  courbes  représentées 
par  la  première  de  ces  équations  du  premier  ordre  et  du  premier 
degré.  Si  nous  prenons  sur  cette  courbe  un  point  (pielconque  ; 
que  nous  portions  dans  l'équation  (i)  les  coordonnées  de  ce  point, 
nous  obtiendrons  deux  valeurs  numériques  de  c,  lesquelles,  étant  re- 
portées successivement  tians  cette  même  équation  (i^,  nous  fournuonl 
deux  cercles  différents.  L'un  de  ces  cercles  coupera  orthogonalemcut 
la  courbe  que  nous  considérons,  et  l'autre  cercle  coupera  à  angle 
droit  une  des  courbes  représentées  par  la  seconde  écpiation  différen- 
tielle. Il  n'y  aura  d'exception  (pie  pour  les  points  situés  sur  l'ellipse  3  ■. 
En  effet,  pour  chacun  de  ces  points,  les  deux  valeurs  correspondante^ 
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(le  z  sont  ('-gales  entre  elles,  les  deux  cercles  se  confondent,   et,  par 
suite,  les  deux  trajectoires  sont  tangentes  l'une  à  l'autre. 

Il  résulte  de  ces  observations  que  si  l'on  considère  sur  la  surface 
de  l'ellipsoïde  une  trajectoire  (pielconcpie  allant  du  point  T  au  point  I', 
la  projection  de  cette  courbe  est  une  ligne  qui  va  du  premiei-  foyer 
de  l'ellipse  (3  au  second  foyer,  et  qui  présente  un  point  de  rebrousse- 
nient  situé  sur  la  circonférence  de  cette  ellipse.  La  première  partie  de 
cette  ligne  coupe  à  angle  droit  une  première  série  de  cercles,  et  la 
seconde  partie  coupe  de  même  à  angle  droit  la  seconde  série  des 
cercles  représenlés  par  l'équation  (i). 

6.  L'intégration  de  l'équation  i'x]  paraît  présenter  d'assez  grandes 
difficultés  :  nous  allons  les  éluder  au  moyen  d'une  transformation  de 
coordonnées. 

Rapportons  la  surl'ace  aux  droites  OE,  OR  et  au  demi-diamètre  01 
passant  par  l'ombilic.  Ce  demi-diamètre,  qui  est  conjugué  de  OE, 
étant  représenté  par  ^  ,  nous  aurons 

et  l'équation  de  lellipsoïde  sera  j 


(4) 


i=      ^    V 


Soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface,  MG  la  section  circu- 
laire passant  en  ce  point,  MT  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  M. 
La  tangente  à  la  trajectoire,  pour  ce  même  point  .M,  est  une  perpen- 
diculaire à  MT,  située  dans  le  plan  tangent  en  M.  Elle  est  donc  con- 
tenue dans  un  plan  P  perpendiculaire  à  MT.  D'ailleurs,  le  plan  MG, 
parallèle  à  RE,  est  perpendiculaire  au  plan  lOE  :  donc  la  trace  du 
plan  P,  sur  le  plan  lOL  des  \'C,,  sera  perjjendiculaire  à  l'axe  de.s  ç;  et, 
d'un  autre  côté,  cette  même  trace  passe  par  le  centre  de  la  section 
circidaire  MG. 

En  exprimant  ces  deux  conditions,  et  en  représentant  par  /3  l'angle 
IOE=i:'Ô'—  5,  on  trouve,  pour  équation  du  plan  P, 

(X-|)-^(Y--/j)-^  (Z-Ç)cos/S  =  o. 
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]a'  plan  tangcnl  à  relli|)soïcl(',  pont  \c  point  M,  îi  pour  (''mial ion 

(X-£)i  +  (Y-^)J  +  (Z-Ç)i  =  o.    ' 

1-a  tangente  à  la  trajectoire  est  donc  représentée  par  l'ensemble  tie 
ces  deux  équations.  Éliminant  Z,  on  obtient,  poiu'  la  projection  <lf 
cette  droite  sur  le  |)lan  BOE, 

>        -     _  _   ygtjcosp  —  b'nt, 

Égalons  le  second  membre  à  — >  puis  éliminons  Ç  entre  l'équation  ainsi 

formée  et  l'équation  (4),  et  nous  obtiendrons,  pour  équation  diffé- 
rentielle des  trajectoires,  ou  pour  transformée  de  l'équation  (2)  : 

7.   I/équation  (f)^  s'intègre  bien  aisément.  En  effet,  posons 
^  =  ;/  cos  w ,     ri  =  n  sin  «  ; 

e(  nous  aiu'ons 

«»        y  cos»  p 


b'-  b 

ou ,  en  prenant  encore  u  ^=  b  sin  (p , 


.  ,     (duy 


,  ,         b  do> 

a(f  ^  ± 


3  cos  p  sin  w 
Cette  double  équation  donne 

^      ^l*     1    ^         '  >\ 

'  D  cos  p  »  3  ^  ' 

).  étant  une  constante  arbitraire. 

Nos  trajectoires  sont  donc  définitivement  représentées  par 

(6)  «=±:Asin[^-^pl.  tang^(co  +  X)   . 

8.  Nous   ne  nous  arrêterons  pas  à  discuter  cette  formule  ;    nous 
aimons    mieux   indiquer   les    transformations    analytiques   qu'il    faut 


',88  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

einploxer  pour  identifier  les  équations  (a)  et  (5),  et,  i)ar  snile,  pour 
iiitéiîier  la  première  de  ces  deux  équations. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,    l'érpiation  {•}.)  tient  lieu  de  deux 

équations  du  premier  degré  en  j-.'  4'"   répondent  aux   deux   valeurs 

de  r.  tirées  de  l'équation  (i).  Afin  de  procéder  avec  plus  d'ordre,  consi- 
dérons seulement  une  de  ces  équations. 

On   tire  de   l'équation  (i),   en   prenant  seulement   le  signe  -H   du 
radical , 

—  mx  +  \/n'-  (6=  —  v=  )  _  (n'  —  /»'  )  x' 

... ..     ,  ■     .  ^-  .=  — — -ir^ r~ —  • 

Cette  valeur,  substituée  dans  la  formule 


donne 


ou 


dy   n'y 

dx  („l  _  „,3J  JE  -(-  OT  \/«-  (6'  —  .)-'  )  —  (/?'—  /»')  x" 


dy  /[(/z'  —  m')x  —  m\jn}(b- — /')  —  [ri'  —  m')x'-\ 

'il  di  ~  («'— /«■■)x'-h/«'(y^—  t'} 

ielle  est  l'une  des  racines  de  l'équation  (2). 

Les  considérations  géométriques  employées  plus  haut  donnent  aisé- 
ment -: 

x  =  |-»-Çcos/;,    j=>;,     ^—'C  sin  p , 

ou,  d" après  l'équation  (4),  et  en  prenant  seulement  la  valeur  positive 
de  «,  puisque  nous  avons  considéré  la  valeur  positive  de  z, 

X  =  I  +  ^  cos  |3  V^*^^^"!*"^^^^,    J=rt. 

D'après  les  valeurs  de  tang  0,  tangS',  m  et  «,  on  trouve 

cos  |3  =  cos{0'  -  ô)  =  -  -^  v/(«'  -  ^*)  (^'  -  C) 

mac  bm 
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Donc 


(8)  X  =  Ç  -  -J:L=.  V 6'  -  ?»  -  n^    j-^r,. 

V«' — /h' 

Avant  (le  siibslitinr  ces  valeurs  dans  l'équation  (7),  calculons  a  pari  le-; 
fonctions 

n-{b'  -  jr^)  -  (rt=  -  ni')  x"     et     1  n-  -  m')x''  +  m^  (7'  -  />" }. 

Tia  première  devier.t 

ri-  i  h'-ï,^)-  ( n-  -  /«=  )  f-  +  a  m  Vn"  -  w*  ?  v  /.<*  -  f  -  >;''  -  m'  { h"  -  i^  -r- 


La  seconde  fonction  se  transforme  en 

I  [(„2  _  ,„s)  g  _  .^  ,„  ^  T^^'^^  y  ô--"  -  f  -  ïî^  J . 
Par  suite,  le  second  membre  de  l'équation  (7)  devient 

i\\{n'  —  ini'W—  im  \ln''  —  m^  \l  b' —  g'  — b']   _  r, 
t\{n~  —  2ffj')  I  —  2TO  V'''  —  '"'  V  *' —  ?'  —  l' j  ^ 

D'ailleurs, 

(Yx  =  o-  H — -.  ^- .      o^-  =  fl /;  : 

donc  l'équation  (7)  transformée  est 


(9^ 


,_  '''  ld'^-\-r,dr. 


/?-  —  /?)'  y/i'  —  ï- 


v«- 


et  il  est  facile  de  vérifier  qu'elle  est  identique  avec  l'une  des  deux  dans 
lesquelles  se  décompose  l'équation  (5^. 

Un   calcul   tout  à  fait  semblable  an  précédent  prouverait  que   le> 
formules 


(.0)         x=:^  +  -^;L=.s:b'-%'-rr-,  j  =  n, 

\n'  —  m' 
Tome  XU.  -   Dsckmbrf.  184-. 
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ramèneraient  l'équation  .        ■•'! 


à  la  suivante . 


itn  r, 


d\  — 


\jn'  —  ni'  yjb'  —  i,--—  w 

la(jiiflle  rentre  aussi  dans  l'équation  (5).  '    ' 

9.  A  l'aide  des  formules  '8)  ou  (lo),  nous  avons  ramené  les  équa- 
tions (7)  ou  (i  i)  aux  équations  (9)  ou  (12),  lesquelles  sont  comprises 
l'une  et  l'autre  dans  l'équation  (5).  Conséquemment,  nous  pouvons 
regarder  connue  effectuée  la  transformation  île  l'équation  (2)  dans 
l'équation  (5).  Cette  marche  indirecte  était  la  seule  praticable  :  si  l'on 
substitue  directement  les  formules  (8)  ou  (10)  dans  l'équation  (2),  et 
qu'on  essaye  de  parvenir  à  léquation  (5),  on  arrive  à  des  calculs  qui 
paraissent  vérital>lement  inextricables.  Du  reste ,  ces  calculs  ne  pré- 
sentent aucun  intérêt  ;  car  le  problème  que  nous  nous  étions  proposé, 
c'est-à-dire  l'intégration  de  l'équation  (2),  nous  paraît  complètement 
résolu. 
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EXTRAITS   DE  DEUX  LETTRES   ADRi'SSÉES   A  M.   LIOUVII-LL; 
Pak  m.   MiciiAii.  IIOIÎKRTS. 


<i  Dublin,  1"  'içjdi'ccinbro  îH^R. 

».  .  '.  .  .  Les  théorèmes  suivanis,  qui  concernent  les  lignes  géoclé- 
siques  sim'  rellipsoïde,  quoiqu'ils  soient  bien  simples  et  n'exigent 
Tuciin  calcul,  seront,  je  l'espère,  dignes  de  votre  attention. 

»  J'ai  déjà  fait  remarquer,  dans  lui  Mémoire  dont  vous  m'avez  fait 
l'honneur  de  communiquer  les  résultats  à  l'Académie  des  Sciences, 
que  les  lignes  géodésiques  qui  passent  |)ar  un  ombilic  passent  aussi 
par  l'ombilic  opposé.  On  voit  de  plus,  en  avant  égard  à  la  symétrie 
de  la  surface,  que,  si  deux  de  ces  lignes  forment  entre  elles  au  pre- 
mier ombilic  un  certain  angle ,  elles  se  rencontreront  encoie  sous  le 
même  angle  à  l'antre  ombilic. 

»   Par  une  conséquence  facile  : 

»  i".  Le  triangle  géodésique  ,  dont  les  points  angidaires  sont  les  om- 
bilics contigus  situés  aux  côtés  opposés  tie  Taxe  ininiinum,  et  un  pomt 
quelconque  de  la  section  contenant  l'axe  moyen  et  l'axe  maximum  de 
la  surface,  aura  deux  angles  droits  pour  la  somme  de  ses  angles  a  la 
base. 

»  La  sonnue  de  ses  côtés  sera  la  demi-circonférence  de  la  section 
prmcipale  perpendiculaire  à  l'axe  moyen. 

»  Il  est  évident  que  cette  propriété  a  son  analogue  dans  la  géométrie 
sphérique. 

»  2°.  Si  d'un  ombilic  nous  tirons  une  ligne  géodésique  qui  forme  un 
angle  droit  avec  la  section  de  la  surface  qui  passe  par  les  ombilics, 
cette  ligne  passera  par  l'extrémité  de  l'axe  moyen  de  la  surface. 

»  Il  suit  (le  là  qu'on  peut  passer  sur  la  surface  d'une  des  extrémités 
de  l'axe  moyen  à  l'autre  par  trois  chemins  géodésiques  distincts,  dont 
les  longueurs  sont  les  demi-circonférences  des  sections  principales  de 
la  surface,   jo 

62.. 
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«  Oiiblio,  11*  ■2t)jaiivier  i§47- 

»  ...  J'ai  l'honiKMir  de  vous  envover  quelques  tliôoriMTies  nouveaux 
sur  les  lignes  géodésiques  de  relli|isoide,  i|ui ,  je  l'espère,  mériteront 
votre  attention  [*].  Les  résultats  principaux  auxquels  je  suis  arrivé 
consistent  dans  la  forme  sous  laquelle  j'ai  mis  l'intégrale  seconde  de 
l'équation  de  la  ligne  géodésique,  qui  passe  par  un  ombilic,  en  expri- 
mant la  constante  arbitraire  en  fonction  de  langle  que  cette  ligne 
forme  avec  la  section  principale  de  la  surface  contenant  les  ombilics; 
et  aussi  dans  la  découverte  d'une  fonction  d'une  ligne  géodésique 
issue  d'un  ombilic,  et  terminée  par  un  point  (a,  v),  qui  paraît  être 
analogue  au  sinus  d'iui  arc  circulaire.  La  simplicité  des  résultats  que 
je  viens  de  trouver  et  leur  analogie  avec  les  propriétés  des  sections 
coniques  donnent  lieu  d'espérer  qu'une  discussion  ap|)rofondie  des 
arcs  des  lignes  de  courbure  jettera  quelque  jour  sur  les  intégrales 
abélienues,  qui  se  rencontrent  dans  cette  partie  des  malbématiques. 
Il  est  bien  probable  que  les  fonctions  algébriques  par  lesquelles  la 
comparaison  des  arcs  des  lignes  de  courbure  s'effectue,  comme  cela 
a  été  démontré  théoriquement  par  Abel,  s'expriment  avec  simplicité 
en  fonction  de  quelques  lignes  remarquables,  liées  avec  la  géométrie 
de  la  surface.    " 


[*]  Le  Ménioir»'  dont  M.  Michacl  Roberts  parle  ici,  mais  auquel  il  a  lait  depuis 
quelques  ilianycmenls  qui  en  oui  proionyc  riiiipressioii,  paraîtra  dans  le  prochain 
cahier.  (J.  L.) 


PUKKS  ET  AI'IM.KjliEIiS.  49^ 

NOTE 

Sur   une   équation    aux   dijfcrcnccs  partielles   qui  se  présente 
dans  plusieurs  questions  de  Physique  mathématique  ; 

Par    m.    William   TII0.MS0I\. 


ÏHÉOKKME  1.  «  Il  est  possible  de  trouver  une  fonction  V  de  x , 
"  y-'  ^l*J  q"i  s'évanouisse  quand  x,  j  ou  z  devient  infinie,  et  qui 
»  satisfasse  à  l'équation 

(»,     ^.^^'^^.^.. 

»  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables;  a  étant  une  fonction 
»  des  variables  continue  ou  discontinue,  mais  ayant  toujours  une 
»  valeur  réelle,  et  Ç  une  fonction  réelle  qui  s'évanouit  quand  les  va- 
»  leurs  de  x  ,j,  z  ne  sont  pas  comprises  dans  lés  limites  données  par 
»  l'équation  d'une  siu'face  fermée.   » 

TiiKORKME  II.  «  Il  n'y  a  qu'une  solution  de  l'équation  (rt)  qui  ait 
»  lieu  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  JC,  j-,  s.  avec  la 
»  condition  de  s'évanouir  lorsqu'une  de  ces  variables  devient  in- 
»  finie.   » 

1.  Pour  démontrer  le  théorème  I ,  soit  IJ  la  valeur  de  l'uitégrale 

"Jdx'dj'dz' 


Jff 


[{x-x'y  +  {x-xj+{z-z'Yy 


[*]  Je  ne  m'occupe  ici  que  du  ca?  de  trois  variables,  pour  éviter  des  complications 
inutiles ,  les  applications  physiques  étant  comprises  dans  ce  cas. 


494  JOURNAL  1)K  MATHÉMATIQUES 

(Mi-iuliic  à  toiil  Fcsiiace  où  'Ç  a  une  valeur  finie.  Dôsignens  mainte- 
iianl  par  V  une  fonction  ([uelconcpie  de  .t.  j,  z,  qui  s'évanouisse 
lorsqu Une  de  ces  variables  devient  infinie;  et  soit 


(ixfiydz. 


(^intégrale  Q  dépend  de  la  fonction  V,  et  en  disposant  de  V  on 
pourra  évidennnent  faire  prendre  à  Q  des  valeurs  positives  plus  grandes 
qu'une  quantité  donnée  quelconqîie.  Il  n'y  a  donc  pour  la  valeur  de  Q 
aucinie  limite  supérieure,  mais  il  y  a  une  limite  inférieure  puisque  Q 
est  toujours  >  o;  il  doit  donc  exister  une  fonction  V  decr,  y,  z  qui 
rend  Q  un  minimum.  Or,  en  appliquant  le  calcul  des  variations,  on 
trouve  ,  ai)rés  une  intégration  par  parties  'suivant  le  procédé  ordinaire) 
dans  laquelle  il  faut  remarc|uer  que  les  parties  intégrées  s'évanouissent 
aux  limites, 

,  •-/.     ^^^^,  I  '/ /  ."v    d\]\     d  i  .dv    dv\     d  /  .d\    ^ux    ,  ,  , 

Mais  on  a  ,  d'après  la  valeur  de  U  , 

d--V,       rf=ll       rf'U         ,     ^ 

1  équation  précédente  devient  donc 

(^n  conclut  de  là  que  la  fonction  V  qui  répond  au  minimum  Q  de 
l'mtégrale  (/>),  minimum  dont  l'existence  a  été  démontrée  plus  haut, 
satisfait  à  l'équation 

2.  Pour  démontrer  le  théorème  II  énoncé  ci-dessus,  considé- 
rons, d'une  part  une  fonction  V  satisfaisant  à  l'équation  {a)  et  la  valeur 
correspondante  Q  de  l'intégrale  {h),  puis  d'autre  part  la  valeur  Q,  de 
cette  même  intégrale  [h  .  qui  correspond  à  une  fonction  V ,  différente 
de  V,  c'est-à-dire  à  une  fonction  V,  telle  que  la  différence  V,  —  V, 
que  nous  désignerons  par  ç,  n'est  pas  égale  à  zéro  pour  toutes  les 
valeurs  des  variables.  Comme  V,.  aussi  bien  que  V,  doit  s'évanouir 
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lorsqu'une  des  variables  .t,^.  z  (Ifvieiil  iuCuiie,  il  eu  sfra  de  iikiih- 
(le  (p.  En  remar{[uant  (jue 

\       ilx         -j.  dx  )  \     dx         K  dx  I  '  \  '  dx         «  dx  j    '  dx  \dx  I 

OU  trouve 

l^e  deuxième  lerme  du  second  nieiul)re  de  cette  équalion  s'évanouit 
parce  que  V  satisfait  à  l'équation  (a);  on  le  verra  sans  peine  eu  elfee- 
tuant  une  intégration  par  parties.  Il  reste  donc  simplement 

(0         Q,  =  Q  +///«'  \i$^*  (I)  V  :;*)"]  .l^ir.!--. 

et  comme  la  quantité  placée  sous  les  signes  d'intégration  ne  jjeul 
pas  être  constamment  nulle,  sans  quoi  ç  se  réduirait  à  luie  simple 
constante  et  par  suite  à  zéro  puisque  l'on  a  ç)  =  o  lorsqu'une  des  va- 
riables X,  J,  z  est  infinie,  ce  résultat  montre  que  Q,  est  >  Q.  Mais 
si  V,  était  aussi  une  solution  de  («),  on  aurait  de  même  Q  >  Q, ,  ce 
qui  n'est  pas  possible.  J'en  conclus  que  V,  n'est  pas  luie  solution  de  [a); 
c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  pas  y  avoir  deux  solutions  dillérentes  de  cette 
équation. 

Ce  théorème  est  utile  dans  les  théories  de  la  chaleur  ,  de  l'élec 
tricité,  du  magnétisme  et  de  l'hydrodynamique;  j'espère  donner  plus 
tard  quelques  développements  à  ce  sujet. 

Dans  les  applications  qui  présentent  le  plus  d'intérêt,  il  faut  consi- 
dérer des  transitions  subites  dans  la  valeur  de  a.  Par  exemple,  si  a 
a  une  valeur  constante  dans  tout  l'espace  extérieur  à  une  surfiace 
fermée  S,  dans  l'intérieur  de  laquelle  a  est  infinie,  notre  analyse 
convient  au  cas  d'un  corps  conducteur  S  soumis  à  l'influence  d'une 
masse  électrique  donnée  [J J  J 'Ç  dxdjdz) ,  et  cette  application  ne  pré- 
sente aucune  difficulté.  On  en  tire ,  en  effet ,  les  démonstrations  données 
par  Green ,  que  la  solution  analytique  du  problème  de  la  distribution 
d'électricité  dans  ces  circonstances  est  possible  et  qu'elle  est  unique. 

Dans  une  application  à  l'hydrodynamique ,  ou  à  un  certain  problème 
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de  magnétisme,  il  faut  considérer  un  espace  dans  lequel  la  valeur  de  a 
>oit  zéro.  L'interprétation  du  résultat  ne  présente  aucune"  difficulté  . 
mais  il  est  plus  dilticile  de  bien  comprendre  comment  la  démonstra- 
tion telle  que  je  l'ai  donnée  plus  haut  se  prête  à  ce  cas.  En  essayant 
de  l'expliquer  nettement,  j'ai  trouvé  une  démonstration  directe  du 
théorème  suivant,  qui  renferme  le  résultat  dont  il  s'agit: 

«   Il  est  possible  de  trouver  une  fonction  \   qui  s'évanouisse  pour 
»   les  valeurs  infiniment  grandes  des  variables  a,  j-,  z,  et  satisfasse  à 

»    l'équation  .    i 

rf'V       <nv       t£\  _ 

»  pour  tous  les  points  extérieurs  à  une  surface  fermée  S,  avec  cette 
»   condition 

»  dans  laquelle  F  est  une  fonction  arbitraire  des  coordonnées  d'im 
»  point  sur  la  surface  S,  et  dn  est  l'élément  d'une  normale  extérieure 
))  a  la  surface  en  ce  point.   » 

Pour  le  démontrer,  considérons  l'intégrale 

relative  a  l'espace  extérieur  à  S.  l'armi  toutes  les  fonctions  V  qui  vé- 
rifient la  condition 

//  VFr/S  =  A  ,  . 

ou  A  est  une  quantité  quelconque,  il  y  en  a  une  pour  laquelle  l'inté- 
grale Q  est  un  minimum.  Une  fonction  V,  ainsi  déterminée,  satisfait 
aux  équations 

d-\       f^V      <^  _ 

an 

OÙ  c  est  une  constante),  comme  on  s'en  assure  par  le  calcul  des  va- 
riations. Suivant  les  valeurs  de  A  ,  c  aura  des  valeurs  proportionnelles  ; 
on  peut  prendre  A  telle  que  c  =  i.  De  la  on  conclut  le'théorènie 
énoncé.  Il  serait  facile  d'ajouter  une  démonstration,  que  la  solution 
du  problème  de  la  détermination  de  V  sous  ces  conditions  est  imique. 
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S//r   le   synihole   (  .  |    et   (juclcjiies-uncs  de  ses    applications  ; 

Par  m.  V.-A.  lebesgue, 

Cori*e8pondnnl  do  Tlnblitul .  l'rofesst'ur  ù  la  FucnU»'  dos  Sciences  de  llorilooiik. 


I. 

Dé/initinn  du  symbole  \j]i  d'après  Legendre  i-t  M.  Jiicobi. 

Soient  rt,  h  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux.  qui  ne  soni 
pas  tous  deux  négatifs  et  dojit  le  second  est  impair;  (  Ç  )  sera  -j-  i  ou 
—  1  ,  selon  les  cas  dont  voici  l'énumération  : 

\'\  Si  h  est  un  nombre  premier  positif,  {-  \  sera  -f-  i  on  —  i,  selon 

que  h  sera  résidu  ou  non-résidu  quadratique  de  p\  autremenl ,  (  Ç  ) 

sera  le  reste  ±.  i  de  a   ■*    divisé  par  h  (Legkndre). 

2".  Si  h  est  un  nombre  composé  positif ,  i>  =  ^<yr. .. ,  les  facteurs 
/),  ry,  r, ...  étant  des  nombres  premiers  égaux  ou  non  ,  on  aura 

(f)  =  (,^)  =  \S)  Ci)  (7)-  ;^"°B.;. 

^".  Si  h  est  un  nombre  négatif,  on  fera 
ou  bien  encore,  en  posant 

(^)  =  \^)  Ki)- 

on  fera 

(  ^^\    =   I     (J.\C0Bl). 
Tome  XII.  —  DÉcf.MBi\F.   1847.  63 
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Voici  des  cons«^queiices  immédiates  de  ces  définitions  : 

(v^:)=C")(j)a)-- 

^1  Ion  a  A  =  /     (mod. />). 

8".  (:zi)  =(_,)'-?. 

A  ces  propositions  on  joindra  les  suivantes,  dont  la  démonstration 
exige  quelques  développements  : 

g"     I  -  1   —  ^  _  .  \    8  /  ~  2\    _  /       .  ^     8     "•"     1    —  i^_.\  8 


(j)=(-.)-^---(f). 


OU 

Dans  cette  dernière  équation,  p  et  (f  sont  deiix  nombres  impairs. 

II. 

Sur  la  démonstration  des  équations  fondamentales. 

Si  l'on  voulait  énoncer  les  propositions  exprimées  par  les  équations 
précédentes,  il  suffirait  de  dire  que  les  nombres  premiers  à  un  nombre 
impair  p  se  partagent  en  deux  classes  :  la  première  renfermant  les 
nombres  k,  qui  donnent 

G)  =  - 

la  seconde  renfermant  les  nombres  k.  qui  donnent 


pvwEs  i:t  appliquées.  4»»'» 

Pour  /;  premier,  la  preinière  classe  est  celle  des  résidus  (juadra- 
ti(jues,  et  la  seconde,  celle  des  non-résidus. 

Pour  p  composé,  p  —  ijis...  (7,  /,  s,...  étant  preuners^ .  la  pre- 
mière classe  est  celle  des  nombres  (|iii  sont  non-résidus  quadratiques 
d'un  nombre  pair  (o.  ■?.,  'i,...)des  facteurs  q,  r.  a,...;  la  seconde 
liasse  est  celle  des  nombres  qui  sont  non-résidus  d'un  nombre  impair 
des  mêmes  facteurs  (j ,  r,  s,.... 

Voici  mainteiiani  les  principaux  énoncés  : 

a   Des  nombres  conj^riis  suivant  le  module  p  sont  de  même  classe. 

»  Un  produit  abc...  sera  de  première  ou  de  seconde  classe  relati- 
»  veinent  à  p,  selon  que  les  facteurs  {a ,  h,  c ,...)  de  seconde  classe 
»  seront  en  nombre  paii-  ou  impair. 

»  Le  nombre  —  i  est  de  première  classe  relativement  aux  nombres 
n  de  forme  47  +  '  >  ^ f  ^^  seconde  classe  relativement  aux  nombres  de 
»   forme  47  —  '  • 

"  Le  nombre  j.  est  de  première  classe  relativement  aux  nondires  de 
»  forme  8  A'  ±  1  ,  et  de  seconde  classe  relativement  aux  nombres  de 
»   forme  8  A'  ±3. 

»  I^e  nombre  —  u  est  de  première  classe  relativement  aux  nombres 
»  de  forme  8 A  H-  i,  8A  +  3.  et  de  seconde  classe  relativement  aux 
»  nombres  8 A  +  5,  8 A  -(-  7. 

»  Les  nombres  premiers  positifs  p  et  q  sont  de  même  classe,  lun 
n  par  rapport  à  l'autre  quand  p  et  q  ne  sont  pas  tous  deux  de  forme 
"  47  ~  '•  C'est  le  contraire  si  p  et  q  sont  tous  deux  de  forme  47  —  '  ■ 
Cette  dernière  proposition  est  la  loi  de  réciprocité  de  I^egendre.  ) 

n  La  loi  de  Legendre  s'étend  à  deux  nombres  quelcon()ues  positifs 
»   impairs.   » 

La  démonstration  de  l'équation 

\  p  ]      ^ 

pour  /)  composé,   revient  à   montrer  qu'en  posant  p^=qrs...,   ce   qui 
donne  ,- 

63. 
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un  peut  remplacer  l'exposant  - — ^  -+-  ''- h 1-  •••  pa>  l'expo- 
sant --^ !.  =  'i^-.  Il  suffit  donc  (le  démontrer  que  les  deux  nom- 

bres  - — '-  4-  ^^^  +  •••  et  '^^'"'         ilitfereiit  d'un  nudtiple  de  2,  puis- 

que  dans  (—  i)""^'^''  =  1  —  i)'''(_i)^'  on  peut  supprimer  le  facteur 
(—  1)^'^  =  I ,  quel  que  soit  le  signe  de  /3.  Or 

1 =  '- ; 

22  2 

donc 

qr—\  fq  —  l  '— '\    _    <}'  —  q  —  r+  i    _   iq  —  l)(r—l) 


■Jt       /  2  2 


nombre  pair.  Ainsi  l'exposant  '''^  -'  peut  remplacer  - — '   H La 

démonstration  est  la  même  pour  tant  de  facteurs  quon  voudra. 
Quand  l'équation 

(=)  =  (-o^ 

a  été  démontrée  pour  p  premier,  on  passe,  comme  pour  (  —  \i  au  cas 

dey;  composé;  cela  lait,  (  -j  et  (  —  ]  donnent  ( — )•    Il  suffit  donc 
de  démontrer  l'équation 

(=)  =  (-)-'- 

pour  p  premier.  C'est  ce  que  M.  Gauss  fait  ainsi  : 
Divisez  les  produits 

A" ,     u  A' .      ^  A , . . . ,     k , 

par  p.  de  manière  à  obtenir  des  restes  positifs  et  <  /'; 

/', ,     /'j ,     /'3 ,. . .,     l'fi—i  ; 

si  les  vestes» >  -  sont  en  nombre  v,  vous  aiu'ez 

G) =(-)■• 


l'IIRLS   KT  A1M'I.I(^)LEES.  Soi 

Posez,  en  effet, 

nk  —  p  .e  ('^)  -+-  r„; 

a  étant  successivement  i,  i,  j,--,    '   vous  aurez  e(|ii,itions 

qui,  par  la  iiiultiplicatioii ,  doiineionl 

,..,,.3...  (/^-=i)  /,V  =  ,_,)'   ,.a.:i../^Zll     (mod.^), 


(I  ou 


(.-)=(-)■• 


Pj 

Pour  k=:  À,  ou  A  r-T  —  ■). ,  on  trouve  de  suite  les  valeurs  de  v ,  et  l'on 
en  conclut  celles  de  (  -  )  et  (^^  \- 

Quant  à  la  démonstration  de  l'équation 


(i)  (?)  = 


•  ; 


pour  le  cas  île  p,  y  nombres  premiers,  positifs  et  impairs,  voici  com- 
ment M.  Gaiiss  l'a  trouvée.  Puisque  l'on  a 

il  suffit  de  savoir  si  v  est  pair  ou  impair;  or  par  1  addition  des  -  -- 

équations 

a.k  =  p.e  (— I  -+-  fa, 
\P  > 

on  trouve  sans  |)eine 

k  étant  impair  ;  ou  bien  encore ,  en  posant 


V  ^=  (p  (A-,  p      (moii.  2). 


^-^-! 


e\^ 
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Puisque  1  On  a 


(M  lie  inèine 


il  PII  résultera 


(P  (?)  =  '-' 

Or  M.  (".aiiss  a  montré.  |iar  une  transformation  Irès-simple.  que  l'on 
M  toujours 

lie  la  la  loi  de  réciprocité. 

Au  reste,  comme  Ta  remarqué  M.  Eisenstein  (Journal  de  M.  Crelle, 
tonieXXVIIl),  l'équation 

résulte  presque  inunédiatement  d'une  construction  géométrique  fort 
sinq)le. 

Prenez  deux  axes  de  coordonnées  reclilignes  Ox ,  Oj ,  divisez-les,  à 
partir  tle  l'origine  O,  en  |)arties  égales  à  l'unité;  par  les  points  de  divi- 
sion (le  chaque  axe  menez  des  parallèles  à  l'autre  :  ces  dt^xw  systèmes 
de  droites  parallèles  détermineront  par  leur  intersection  tous  les  points 
dont  les  coordonnées  sont  des  nombres  entiers.  Menez  par  l'origine  la 
droite  avant  pour  équation 

7 
r  =;  -a.'. 

r 

puis  ff)nuez  le  parallélogramme  ayant  pour  cotéii 

Ox^Up-^x),     Oj-  =  -W7  +  i). 

, ,           ,.                 1/  —  i    q  —  I  ,,.  Il  'I 

I!  reniiMiuera •  points  il  intersection.  La  droite  y  =:  ~  x  par- 

tagera le   jiarallélogramme  en  deux   parfi(>s,   dont    lune   contiendra 
V'/'-7;    points    d'intersection,    et    l'autre    &(«/,/>);    rjn    aura    donc 


pijhivs  i:r  Ai'pi.iQiiEKs.  ^o. 

l'tqualion 

'^{p^  '/)  +  ip('/'/^)  =  — T'hr' 

l/assoitioii  pri-cécloiilc  ivsultc'  de  ce  que  jxjur  toute  tourljc^  =  o (jt 
si   l'on  fait  x^  m,  tn  étant  tin  entier,  l'expression  «©(m)  iiiiliqiiera 
combien,  sur  l'ordonnée  répondant  à  l'abscisse  entière  ni,  \\  y  a  entre 
l'axe  des  x  et  la  coin-be,  de  points  ayant  une  ordonnée  aussi  entière. 

Dans  certains  cas,  mais  non  dans  celui  de  la  ligne  ^  =  -  .r  ,  un  txiuit 
pourrait  se  trouver  sur  la  oourbe. 
Quand  l'é(|  nation 

A'  —  '    ■/— ' 


^i)  (?) = 


a  été  protivée  pour  des  nombres  positifs  premiers,  on  passe  sans  diffi- 
culté au  cas  de  p  premier  et  (y  composé,  puis  de  ce  cas  à  celui  de  /; 
et  q  composés;  enfin,  de  ce  cas,  on  passe  à  celui  où  l'un  des  nombres 
p,  q  est  négatif.  Pour  la  démonstration  de  ce  dernier  cas,  il  suffit  de 
remarquei-  que  l'on  a  toujours  (—  1)"=  (—  i'"'',  c'est-à-dire  que 
l'on  peut  changer  le  signe  de  l'exposant  de  —  i. 

III. 

Calcul  du  symbole  I  j  )  • 

C'est  une  conséquence  directe  des  formules  qui  précèdent. 
Soit,  pour  exemple,  proposé  de  calculer  (  — ^-j  ;  comme  on  a 
—  3778  =  —  1.2.  i88i) ,  il  en  résultera 

\    773    }        \ll^)  1.773/  \773  '^ 
et  comme  773  =  4-  '93  +  i  =  8.96  +  .^,  ou  aura 

I773,)"''  (773)"""''  \~îT^) ^ ~ ^'~^y 

D'ailleurs  la  division  donne  1889  =  2.773  +  343;  de  là 

/r8S9\  _  /343 


\  773  y  -  V 


040   V 

773,/' 
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l'nr  la  loi  de  réciprocité,  on  a 

/343\  _  /773\  . 
\773/  ~  \343/" 

or  773  =  343  .  2  -h  87  .  donc 

1,343'  ~  \343/ 
Mais,  par  la  loi  de  léciprocité,  on  a 

/87_\  _  _   ,343\ 

et  comme  343  =  87 .  3  -+-  82,  il  en  résulte 

(  sf)  ^  \§j)  ^  V87)  (87)  "  ^8^)  ""  \4^)' 
1)(^  plus ,  87  :=  2  .  4 1  +  5  donne 

et  41  =  5.8  +  I  donne  enfin 

On  aura  donc 

(-^»)  =  -.x-,f)  =  (f)  =  .. 

Ainsi  tout  dépend  de  la  lecherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres.  Or  cette  recherche  peut  être  effectuée  de  plusieurs 
manières. 

On  peut  prendre  tous  les  quotients  par  défaut,  ou  de  manière  à 
avoir  des  restes  positifs  plus  petits  que  les  diviseurs;  c'est  la  méthode 
ordinaire.  On  peut  prendre  les  quotients  de  manière  à  obtenir  des 
restes  impairs;  on  obtient  ainsi  l'algorithme  de  M.  Eisen.stein  (Journal 
de  M.  Crelle,  tome  XXVIT),  dont  l'énoncé  est  très-simple.  On  peut 
prendrti  les  quotients^de  iuaniere  à  obtenir  des  restes  pairs  ±  i'"  r,  en 
supposant  /  impair;  dans  ce  cas,  /■  sert  de  nouveau  diviseur.  Ee 
nombre  des  divisions  devient  d'autant  moindre  que  les  facteurs  1'"  sont 
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))lus  grands.  L'alporitlime  est  d'im  éiionct'  moins  simple;;   niais,  «n 
i;<ii('Mal ,  il  est  piclcralilc  |u>iii'  la  Nricvclr  du  calcnl. 

//Ignrif/imc  de  M.  Eiscnstein.  —  Soit  à  calculer  (  )■  <>ii  l'on  sup- 
pose /> ,  />,  positils  impairs  premiers  entre  eux  et  tels  que  jj  >  |)^ ,  luus 
les  cas  pouvant  se  ramener  à  celui-là.  On  divisera  /'  |)ar  p, ,  on 
prendra  le  quotient  pair  afin  d'avoir  un  reste  impair,  et  comme  il 
pourra  être  positif  ou  négatif,  on  le  représentera  pari,/»^,  £,  étant 
±:  I  ,  et  /?2  lui  entier  positif  <  /),.  On  opérera  sur  ^^,  et  p.^  comme  sur 
p  et  pf,  et  comme  ces  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux,  on 
finira  par  tomber  sur  un  reste  e„^.,  ^  ±:  i .  Soient  donc  les  équations 

P  =  PiQ,-^hP2^     /'i  = /'sQa  +  Sî/Jav,     p,-,=  PiQ,  -^  ^,p,^,,-< 

Pn   =  Pn^i  Q«.  I   ^    é,,^,. 

Si  l'on  représente  par  v  le  nombre  des  équations 

Pt-,  =  PiQi  -^  hPi-^i, 
où  /7,  et  eiPi+\  sont  tous  deux  de  forme  4^  —  '  ,  on  aura 

a)  =(-)■■ 

Cela  se  prouve  sans  difficulté  comme  plus  haut. 

j4utre  algorithme.  —  Si  l'on  prend,  au  contraire,  les  quotient^ 
impairs  afin  d'avoir  des  restes  pairs,  on  aura  la  suite  d'équations 

P  =  p,Qi-^  a^'E,  ^5,     p,  =  /JaQ;  -t-  2'"'£2^3,...,     pi^,  =  /;,Q,  -h  ■i"''e,p,+,... 
Si  l'on  représente  par  v  le  nombre  des  équations 


'1+1  > 


où  p,  et  £j/J,+  ,  sont  tous  deux  de  forme  l^k  —  i,  et  par  ju.  le  nombre 
des  équations,  où  à  un  diviseur  p,  de  forme  8A±3  réponde  un 
facteur  >'"'  à  exposant  impair,  on  aura 


;)  =  (-)' 


Tome  Ml-  Uecebbre  i  S,',7  .  ^4 
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.^Ititip  nl^oi ilhmc .  —  Si  l'on  fait  la  recluTclu'  du  plus  grand  coin- 
niun  diviseur  à  la  manière  ordinaire,  et  que  l'on  représente ies  restes 
succi'ssifs  par  ■:>!"' p^,  ^'"'pj,...,  i  ;  et  que  l'on  design»'  par 

/      le  nombre  des  exposants  impairs  m,  répondant  à  pi  =  8A'  rt  3  ; 
■j.     le  nombre  des  exposants  impairs  m,  répondant  à  p^^.^  :=  Sk  ±  i; 

•j     le  nombre  des  diviseurs  /?,   de  forme   t\k  ~~  \    répondant    a    des 
restes  où  p^^^  a  la  même  forme; 

on  aura 


a) 


-0' 

/3785\ 


377  = 

279. 1  —    181, 

■>-79  = 

181.2  -    85; 

85  = 

II. 8-3, 

1 1  = 

3.4-       ,. 

Kn  appliquant  ces  trois  règles  à  (  -^^  \ ,  on  trouve  : 

i".       5785  =  ^933.  2  —  ao8i  ,      2933  =  2081.2  —  1229,      2081  =  1229.2  —  3-'-; 
1229=     177.4—     279, 
t8i  =      85.2  H-      II, 

Ici  V  =  2  et   (-^  )   =  I. 
\ 2933  / 

2".   La  deuxième  règle  donne 

3785  =  2933.  I  -1- 4-2i3,    2933  =  213.13  +  4.41,       2i3  =      4' -5 -h       8. 

I  •  .   /'3785\ 

le.   a  =  o,   v=o  et  (^3)  =  ï. 

3°.  La  troisième  règle  donne 

3785  =  2933.1+852,       2933  =  852.3    -^  377,       852=    377.2+    98: 

377=      98.3+    83,           98=    83.1     +  i5,         83=       i5.5+      8; 

i5=        8.1+      7,             8=      7.1+  I. 

Ici,  à  cause  de  852  =  2-. 21  3,  98  =  '^.49>  8  =  a',  on  trouve 
X=o,   ,..  =  ,,  v=  I   et   (Ig)  =  .. 

II  est   bon  de  faire  remarquer  que,  dans  tous  les  cas,   si  l'on  est 
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«ondiiit  ii  iiiK  division  donnant  le  rrstc  ±  ■/'"  r'\  loiiJes  les  division^ 
suivantes  sont  inutiles  [xnii  le  laK  iil  du  svinbole  (— )■  1,  Troisieint- 
exemple  ;   98  —  a  .  49  =  '•  •  "]"•  ) 

Rvglr  tiréf  du  calcul  de 

M.  Gauss  a  prouvé  que  l'on  a,  pour  A  unpair, 


et ,  poiu"  k  pai 


( 


;,)=(-■)"• 


?;/•.;') 


p' 


l) 


Il  a  d'ailleurs  donné  un  algorithme  (pii  fournit  la  valeur  exacte  de 
©(A, />),  d'où  l'on  déduit  une  règle  fort  simple  pour  déterminer  si 
<p  [k,  p]  est  pair  ou  impair.  Cette  même  règle  donnera  donc  la  \aleur 

de  (  -  j  pour  le  cas  de  /-»  nombre  premier.   Nous  venons  |>lus  loin 

quelle  s'étend  au  cas  de  /)  nombre  impair  quelconque.  L  algorithme 
de  M.  Gaiiss  résout  donc  complètement  la  question:  il  est  également 
fondé  sur  la  recherche  d'un  plus  grand  commun  diviseur.  Mais . 
comme  il  emploie  non-seidement  les  restes,  mais  encore  les  quotients, 
les  algorithmes  précédents  seront  préférables  pour  la  brièveté  du 
calcul.  Pour  cet  algorithme,  vojez  le  Mémoire  intitulé  :  Di'monstrn- 
tinn  nouvelle  et  développements  nouveaux  du  théorème Jondniiiental  de 
In  théorie  des  résidus  qundrati(iues,  présentés  à  la  Société  royale  des 
Sciences  de  Gœttingue,  le  ti  février  1817,  par  M.  <..-l'.  Gvisr,.  — 
/'ojTZ  aussi  le  tome  111  de  ce  Journal,  page  \!\'i. 
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IV. 

l'iiinirrr  application.  —  Détermination  (lu  .signe  îles  sommes 

•V    •     .,  2/i7r  «-1  2/i7r 

S  =r  >  sin  j  ' »      C  =  >  cos  /  '  ) 

jL,  p  jU  p 

prises  <le  i  ^  o  à  i  =  p  —  i  .  /i  est  premier  h  p. 

Dans  son  Mémoire  sur  la  soinination  de  certaines  séries  singulières, 
M.  Gauss  a  donné  une  règle  pour  la  détermination  du  signe  des 
sommes  S,  C,  dont  la  valeur  absolue  est  \p,  quand  elles  ne  sont  pas 
milles. 

Cette  rèi^le  peut   être  réduite  à  une  expression  plus  simple,  et  si 

l'on  pose  i>  =  •i"'p\  p'  étant  impaii',  le  symbole  (  — ,  J  fera  connaître 
les  sommes  S  et  C.  au  moyen  des  règles  suivantes.  ."Soient 

les  nombres  A  et  H  aiuont  les  valetus  suivantes  : 

iii=:n,  ^' =  4^  H-  1,   A  ^  o,  B^i; 

//î  =  o,  p'  ^z  i^q  —  j,    A=;i,  B=o; 

m  =  I  ,  ^'  =  4y±i,   A=o,  B  =  o; 

m  =  2n,  p' =  f^q -h  \,   \=  {— i)   "*   ,  B=i; 

m  =  'Àn.  p'  =  ^(/  —  i,   A  :=  I ,  B  =  i' — j)   ^    ; 

(A  — i);i_3)  h'-i 

IH    —    in    -\-     \  ,     p'   =    f^fj  -^    l,      k   =   [—   \)  8  g_   ^_,^       8       ; 

/i' —  I  ,A —  1)  *  —  3) 

//2  =  2«  -t-  I,  ^'  =  4(y  —  I,   A  =  (— 1)    ^  ,  B  =  (— 1)         ^  • 

r.e  tableau  montre  que  le  changement  de  /''  =  \ci  +  i  en  p'  =  ^>/  —  1 
ne  l'ait  cjue  changer  A  en  B,  et  réciproquement.  Je  vais  présenter 
brièvement  la  démonstration .  renvoyant  pour  plus  de  détails  au 
Mémoiie  île  M.  (iauss. 
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Si  l'on  pose 

soiis  lu  ((tiidilioii  i\v  h  prcmiei-  ;'i  p  et  de  .z''  =  i,  (|iii  ddiine 


•-'.TT  .         7.  IX         • 

X  =  cos  —  -h  sin   -  \  —  I  , 
on  aura  ,  ponr  celte  valeur  de  ./■ , 

F  (/( ,  p)  =  2)  (  cos  /"■'  ^-^  +  sin  /  ^  ■'^-^  V— ')  =C-f-.S\— i. 

("."est  donc  du  calcid  de  1"  ,// ,  />)  cjur  dépend  celui  des  sonunes  dési- 
j»nées  par  S  et  C. 

Soit  p  =  a. b.c.,  les  noud)ies  d,  b,  c,...  étant  pteniiers  entre  eux; 
on  sait  que  ,  pour  trouver  un  nondîre  /.  tel  que  l'on  ail 

k^a.  (niod.  a),         k^^  (mod.  b) ,         /■  i^  •/  (mod.  f),     etc., 

il  suffit  de  poser 

A-^i    (niod.rt),      H^^i    (mod./»),      C-^i    (mod.  tj.     etc., 

et  de  prendre 

A-  =:;  A  -  a  +  B  ^  /3  -I-  C  -  7  -H...      ^niod.  />  =  abc...). 

Or,  si  l'on  prend  successivement  : 

Four  a,   les  nombres  i,  4j   9v>   ('ï —  0"' 

Four  fi,   les  nombres  i,  4»   9v»   (''  —  0*i 

Four  7,    les  nombres         /     i,  4»  9v^   i*^' ~~  O*  > 

et  ainsi  de  suite,  on  trouvera, 

Pour  A   ou   /",  les  nombres     r,    4i  9---j    (/^  "~  ï^'- 

Il  suit  de  là  que  l'équation 

/    py-'ih   I    ,-..r-B/,    ,     ,/',/<:* 
x'"''  =.  tr^j        .UM        .\x^) 
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iloiinera  .  en  siip|)f)saiit 

P  p  r 

.r"  =  J", ,     x*  =  .rj,     x"  =^  x.^.     etc., 

ft .  |iar  suite, 

x\  r=  \  ,       j:'2  =  1  ,        x:^  =  I,         etc., 

l'équation  foiulanientale 

1-  ;  /, ,  yj   =  V  [h ,  abc. . .)  =  F  i.\/i ,  a) .  F  (lî// ,  h) .  V  [Ch,  c)..., 

(M  supposant 

F  (A/?,  a)  =  I  +  x\''  +  x\  "  -f-  x","  +...+  ^("-' '"'■  =^xr"'; 

et  ainsi  des  autres. 

Il  suffit  donc  de  calculer  F(AA.  a)  dans  l'hypothèse  de  a  premier 
on  puissance  d'un  nombre  premier. 

Soit  ilonc  a  =  7'";  comme  dans  la  somme  V  xf^''  on  peut  négliger, 

comme  étant  égale  à  zéro,  la  somme  des  termes  où  a  n'est  pas  divi- 
sible par  (j .  on  trouvera  sans  diffinilté.  pour  le  cas  de  r/  =  a, 

1".  F^AA,  a    =  o; 

9.".  F: A//,  4)  =  (  I  -+-  sin  — ^  S  —  '  )  v'4> 


et  généralement , 

l'[Mt,  1"")  =  [1  +  i-i;~^  \ -Tj  s^": 
3".  F I  A/i ,  8)  =^  (  cos  -7 h  sHi  -^  V  —  '  )    I , 

el  généralement, 

AA)'  —  I    I  Ah  —  i       I 

F(A/?.  9.""*')  =  (— i)      8        |i-t-(— i)    -^       \  —  \  \  \ -î""*' . 


j'oiii-    le    ras   de   y    premier    impair ,     les    formules    de    M.    Gauss 
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donneront 

D'après  ces  torniules   p.irliculièrt's,   si   l'on    pose   p  —  (j"  i  "' s' ...  ^ 
y,  /',  s  étant  des  nombres  premiers  impairs,  on  anra 

¥{h,p)  =  V{\h,  </=').  F  (B/i,  r').V{Ch,.i')..., 

ou,  ce  qui  revient  au  même  par  la  substitution, 

Or,  d'après   les   régies  pour   le  calcul  des   symboles  (— '  V  etc.,  on 
trouve 

D'ailleiu's  la  congruence 

A-^=i     (mod.</«), 
1 

ou.  or  qui  revient  au  même,  la  congruence 

Ar'^j''...  ^  r      (mod.  ry"), 
donne 

De  même , 


(^)=(7;)(sv- 


et  ainsi  de  suite. 
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On  aura  (loue 


^"— I     ri^  ~\        q'^  —  i    jV— I         r/5  — I     s'/ — I 


=    (->)        ■' 


■>.  1  %  1 


il  Ou  résulte 


nu  bien 

(A)  F(A,;,)  =  (^^)(virF)(V)  ^,-^ 

comme  pour  le  cas  de  /;  nombre  premier. 

Soit  maintenant  p  =  ■>.'".  p'  et  /;'  impair,  on  fera 

i"  =  A/j'.  a'  +  2'".  B/5^     (mod.  2'".  p') , 
l't  il  \  icndra 

!•(//,//  =  FrAA,2'").F(B//,//). 

Pour  m  —  I ,    le  facteur 

F  (A//,  a)  =  q; 
donc 

F  (/f ,  pj=  o. 

Foui    /«  =  2«,   la  congruence 

A/7'=  I      (mod.  2^") 
lionne 

A^p'     (mod.  4);      d'où       Ah^/ip'     (mod.  4)- 
De  même  ,  la  congruence 

2^"B=i      [mod.  p') 


donne 

B 


')=■•  "-  m={^^ 


PURRS  F.T    M'I'TlOCli-.r.S.  'ît^ 

d'où  I.t  roi'imilc 

(B)  F(//,u--'y)  =  {p)[^^(-^)~'^'^-  .J(V~)("-^')  <r- 

Pour  /«  =  2»  ^    1,   la  longriieiice 

A//  —  '      l"'ocl.  '-f'"-*), 
ou  «  >  I  ,  don  lu- 

A  S:://     (uiod.  8),       d'où        A// i£: ///>'     (iiiod.  8). 

De  même,  la  congruence 

22"+<B=  I     [moA.p') 


tloniK' 


(l)=C^)  "  (?)  =  If)^ 


on  aura  ( 


loue 


(C)      F (/,,.-->')  =  (-')   '    (^,)     '+(-0    ^     V-'J(v-r)^  -^    '  v/i. 

I^es  trois  formides(A^,  (B),  (C)  donnent  inunédiatemenl  tous  les  tas 
particuliers  énoncés  au  commencement  de  ce  paragraphe. 

Comme  le  calcul  des  symboles  (  -  j  i  (  —  ]  est  très-court ,  ou  a  .  [jour 

déterminer  le  signe  des  sommes  S  et  C,  im  moyen  plus  court  encore 
que  celui  qui  se  tire  de  l'algorithme  de  M.  Gauss'iÇwr  In  sommntinn 
de  quelques  séries,  tome  V  de  ce  Journal).  Je  vais  rappeler  ici  cette 
règle  et  la  comparer  à  la  précédente  Cette  comparaison ,  qui  con- 
duit à  une  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  (la  quatrième  de 
M.  Gauss),  fait  voir  encore  comment,  coiuiaissant  »  (^,  p)-  on  peut 

trouver  (  -  )• 

Autre  règle  pour  le  signe  des  sommes  S  el  C 

Soient  h  el  p  deux   nombres  premiers  entre  eux;  représentons  par 
el— ')   l'entier  immédiatement  au-dessous  de  la  fraction  — ;  posons 

p'  =:  e  l-\  i  savoir,  p'  = pour  />  impair,  et  //  ==  -  pour  p  pair. 


Tome  XII.  —  Décembre  i84". 
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Faisons,  de  [iliis , 

et 

{h,  p)  =  {—i)9i'->p). 

Le  signe  de  {h,  p)  donnera  celui  des  sommes  S  et  C  an  moyen  des 
formules  suivantes  : 


I".  p  impau-, 

p'-.  (f':zl)' 

(A')         F{h,p)  =  (-  if"^'^   «   (//,  r)  (v-  i)^  '  '  v>; 

■i".  /;  double  d'un  impair, 
F  (// ,  ^  I  =  o  ; 

i".  p  divisible  par  /f,  p  =  [\p'  et  y/  impair,  - 

(B')  V{h,p)  =  (/^,  o.p')\  (-,)~  +  v~i"J  v^; 

4".   p  divisible  par  4?  P  =  \p'  ^^  p'  paii", 

(C)  F  (;« ,  /))  =  ^/^  2//)  L  I  +  (-  I )  ~  v'^l  v>. 

La  comparaison  des  formules  (A)  et  (A')  donne 

Pour  h  impair, 

c'est  la  règle  donnée  plus  haut. 

La  comparaison  des  formules  (B)  et  (B')  donne,  à  cause  de/;  =  4p' 
et  p'  =  li(i  ±  \, 

(h,  :ip')  =(-i)    ^    i-V  ,        , 

^    '     '    '        ^       >        \p')       pour     //  =  49+  ,, 

{h,  j-p')  =  (^~/j,  pour     p'=^q~i. 


''m'; 


PIIHRS  ET  APPLIQUEES. 

La  comparaison  ties  lormiilcs  (C)  et  (C;,  pour  ^/  =  2'"/;,,  on  Int-n 

(h,  -x"'^'  p,)  -----  (^'l^y  pn.ir     p,  =  47  +  '  ^ 

h-, 

{fi,  '.^"-vo  =  (-0  '  (jy-  p'^'"-  /^.  ^  ^'v  -  '• 

Eniiii,   la  coin|)araisoii  des   lormules  (G)  et   (C),    pour  le   cas    de 
y  =  1^"''  p,,  donne  ,,        /" 


(c) 


A'— 1 


('/) 


'(;2,  2"'p,)  =  (-0         ^  (;^)-      pour     /.,  =  4r/-i. 


On  voit  donc  que  si  l'on  suppose  p  ^=  1'" p,  et  p,  impair,  les  lormules 
(«) ,  (Jb),  (c),  (f/)  feront,  dans  tous  les  cas,  connaître  {h,  p)  au  moyen 


'"  (^)- 


Sur  les  sommes      >  sm .       >  cos 


2  /> 


2  /> 


Ces  sommes  se  déduisent  très-facilement  des  sommes  S  et  C.  Voici 
les  résultats  pour  p  impair,  car  elles  sont  nulles  |)OMr  p  pair.  Le 
nombre  h  est  premier  à  p  : 

u'— I 


^cos- 


2  p 


+  i      2  /iTZ  ,  , 


h  +  , 


p'-i 


h\  Ifr        - 

-    cos  o  —  \p; 


/;  =  47-i,    2^^\^  — ^=(-0 


2  p 


hr. 


_^C0S7-.vp, 


/''-•• 


y  COS- =  (— 0  -)smf/— -xT». 

— <  2  /;  ^        '  \pj  P 
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Pour  ilémoiitrer  ces  formules,  il  suftit  tle  calculer 

„  v^  /  .,  ?. /m  ..>  :>.  liT      \ 

S,   =  >      COS  /-  -n ^     Slll  r  V—   I      • 

Soient  d'abord  p  pair  et  h  nni)air,  on  reconnaît  de  suite  (jue  la  partie 
de  S,,  où  /  =  a  A .  a  la  même  valcin-  que  la  somme  entière  S;  et 
comme  l'antre  partie,  où  /  — -  ik  -^  \  et  !°  =  4  (^^  -^  A)  -4-  i ,  re- 
vient à 

/,  (  cos  -g^  -^  sui  -g-  V  -  .  )  2:  (cos     -^—  —  +  sm  -7-—  v'-  •  )  ^ 

les  sommes  en  (jnestion  seront  nulles 

Pour  p  impair  et  //  impair,  la  partie  de  la  somme  S,,  où  /  =  ïAt, 
se  réduisant  à 

y/                 ,  n    2  //7r  ,  ,     2  /iTT \ 

1  COS  k- +  sni  A'^  — -  V —  I  I, 

sera  nulle,  l'autre  partie  devra  donc  être  égalée  à  S,.  Mais  la  décom- 
position en  facteurs  donne 

S.  =  4(cos^  -.   sin^  v^)  [y]  (v  =^)  ('^')' V^; 

doù,  par  la  division, 

vi  /        /-'-t-X-  .     X'-f-  /■'/ 

>       cos h  SUI V—   I 


savoir,  pour  />  ^=  f[(j  ■+■  1  , 

i-  ')'"  (y)  (cos  9  y  +  S'"  y^  v^-^)  v^; 

et ,    pour  yj  =:  4  Y  —    I  ,  '     — 


PURIÎS  I-;r  AIM'LIQIJÉKS.  Si; 

Mais  l'oiiiiiic  //  est  impair, 

le  facteur  (—  i)''''  i—j  se  réduira  à  (  -V 

Pour  h  pair,  on  posera  h  —  p  —  lt\  d'où  //'  iinpau-;  alors 

/^       ~  /' 

Il  faudra  donc  changer,  dans  le  résultai ,  h  en   —  //';  mais 

\  y    '       y   />   /      V/'/  '     y-»  ^      /*  '  /'        ' 

on  aura  donc 


sui  o =  (—  i^'  sin  (7  — 5     cos  7  (—  i)''  cos  q  —^■. 

'       l>  '    p  '        '  ^  '    yy 

comme  h  est  pair, 

d'où  la  formule  donnée  plus  haut. 

Si  l'on  remplace  (—  i)  ^     (  ~)  P^"'  i^'  /^i  >  o"  3"'''>  'es  valeurs 

données  dans  le  Mémoire  cité  plus   haut  (tome   V   de  ce  Journal, 
page  Sa). 
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S/ir  le  développement  en  fraction  continue  de  la  racine  carrée 

d  un  nombre  entier; 

Pau    m     J.-A.    SEURET. 


V 


Si  1  ou  développe  en  fraction  continue  la  racine  carrfe  {liui  nombre 
entier  non  carré,  et  que  l'on  forme  la  suite  îles  fractions  convergentes  , 
il  V  aura  toujours  une  relation  simple  et  uniforme  entre  les  deux  frac- 
tions qui  répondent  au  dernier  quotient,  dans  les  périodes  de  rangs  n 
t  m.  Je  ne  sache  pas  que  cette  relation  soit  connue;  aussi  ai-je  cru 
utile  de  l'indiquer  en  quelques  mots. 

Soient  A  un  nombre  entier  non  carré,  a  la  racine  du  plus  grand 

]> 
carré  (pii  v  est  contenu,  ^  ou  x„  la  fraction  convergente  qui  répond 

au  dernier  quotient  dans  la  période  de  rang  /i ,  lequel  est,  comme  on 

sait ,  égal  à  2  rr ,  e 

aura  évidemment 


-.     P'  .       P 

sait ,  égal  à  2  rr ,  et  enfin  -^  la  fraction  convergente  qui  précède  ^.  on 


j\  _  (a  +  A)  P"  ■ 


(«  +  s/a)q„+q;. 

(l'ou  1  on  déduit  les  valeurs  connues  de  P'„  et  de  Q„ ,  savoir  : 

p;.  ==  AQ„-rti>„, 
q;.  =  p„  -  «Q„. 
p 

Cela  posé,  la  fraction  convergente  qui  suit  ^  a  pour  valeur 

vil 

aaP„+Pn 
»  2.flQ„-f-Q: 

F 
et  Ton  en  déduira  la  valeur  de  ~  ou  x,,,,  en  remplaçant  le  quotient 


PURES  Kl'  Al'l'MQl.liES.  'ii;) 

•>.  n  par  n  +  —■  on  aura  doTic 

V" 

on  ,  en  meHant  an  lien  de  P'„  et  Q'„  leurs  valein's, 

A 

On  arrive  ainsi  à  ce  résultat  tres-siinpie ,  que  la  traction  Xn„  est   la 

moyenne  aritlnnétique  des  valeurs  .r„  et  —  •  Il  est  assez  remarquable 

que  cette  quantité  .r..„  soit  précisément  celle  que  donne  la  niétlioiie 
d'approximation  de  Newton,  lorsqu'on  prend  ,r„  pour  première  va- 
leur approchée.  Cette  méthode  donne,  en  effet,  pour  seconde  approxi- 
mation , 

A 

A  —  x,,                         x„ 
X„  H OU        

f.es  fractions  convergentes  x„   qui  répondent  au  dernier  quotient 

dans  les  périodes  successives  ne  sont  pas  toujours  les  seules  jouissant 

de  cette  propriété;  il  pent  arriver,  en  effet,  qu'en  partant  dune  fraction 

P 
convergente  quelconque    -^  la  méthode  de  Newton  en   fournisse  une 

seconde.  Soient,  en  effet,  P,  et  Q,  les  quotients  des  nombres  P^  —  AQ" 
et  -i.  PQ  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  1),  le  résultat  fourni  par 
la  méthode  de  Newton  sera 

P,  _  P'-f- AQ' 

Q,  ~       aPQ     ' 
et  l'on  a 

p    _  P'  +  AQ'       ^    _  2PQ 
t.  —         5        ■      ^^.  -     D    ' 

d'où 

P;  -  aq;  =  C^-^/*)'. 
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Oi'  ou  sait  que    '  seia  toujours  l'une  îles  iiaclioiis  convergentes  vers 

\  .\.  si  l'on  a 

P?  -  AQ/  <  vÂ' 
ce  qui  exige  que 

±  (P»  -  AQ=)  <  D  y/Â. 

P 
Cette  condition  sera  toujours  remplie,  si  ^  est  l'une  des  fractions  j:„, 

car,  dans  ce  cas,  P-  —  AQ-  ;=  ±  i  ;  mais  il  est  évident  qu'elle  peut 
l'être  aussi  dans  beaucoup  d'autres  cas. 

En    particulier,   si    l'on  a|)pliqiu'   la   méthode  de  Newton   à  l'une 

quelconque  des  fractions  convergentes  vers  \  39,  on  obtiendra  une  se- 
conde traction  convergente. 


FIN    DU  jpOUZlEME    VOLUME. 
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